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Wprowadzenie, tematyka zajeé

1. Zbiory — pojecia podstawowe

Zbior jest nieuporzagdkowang kolekcjg obiektéw zwanych elementami zbioru.
Przynalezno$¢ elementu x do zbioru A zapisujemy jako x € A, natomiast brak
przynaleznosci jako x ¢ A.

Zbior A jest podzbiorem zbioru B (co zapisujemy A € B), jezeli kazdy element zbioru
A jest jednoczesnie elementem zbioru B. Jezeli AS B oraz A# B, to A jest
podzbiorem wtasciwym zbioru B.

Zbiodr pusty, oznaczany przez @, jest zbiorem nieposiadajagcym zadnych elementdw i
jest podzbiorem kazdego zbioru.

Zbiory moga by¢ opisywane:
e przez wyliczenie elementdw,
e zapomocg warunku logicznego, np.
A={xeN|x <5}

Zbiorem potegowym zbioru A, oznaczanym jako P(A4), nazywamy zbiér wszystkich
podzbiorow zbioru A. Jezeli zbiér A ma n elementdw, to zbiér potegowy P(A) ma 2™
elementow.

2. Algebra zbiorow
Dla danych zbioréw A i B definiujemy nastepujgce dziatania:
e suma zbioréow
AUB={x|x€Alubx €B},
e iloczyn (cze$é wspdlna)
ANB={x|x€Aix€B}
e roznica zbiorow
A\B={xIx€Aix &Bj},
e dopetnienie zbioru
A={xeX|x¢&A}

gdzie X jest ustalong przestrzenia (zbiorem uniwersalnym).
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Dziatania na zbiorach spetniajg prawa analogiczne do praw algebry i rachunku zdan,
w szczegolnosci:

e prawo przemiennosci:
AUB=BUAANB=BnNA,
e prawo facznosci:
(AUB)UC =AU (BUC),
e prawarozdzielnosci:
AN(BUC)=(ANB)UANC),
e prawa de Morgana:
(AUB)¢ = A°N B¢ (AN B)° = A° U B“.

Rownoscé zbioréw najczesciej dowodzi sie poprzez wykazanie wzajemnych inkluzji.
3. Indukcja matematyczna

Zasada indukcji matematycznej jest podstawowg metodg dowodzenia twierdzen
dotyczacych liczb naturalnych. Aby udowodni¢, ze pewna wtasno$¢ P(n) zachodzi
dla wszystkich n € N, nalezy wykonac¢ nastepujace kroki:

a) Baza indukcji — wykazag, ze wtasnos$é P(n) jest prawdziwa dla najmniejszej
rozpatrywanej liczby naturalnej (najczesciejn = 1 lub n = 0).

b) Zatozenie indukcyjne - przyja¢, ze wtasnosé P(k) jest prawdziwa dla
pewnego ustalonego k € N.

c) Krok indukecyjny - wykazaé, ze z prawdziwosci P(k) wynika prawdziwos$é
P(k+1).

Jezeli wszystkie powyzsze kroki zostang spetnione, to wtasnosc¢ P(n) zachodzi dla
wszystkichn € N,

Indukcja matematyczna znajduje zastosowanie m.in. w dowodach tozsamosci
algebraicznych, wtasnosci ciggdw, nierdwnosci oraz twierdzen dotyczgcych
podzielnosci liczb naturalnych.
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Cel éwiczenia/laboratorium

Celem ¢wiczenia jest:

e utrwalenie podstawowych poje¢ i metod matematyki dyskretnej, w
szczegolnosci teorii zbiordw, algebry zbioréw oraz zasady indukcji
matematycznej,

e wyksztatcenie umiejetnosci poprawnego zapisu i interpretacji zbioréw,
e nabycie umiejetnosci wykonywania dziatan na zbiorach,
e rozwiniecie umiejetnosci dowodzenia rownosci i zaleznosci miedzy zbiorami,

e o0Opanowanie stosowania indukcji matematycznej w dowodach tozsamosci,
nieréwnosci oraz wtasnosci podzielnosci liczb naturalnych,

e przygotowanie do dalszych zagadnien matematyki dyskretnej poprzez
wykorzystanie powyzszych umiejetnosci.

Instrukcja laboratoryjna/éwiczeniowa

Przyktad 1.1
Podaj elementy zbiordw:
1) A={a,b,c}
2) B = {a, {a},b,{a, b}}
3) ¢ =2{b = P({a,b,c})

Rozwigzanie

Ad 1) W przypadku zbioru A ={a,b,c} mamy do czynienia ze zbiorem
tréjelementowym, ktérego elementami sg litery a,b,c. Jest to klasyczny zapis
prostego zbioru ztozonego z trzech elementow.

Ad 2) W przypadku zbioru B ={a,{a},b,{a,b}} mamy do czynienia z bardziej
wyrafinowanym zapisem. Zbidr B sktada sie z 4 elementdw. Pierwszym z nich jest
litera a, drugim zas jest zbidér jednoelementowy {a}. W tym miejscu nalezy zauwazyc,
ze a # {a}. Ponadto do zbioru B nalezg litera b oraz zbidr dwuelementowy {a, b}.
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Ad 3) W przypadku ostatniego zbioru € = 2{%<} mamy do czynienia z bardzo
specyficznym zbiorem. Zapis ten oznacza zbidr potegowy, czyli zbiér ztozony ze
wszystkich podzbiorow danego zbioru. W przypadku zbioru trojelementowego
{a, b, c} mozna okresli¢ az 8 réznych podzbiorow. Pierwszym, dos¢ nieoczywistym
podzbiorem jest zbidr pusty @. Zbior pusty @ jest bowiem podzbiorem dowolnego
zbioru i z definicji jest elementem kazdego zbioru potegowego. Do zbioru C nalezg
rowniez 3 podzbiory jednoelementowe {a},{b} oraz {c}. Ponadto do zbioru C nalezg 3
zbiory dwuelementowe {a, b},{a,c} oraz {b,c}. Ostatnim elementem zbioru C jest
zbidr tréjelementowy {a, b, c}.

tatwo zauwazyé, ze zbior C sktada sie z 8 elementdéw. Jest to zgodne z
wtasnosciami zbioréw potegowych podanych na wykfadzie oraz we wprowadzeniu.
Pamietamy bowiem, ze liczba elementéw zbioru potegowego dowolnego zbioru A,

WYnNosi 25, gdzie A oznacza liczbe elementdw zbioru A.

Przykfad 1.2

Podaj elementy nastepujgcych zbiorow:
A={x€N:x <3}

B={x€N:x2<7}
C={x€N:ix?+2x+1<10}
D={x€Zx<3}

E={x€eZ:x*<7}
F={x€Z:x*+2x+1<10}
G={x€ER:x <3}

H={x€R:x?<7}
I={x€R:x*+2x+1<10}

Rozwigzanie:

Na wstepie przesledzmy uwaznie zapis stosowany w przyktadzie.
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Mianowicie {x € X: ¢(x)} 0znacz, ze analizowany zbidr sktada sig ze wszystkich liczb
nalezacych do zbioru X spetniajgcych wtasnosé ¢ (x).

W przypadku zbioru A={x € N:x <3} mamy do czynienia ze zbiorem liczb
naturalnych, dla ktérych prawdziwa jest nierdwnosc¢ x < 3. Zatem do naszego zbioru
naleza tylko 4 liczby naturalne 0,1,2 oraz 3. Mozna zetem zbidr A opisa¢ w inny
rownowazny sposoéb, a mianowicie

A={xeN:x<3}={0,123)}

W przypadku zbioru B = {x € N: x? < 7} mamy réwniez do czynienia z podzbiorem
liczb naturalnych. Nie mniej jednak, tym razem, elementy zbioru muszg spetniacé
nierowno$é x% < 7. tatwo sprawdzic, ze nierdwno$cé ta jest réwnowazna ukfadowi
nierownosci

7 < x <A7.

Nalezy jednak pamietaé¢, ze elementami zbioru B sg liczby naturalne. Powyzsza
nierownosc¢ spetniona jest jedynie przez trzy liczby naturalne: 0,1,2. Zbiér B mozna
zatem zapisa¢ w rownowaznej postaci

B={xeN:x*<7}=1{0,1,2}.

W przypadku zbioru € = {x € N:x? + 2x + 1 < 10} mamy podobna sytuacje jak w
poprzednim przyktadzie. Elementami zbioru C sg wszystkie liczby naturalne
spefniajgce zadang nierdwnosg.

x*+2x+1<10
Przenosimy 10 na lewg strone:
x2+2x—9<0
Obliczamy delte:
A=22-4-1-(-9)=4+36=40

Wyznaczamy miejsca zerowe:
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Poniewaz wspétczynnik przy x? jest dodatni, nierdwno$é < 0 jest spetfniona miedzy
pierwiastkami.

€ [-1-+V10, —1+V10]

Nie mniej jednak do zbioru C nalezg jedynie liczby naturalne, zatem ostateczna
odpowiedz to C = {0,1,2}.

Dla pozostatych zhiorow mamy do czynienia z niewielkg modyfikacjg powyzszych
przypadkéw. W przypadku zbiorow D, E oraz F mamy podzbiory liczb catkowitych,
zas w ostatnich trzech przypadkach podzbiory liczb rzeczywistych. Po
uwzglednieniu powyzszych rozwazan mamy zatem

D={x€Z:x<3}={...,—3,-2,—-1,0,1,2,3}
E={x€Z:x*<7}={-2,-1,0,1,2}
F={x€Zx*+2x+1<10} ={-2,-1,0,1,2}
G={x€R:x <3} =(—x;3]
H={x€R:x%<7}=(—7,V7)
I={x€Rx*+2x+1<10} =[-1-V10, — 1 +V10]

Przyktad 1.3

Podaj elementy nastepujacych zbiordw:
a) A={x€Z|-3<x<4}
b) B={x€N|x?<20}
c)] C=P{a,b})

Rozwiqgzanie:

Ad a) Zbidr A zawiera wszystkie liczby catkowite od -3 do 3, zatem
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A={-3-2,-10123}

Ad b) Szukamy liczb naturalnych, ktérych kwadrat jest mniejszy od 20. Sag to
0,1,2,3,4, poniewaz 42 = 16 < 20, a 5> = 25 > 20. Zatem B = {0,1,2,3,4}.

Ad c) Zbidér potegowy zbioru dwuelementowego zawiera 22 = 4 elementy:

C = {0,{a},{b},{a, b}}.

Przyktad 1.4
Dla danych zbioréw A = {1,2,3,4} oraz B = {3,4,5,6} oblicz:

a] AUB
b)] AnB
c] A\B

Rozwigzanie:
aJAUB ={1,23,4,56}
b) An B = {3,4}

c)]A\ B ={1,2}

Przyktad 1.5

Niech X bedzie zbhiorem wszystkich czworokatow,
A - zbiorem kwadratow,

B - zbiorem prostokatow,

C - zbiorem rombow.

Wyznaczyc¢ zbiory:

a] AnB
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b) B\ 4
c)] AnC

Rozwigzanie:
Ad a) Kazdy kwadrat jest prostokgtem, wiec A N B = A.
Ad b) S3 to prostokaty, ktore nie sg kwadratami.

Ad c) Kazdy kwadrat jest rombem, wiec A N C = A.

Przyktad 1.6

Udowodni¢ , ze dla dowolnych zbioréw 4, B, C zachodzi:
ANn(BUC)=(ANB)UANC)

Idea dowodu

Zeby udowodnié réwnosé zbiordw, najczesciej pokazujemy dwie inkluzje:

. AN(BUC)S(ANB)U(ANC)

2. ANB)UANC)SAN(BUC)
To daje réwnosc.
Krok1: An(BUC)S (ANB)U(ANC)
Wezmy dowolny element x taki, ze

x€EAN(BUCO)
Z definicji przekroju (N) oznacza to réwnoczes$nie:
x€A oraz x € (BU(O)
A z definicji sumy (U) mamy:
xX€BUC) © (x€B)Ilub(x€)

Czyli mamy dwa przypadki:
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Przypadek1:x € B

Wtedy (poniewaz juz wiemy, ze x € A):
x€EANB

Ajezelix € AN B, to na pewno zachodzi:

x€(ANB)UNC)

Przypadek 2: x € C
Analogicznie, skoro x € A4, to:
x€EANC

A wiec znow:

xEANB)UANC)
W obu przypadkach x nalezy do prawej strony, wiec inkluzja zachodzi.
Krok2: (ANnB)U(ANC)S AN (BUC)
Wezmy dowolny x taki, ze:

x€(ANB)U(ANC)
Z definicji sumy zbioréw:

x€E(ANB)UANC) & (x€ANB)lub(xeANC)

Zatem znow rozbijamy na przypadki.

Przypadekl: x € AnB

Wtedy:
e xX€EA
e XEB
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jednoczesnie.

Skoro x € B, to automatycznie x € (BU C).
Zatem (box € Aix € (BUC)):
x€AN(BUC)

Przypadek2: x e AnC

Wtedy:
e X€EA
e x€EC

jednoczesnie.

Skoro x € C, to rowniez x € (B U ().
Zatem znow:
x€AN(BUC)
Czyli w obu przypadkach element nalezy do lewej strony. Inkluzja zachodzi.
Whniosek
Mamy obie inkluzje, wiec:
ANn(BUC)=(ANB)U(ANC)

Przyktfad 1.7

Udowodnij, ze dla kazdego n € N:

nn+1)
1+2+3+---+n=T
Krok 1:
Dlan = 1:
Lewa strona: 1
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1-2
Prawa strona: -5 = 1

Zgadza sie L=P
Krok 2: zatozenie indukcyjne

Zaktadamy, ze dla pewnego k > 1 zachodzi:

Ck(k+1)

1+2++k
+24 -+ z

Krok 3: krok indukcyjny
Musimy pokazag, ze wtedy zachodzi tez dla k + 1:

1+2+---+k+(k+1)=(k+1)(k+2)

2
Zaczynamy od lewej strony:
142+ -+k+(k+1)
Podstawiamy za sume do k z zatozenia indukcyjnego:
k(k+1
1+2+---+k+(k+1)=%+(k+1)

Wyciggamy (k+1) przed nawias:

k+2>=(k+1)(k+2)

k
—(k+1)(7+1)_(k+1)( . :
Czyli teza dla k + 1 wynika z tezy dla k. Udowodnione.

Przyktad 1.8

Udowodnij, ze dla kazdego n € N:

1+43+5+-+2n—-1)=n?

Krokl:n =1

Lewa: 1
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Prawa: 12 =1
L=P

Krok 2. Zatozenie

Dla k:
1+3+-+QRk—-1)=k?
Krok 3.
Dla k + 1:
143+4+Qk-1D+Qk+1)-1) =
k? + 2k +1)
=k?+2k+1=(k+1)>?
C.N.D.

Przyktad 1.9

Udowaodnij, ze dla kazdego n = 0:
142422+ 42" =211

Krok1:n =20

Lewa: 1

Prawa: 2! —1=1

Krok 2. Zatozenie

Dla k:
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1+24-+2k=2k1_1
Krok 3.

Dodajemy kolejny sktadnik 2k+1:

LUBELSKA

142+ 42k 42041 = (k1 — 1) 4 2k+1 = 2. pk+1 1 = 2k+2

A to jest doktadnie 2(k+D+1 _ 1

Przyktad 1.10

Udowodnij, ze dla kazdego n € N zachodzi podzielnosc:
6| (n®—n)

czyli ze n® — n jest zawsze podzielne przez 6.

Krok 1.

Dlan =1:
13-1=

0 jest podzielne przez 6.

Krok 2. Zatozenie

Zaktadamy, ze dla pewnego k = 1 zachodzi:
61 (k®—k)

czyli istnieje liczba catkowita t taka, ze:

k3 —k =6t
Krok 3.
Musimy pokazac, ze:
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61((k+1)%—(k+1)

Liczymy:
(k+1)3—(k+1)=((k3+3k*+3k+1)—-k—1
= k3 + 3k?* + 2k

Wyciggamy czes$c¢ z zatozenia indukcyjnego:

= (k® — k) + (3k? + 3k)
bo (k3 — k) + (3k? + 3k) = k3 + 3k? + 2k.
Teraz:

o z zatozenia: (k3—k) jest podzielne przez 6,
o sprawdzmy (3k%+3k):
3k? +3k =3k(k+1)

Czylimamyiloczyn k(k + 1) — dwdch kolejnych liczb, wiec jedna z nich jest parzysta,
zatem:

k(k + 1) jest podzielne przez 2
Czyli istnieje catkowite m, takie ze:
k(k+1)=2m
Wtedy:
3k(k+1)=3:-2m =6m
A wiec (3k?+3k) tez jest podzielne przez 6.
Skoro suma dwach liczb podzielnych przez 6 jest podzielna przez 6, to:
(k3 — k) + (3k? + 3k)

jest podzielne przez 6, czyli:
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61((k+1)3—(k+1))

C.N.D

Cwiczenia samodzielne

Zadanie 1.1

Podaj elementy nastepujacych zbiorow:
A={ab,cd}

B ={a,{b,c},d}

C ={x€N:x<10}

D ={x € N:x = -2}

E={x€eN:|x—3]| <5}
F={x€eZ|x—-2|<2}
G={xeN:x*-2<1}
H={x€Z|x| =2}
I={xeR:x*+1=0}

Zadanie 1.2

Dla zadanych zbiorow A = {a, b,c,d,e} oraz B = {a,c, e, f, g, h} oblicz:

1) A\B
2) B\A
3) AUB
4) AnB
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Zadanie 1.3

Dla zadanych zbiorow A = {x € N:x < 10} oraz B = {x € N: x > 5} oblicz:

1) A\B
2) B\A
3] AUB
4) AnB

Zadanie 1.4
Dla zadanych zbiorow A = {x € Rix < 10} oraz B = {x € R > 5}

oblicz A\B; B\4; A UB;A N B.

Zadanie 1.5
Niech X bedzie zbiorem wszystkich wielokgtow i niech A bedzie zbiorem trojkatow
prostokatnych, B zbiorem trojkgtow rownoramiennych C zbiorem tréjkatow
rownobocznych. Wyznaczy¢ zbiory

)] (AnB)NnC

2) An-B)ncC

3) (A N(BNC)

4) (A)Nn(—BNC)

5] (AnB)n (=0)

Zadanie 1.6
Udowodnié, ze przy ustalonej przestrzeni X dla wszystkich zbiorow A4, B, C zachodzg
nastepujgce rownosci

] AUB=BUA

2) AnNB=BnA

3) An(BUC)=(ANB)U(AUC)

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Projekt wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU
SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) "POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00

18



-~
e w i

Lo
TECHNOLOQIEX]

4) AUBNC)=(AUB)N(AUOC)

5) Aup=A4A
6) ANp=0
Zadanie 1.7

Sprawdzic¢, czy ponizsze réwnosci sg tozsamosciami. Jezeli nie, podac¢ odpowiedni
kontrprzyk+ad.

1} A\(BUC) = (A\B) n(A\C)

2) AU(ANB)=A

3) An(BUC)=B

Zadanie 1.8
Dowiesc, ze dla wszystkich zbiorow A, B oraz C zachodzg nastepujgce implikacje
badz rownowaznosci

) (AcB)A(CcD)=(AnC)c (BND)

2) AB=B\A=A=8B

3] Ac B= (C\B) c (C\A)

Zadanie 1.9
Udowodni¢, ze dla kazdej liczby n € N zachodzi

nn+1)2n+1
124224 +n? = ( )6( )

Zadanie 1.10

Udowodnig, ze dla kazdej liczby n € N zachodzi

2 2
n“n+1)
PB3+22+4+n3=0+2+--+n)? :T
Zadanie 1.11
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Udowodnié, ze dla kazdej liczby n € N zachodzi

n

Z 1 _n
ii+1) n+1

i=1

Zadanie 1.12

Udowodnié, ze dla kazdej liczby n € N zachodzi

n

n

Z 1 -

_ 1(2i—1)(2i+1)_2n+1
=

Zadanie 1.13

Udowodnig, ze dla kazdej liczby n € N zachodzi

;(Zi — 1) = n?

Zadanie 1.14

Udowodnié, ze dla kazdej liczby n € N zachodzi
2">n

Zadanie 1.15

Udowodni¢, ze dla kazdej liczby n € N zachodzi
2|(n? + n)

Zadanie 1.16

Udowodnié, ze dla kazdej liczby n € N zachodzi
30|(n®> —n)

Zadanie 1.17

Udowodnié, ze dla kazdej liczby n € N zachodzi
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Pytania pomocnicze

1) Czym rézni sie zapis x € A od x € A? Podaj przykfad, gdzie elementem zbioru
jest inny zbior.

2) Podajréznice miedzy @ a {@}. lle elementdw ma kazdy z tych zbioréw?

3) Jak interpretujesz =zapis zbioru metodg ,warunku” (opisowej), np.
{x € Z: x? < 10}? Jak przej$c¢ do zapisu przez wyliczenie elementéw?

4) Podaj definicje dziatan: AU B, An B, A\ B, A° (dopetnienie w przestrzeni X).

5) Jak rozumiesz ,przestrzen (zbidr uniwersalny) X” i dlaczego dopetnienie A€
zawsze zalezy od wyboru X?

6) Naczym polega dowodzenie réwnosci zbioréw metodag podwadjnej inkluzji? Jak
wyglgda schemat takiego dowodu?

7) Wymien prawa algebry zbioréw (przemiennos$é, tagcznosé, rozdzielno$é, de
Morgana) i wskaz, do czego sg najczesciej uzywane w uproszczeniach.

8) Podaj przykfad, w ktérym (A U B)¢ = A° n B¢ wida¢ ,na elementach” (np. dla
matych zbioréw liczbowych]).

9) Jak sprawdzié, czy dana réwnos$é zbiordw jest tozsamoscig? (wskazowka:
uzyj albo praw algebry zbioréw, albo kontrprzyktadu).

10) Opisz kroki dowodu indukcyjnego: baza, zatozenie indukcyjne, krok
indukcyjny. Jakg role petni zatozenie indukcyjne?

1) Dlaczego w kroku indukcyjnym wolno korzysta¢ z zatozenia P(n), ale nie
wolno zakfadac prawdziwos$ci P(n + 1)?

12) Podaj przyk+tad tezy, gdzie baza indukcji zaczyna sie od n = 0, a nieod n = 1.
Kiedy to jest naturalniejsze?

13) W zadaniach o podzielnos$ci: jak zwykle zapisuje sie formalnie ,,6 | (7" — 1)" i
jak wykorzystac to w indukc;ji?
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Podsumowanie

W trakcie ¢wiczen utrwalono pojecia zwigzane z teorig zbiordw: przynaleznosg,
podzbidr, zbior pusty, zapis zbioréw przez wyliczenie oraz opis warunkowy.
Przeé¢wiczono podstawowe dziatania na zbiorach: sume, iloczyn, réznice oraz
dopefnienie w ustalonej przestrzeni X. Wykorzystano rowniez podstawowe prawa
algebry zbioréw (w tym prawa de Morgana) do przeksztatcania i upraszczania
wyrazen oraz do dowodzenia rownosci zbiorow.

Druga czes$¢ éwiczen dotyczyta stosowania zasady indukcji matematycznej do
dowodzenia twierdzen o liczbach naturalnych: tozsamosci sum, wtasnosci ciggéw
oraz podzielnosci. Zwrécono uwage na poprawng strukture dowodu: baza indukciji,
zatozenie indukcyjne oraz krok indukcyjny. Umiejetnosci te stanowig fundament dla
dalszych zagadnien matematyki dyskretnej, w szczegdlnosci w analizie struktur
dyskretnych i dowodach wtasnosci algorytmow.

[1] Fatda B., Gruszecki L., Wstep do matematyki dyskretnej. Wydawnictwo KUL,
Lublin. 2010.

[2] Kordecki W., tyczkowska-Hancékowiak A., Matematyka dyskretna dla
informatykow. Helion, Gliwice. 2018.

[3] Jabtonski S., Wistep do matematyki dyskretnej. PWN, Warszawa, 1991.
[4] Murat M., Gorgol |., Matematyka dyskretna w zadaniach. PWN, Warszawa, 2024
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Materiaty do przedmiotu:

Matematyka dyskretna z elementami teorii
liczb

Cwiczenia nr 2
Relacje i ich wtasnosci

Autorzy:

dr hab. Adam Kiersztyn
mgr Krystyna Kiersztyn
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Wprowadzenie, tematyka zajeé

Relacja binarna
Niech A, B bedg zbiorami.

Relacjg binarng R z A do B nazywamy dowolny podzbidr iloczynu kartezjanskiego:

R € AXB.
Jezeli A = B, mOwimy o relacji na zhiorze A:
R S AXA.
Dla (a,b) € R zapisujemy:
aRb.

Wtasnosci relacji (klasyfikacja)
Niech R € A X A.
Relacja zwrotna [reflexive]
R jest zwrotna < V e (a,a) € R.
Relacja przeciwzrotna [irreflexive, antyzwrotna)
R jest przeciwzrotna < V,c,(a,a) € R.
Relacja symetryczna [symmetric]
R jest symetryczna < VY pe4((a,b) € R = (b,a) € R).
Relacja antysymetryczna [antisymmetric)
R jest antysymetryczna < V,peq((a,b) € RA(b,a) ER = a = b).
Uwaga: antysymetrycznosc¢ # asymetrycznosc.
Relacja stabo antysymetryczna
Najczesciej spotykana definicja (rGwnowazna antysymetrycznos$ci):
Vazr ~((a,b) € RA(b,a) €R).
Relacja asymetryczna (asymmetric)

R jest asymetryczna < V,,c4((a,b) ER = (b,a) € R).

Wtasnosc:
asymetryczna = przeciwzrotna.
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
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Relacja przechodnia [transitive]
R jest przechodnia < VY, c4((a,b) € RA(b,c) €R = (a,c) ER).
Relacja spdjna [total, connected)
R jest spbjna & VY, pea(a# b = (a,b) ERV (b,a) €R).
Relacja rownowaznosci
Relacja R € A X A jest relacjg rownowaznosci, gdy jest:
e zwrotna
e symetryczna
e przechodnia
Formalnie:
Vaea(a,a) €ER
va’beA((a, b) ER = (b,a) € R)
Vabcea ((a, b) ERA(b,c) ER = (a,c) € R)
Klasy abstrakcji (klasy rownowaznosci)
Dlaa € A:
[alg ={x€ Al (a,x)ER}
Wtasnosci:
aRb < [a]g = [b]r
Zbidr wszystkich klas:
A/R ={[a]r | a € A}.
Klasy tworzg rozbicie (partycje) zbioru A.
Relacje porzadku
Porzadek czesciowy (partial order)
Relacja R jest porzadkiem czesciowym, gdy jest:
e zwrotna
e antysymetryczna

e przechodnia
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Porzadek ostry (strict partial order)
Relacja R jest ostrym porzadkiem, gdy jest:
e przeciwzrotna
e przechodnia
Relacja R jest porzadkiem liniowym, gdy:
e jest porzadkiem czesciowym
e jestspodjna
Vapea(a # b = aRbV bRa)
Relacja R jest dobrym porzadkiem, gdy:
a) jest porzadkiem liniowym
b) kazdy niepusty podzbiér B € Ama element najmniejszy:
Vpca (B # @ = Jnep VpepMRD)
Porownanie kluczowych klas relacji

Typ relacji Zwrotna | Symetryczna | Antysymetryczna | Przechodnia
Rownowaznosé Tak Tak Nie Tak
Porzadek czesciowy Tak Nie Tak Tak
Porzadek liniowy Tak Nie Tak Tak
Porzadek ostry Nie Nie Tak Tak

Cel éwiczenia/laboratorium

Celem c¢wiczen jest zapoznanie studentow z pojeciem relacji binarnej oraz jej
podstawowymi wtasnosciami. Studenci uczg sie rozpoznawac i formalnie badacé
wtasnosci relacji, takie jak zwrotnosé¢, symetria, antysymetria, przechodnios¢ i
spojnosc.

Ponadto celem zajec jest:
e oOpanowanie pojecia relacji rdwnowaznosci i klas abstrakgcji,
e zrozumienie idei zbioru ilorazowego,
e analiza relacji porzadku: czesciowego, liniowego i ostrego,

e umiejetnos¢ wyznaczania elementdw minimalnych, maksymalnych,
najmniejszych i najwiekszych,

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Projekt wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU
SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) "POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00

27



-~
e w i

Lo
TECHNOLOQIEX]

e ksztatcenie umiejetnosci formalnego dowodzenia wfasnosci relacji przy
uzyciu definicji i kwantyfikatorow.

Instrukcja laboratoryjna/éwiczeniowa

Przyktad 2.1
Niech A = {1,2,3}. Niech R € A X A bedzie relacja:

R = {(1,1),(2:2),(33), (12), (21},

Zbadaj, czy R jest: zwrotna, przeciwzwrotna, symetryczna, asymeryczna,
przechodnia.

Rozwigzanie

Zwrotnosé:

R zwrotna & /\(a, a) ER

a€eA

Sprawdzamy: (1,1), (2,2),(3,3) € R. Zatem R jest zwrotna.

Przeciwzwrotnos$gé:

R przeciwzwrotna < /\(a, a) R

a€eA

Poniewaz (1,1) € R, to warunek jest fatszywy, wiec R nie jest przeciwzwrotna.

Symetrycznos$é:
R symetryczna < /\ (a,b) ER = (b,a) €ER.
a,beA

Sprawdzamy pary ,niediagonalne”: mamy (1,2) e R oraz (2,1) € R. Dla par
diagonalnych symetria zachodzi automatycznie (bo (a,a) przechodzi w siebie).
Zatem zachodzi wtasnosé

Va'bEA((a, b) ER = (b,a) € R)
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Antysymetrycznosé:

R antysymetryczna < /\ ((a,b)ERA(b,a) ER=>a=D).
a,beA

Niech a=1,b=2. Wtedy (1,2)eERA(21)€ER, ale 1=+#2. Zatem istnieje
kontrprzyktad. Relacja R nie jest antysymetryczna.

Przechodnios$é:
R przechodnia < Y, cea((@ b) € RA(b,c) ER = (a,c) ER).

Sprawdzmya =1,b = 2,c = 1. Mamy (1,2) € R oraz (2,1) € R. Wtedy przechodniosc¢
wymaga (1,1) € R, co zachodzi.

Analogicznie a=2,b=1,c =2 wymaga (2,2) €ER, co zachodzi. Innych par z
elementami 3 brak, poza (3,3). Zatem warunek przechodnios$ci jest spetniony, wiec
R jest przechodnia.

Przyktfad 2.2
Niech A = Z. Zdefiniujmy relacje R przez:

aRb & a = b(mod4).
Sprawdz, czy R jest relacjg rownowaznosci.

Rozwigzanie

Pokazemy: zwrotnos$¢, symetrig, przechodniosc.
Zwrotnos$é: dla dowolnegoa € Zmamya —a =0,a 4 | 0, wiec a = a(mod 4).

Symetrycznosé: zatézmy, ze aRb. Wtedy 4| (a—b). Stad 4| —(a—b) = (b — a),
wiec bRa.

Przechodnios$é: zat6zmy, ze aRb A bRc. Wtedy 4 | (a—Db)i4 | (b —¢).

Zatem4 | [(a—Db)+ (b —c)] = a—c, wigc aRc.
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Whniosek: R jest relacjg rownowaznosci.

Przyktad 2.3

Niech A = Zirelacja R dana wzorem:
aRb < 3| (a—b)
1) Udowodnij, ze R jest rownowaznoscia.
2) Wyznacz [0]g, [1]g, [2]k-
3) Wyznacz Z/R i jego moc.
Rozwigzanie
1) Ré6wnowaznosé
e Zwrotnosc: 3|(a—a) = 0 = aRa.
e Symetrycznosc¢:3 | (a—b) = 3| (b—a) = aRb = bRa.
e Przechodnio$¢:3 | (a—b)A3|(b—c)=3]|(a—0c).
2) Klasy abstrakciji
[0]r ={x€Z:31(x-0)}={x€Z:3|x}={.,—6-3036,..}
[1g ={x€Z:3|(x-1)}={...,—-5-2147,..}.
2g ={x€Z:3|1(x—-2)}={..,—4,-1,258,..}.
3) Zbidr ilorazowy i moc

Poniewaz kazda liczba catkowita ma dokfadnie jedng reszte z dzielenia przez 3,
mamy doktadnie trzy klasy:

Z/R = {[0]g, [1]&, [2]r}, | Z/R 1= 3.
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Przyktfad 2.4
Niech A = {1,2,3,6,12}. Definiujemy relacjeg:
aRb < a | b.
1) Udowodnij, ze R jest porzgdkiem czesciowym na A.
2) Wyznacz elementy minimalne, maksymalne, najmniejszy, najwigkszy.
3) Czy R jest porzgdkiem liniowym?
Rozwigzanie
1) Porzgdek czesciowy (=zwrotna + antysymetryczna + przechodnia)
e Zwrotnosé: V., a | a. Zatem V¢, (aRa).

e« Antysymetrycznosé: niech a,b € Aoraz al b Ab | a. Wtedy istniejg k,# € N
takie, ze b = ak oraz a = b?.

Podstawiajac: a = (ak)? = a(k?).
Poniewaz a # 0, dostajemy kf =1, wieck=¢f=1ia=b.
Ostatecznie:
Va’beA((aRb AbRa) = a = b).
e Przechodnios$é: jezelia|borazb|c,toalc.
Powyzsza wtasnos$c¢ zachodzi, zatem
Va,b‘ceA((aRb A bRc) = aRc).
Whniosek: R jest porzgdkiem czesciowym.
2) Elementy minimalne/maksymalne/najmniejszy/najwiekszy

o Element najmniejszy m spetnia: V,c4 (mRx), czylim | x dla wszystkich x. Tu
1 | x dla kazdego x, wiec element najmniejszy = 1.

o Element najwiekszy M spetnia: V,c4,(xRM), czyli x | M dla wszystkich x. Tu 12
jest podzielne przez wszystkie elementy A, wiec najwiekszy =12,

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Projekt wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU
SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) "POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00

31



-~
o k-t

Lo
TECHNOLOQIEX]

o Elementy minimalne: x jest minimalny, gdy nie istnieje y € A takie ze yRx oraz
y # x. Poniewaz 1 | x dla kazdego x # 1, to zaden x # 1 nie jest minimalny.
Zatem minimalne: {1}.

o Elementy maksymalne: x jest maksymalny, gdy nie istnieje y € A takie ze xRy
i y # x. Poniewaz dla 12 nie ma wigekszego wielokrotnego w 4, a dla 6 jest 12,
dla 3 jest 6,12, itd., jedynym maksymalnym jest {12}.

3) Czy jest to porzadek liniowy?

Porzadek liniowy wymaga porownywalnosci wszystkich elemetndw:
V.+p (@ARb V bRa)

Niech a = 2,b = 3. Nie zachodzi 2 | 3 ani 3 | 2. Zatem:
-(2R3) A ~(3R2),

wiec relacja nie jest liniowa.

Przyktfad 2.5
Niech A = Z x Z. Definiujemy relacje R:
(a,b)R(c,d) ®a<cV (a=cAb<d).
1) Wykaz, ze R jest porzgdkiem ostrym (przeciwzrotny i przechodni).

2) Wykaz, ze R jest liniowy ostry: dla kazdych réznych x,y € A, zachodzi xRy lub
YRx.

Rozwigzanie
1) Porzgdek ostry.
o« Przeciwzrotnosé:
Trzeba pokazag, ze:

V(a,b) €A —|((a, b)R(a, b)).

Zaktadamy przeciwnie, ze (a,b)R(a, b). Wtedy

a<aV (a=aAb<b).
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Pierwszy czton jest fatszywy, bo a < a nigdy nie zachodzi. Drugi wymaga b <
b, co tez jest fatszywe. Sprzecznos¢, wiec relacja jest przeciwzrotna.

e Przechodnios$é:
Pokazemy, ze

Vay.zea ((xRy A yRz) = xRz).

Niech x = (a,b),y = (c,d),z = (e, f). Zatdzmy, ze xRy A yRz.
ZxRymamy:a<club(a=cAb<d).
ZyRzmamy:c<elub(c=eAd<f).

Rozwazmy przypadki:

e Jezelia<corazc<e,toa< e, wiec xRz.

e Jezelia<corazc=eAd< f,tonadal a < e, wigc xRz.
e Jezelia=cAb<dorazc<e, toa<e,wiec xRz.

e Jezelia=cAb<dorazc=eAd<f,toa=eorazzb<d<f wynika
b < f.Zatem (a=eAb < f), wiec xRz.

We wszystkich przypadkach xRz, wiec R jest przechodnia. Zatem R jest ostrym
porzadkiem.

2) Liniowos$¢ ostra.
Nalezy wykazaé, ze spetniony musi by¢ warunek:
Vyzyea (XRy V yRX)
Niech x = (a,b) # (¢,d) = y. Wtedy albo a # c,alboa =coraz b # d.

e Jezeli a # ¢, to zachodzi a < c lub ¢ < a. W pierwszym przypadku xRy, w

drugim yRx.
e Jezelia=cib +#d, tozachodzib < dlubd < b. W pierwszym przypadku xRy,
w drugim yRx.
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Zatem dla kazdych, réznych x,y zachodzi xRy V yRx. Relacja jest porzadkiem
liniowym ostrym.

Cwiczenia samodzielne

Zadanie 2.1
Jakie wtasnosci majg ponizsze relacje
al R={<a,a><bb><ab>}
b) R={<a,a><bb><cc><dd><ab><b,a>}
c) R={<ab><ac><bc><cc><aa><bb>}
Zadanie 2.2
Zbadad jakie wtasnosci majg nastepujgce relacje:

RCZ?A /\ xRy © 3|x—y
X, YEZL

Rc N2A /\ xRy © 2|x+y
x,YEN

RCNZA/\ny@x;tOAxb/
x,YEN

RCZZA/\ny@(x=2 Ay =3)
X, VEL

Rc R?A /\ xRy & x? = y?
X, YER

Rc RZA /\ xRy & x3 =y3
x,YER

RcR?A /\ xRy & |x| + |y| =3
x,YER

Zadanie 2.3

Zbadag, czy relacja R jest relacjg rownowaznosci:
a) X =Par, xRy & 3|x—y
b) X=R, xRy o x—y=2
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c)] X=N, xRy o 3|x+y
d) X =7Z xRy & x? < y?
Zadanie 2.4
Niech A = Z. Definiujemy relacje R € 7Z X Z w nastepujgcy sposob:
aRb & a—bjestliczbg parzysta.
a)] Udowodnij, ze relacja R jest relacjg réwnowaznosci na zbiorze Z.
b) Wyznacz klasy abstrakcji: [0] oraz [1];.
c) Opisz 0g6lng postac klasy abstrakcji [a]; dla dowolnego a € Z.

d) Wyznacz zhidr ilorazowy Z/R i podaj jego moc.

Zadanie 2.5
Niech
A=7Zx1Z\{0,0)}.
Definiujemy relacje R € A X A nastepujgco:
(a,b) R (c,d) & ad = bc.
Udowaodnij, ze relacja R jest relacjg rownowaznosci na zbiorze A.
Wyznacz klaseg abstrakcji elementu (1,2), tzn. opisz zbior:
[(1,2)]g.
Wykaz, ze dla dowolnego (a, b) € A zachodzi:
[(a,b)]g = {(ka,kb) | k € Z\ {0}}.

Zadanie 2.6
Niech A = {1,2,3,4}. Rozwaz relacjge R € A X A dang przez:
aRb & a<bh.
a) Okresl, czy R jest porzgdkiem czesciowym.
b) Czy relacja R jest porzadkiem liniowym? Odpowiedz uzasadnij.

c) Wyznacz element najmniejszy i najwiekszy w zbhiorze A wzgledem R.
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Zadanie 2.7

Niech A = Z. Definiujemy relacje Rnastepujgco:
aRb e |al<|bl.

Czy relacja R jest porzadkiem czesciowym? Uzasadnij.

Czy istniejg w (Z, R) elementy minimalne lub najmniejsze?

Zadanie 2.8
Niech A = {1,2,3,4,6,12}. Rozwaz relacje podzielnosci:
aRb < alb.

Udowodnij, ze relacja R jest porzgdkiem czesciowym na A.
Wyznacz wszystkie elementy:

e minimalne,

e maksymalne,

e najmniejsze,

e najwieksze

Odpowiedz, czy (4, R) jest porzadkiem liniowym.

Zadanie 2.9
Niech A = R?. Definiujemy relacje R nastepujaco:
(X1, Y1) R (x2,¥2) & %1 <XV (X1 = X2 Ay < Y2).
Wykaz, ze relacja R jest porzgdkiem ostrym.
Pokaz, ze dla dowolnych dwdch réznych elementéw u, v € A zachodzi:
uRv V vRu.

Wyjasnij, dlaczego relacja ta jest porzgdkiem liniowym ostrym.

Zadanie 2.10
Niech A = P(N) \ {@}. Definiujemy relacje:

AR B < min 4 < min B.
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e Czy relacja R jest porzgdkiem czesciowym? Uzasadnij.
e Czy kazda niepusta rodzina zbioréw w A ma element minimalny wzgledem R?

e Pordwnajrelacje R z inkluzjg €. Czy ktoras z nich jest ,silniejsza"?

Pytania pomocnicze

1) Jakie warunki musi spetniac¢ relacja, aby by+ta relacjg rownowaznosci?

2] Na czym polega réznica miedzy relacjg antysymetryczng a asymetryczna?
3) Czym rézni sie porzgdek cze$ciowy od porzgdku liniowego?

4) Czy kazda relacja przechodnia jest relacjg porzadku? Uzasadnij odpowiedz.

5) Jak interpretowac¢ klasy abstrakcji relacji rownowazno$ci w sensie podziatu
zbioru?

6] Czy relacja podzielnosci na zbiorze liczb naturalnych jest porzadkiem liniowym?
Dlaczego?

7) Jakie znaczenie ma istnienie elementu najmniejszego w relacji porzadku?

Podsumowanie

W trakcie éwiczenn omdwiono pojecie relacji binarnej oraz przeanalizowano jej
kluczowe wtasnosci. Przedstawiono relacje rownowaznosci i porzadku jako dwa
fundamentalne typy relacji wystepujgce w matematyce dyskretne;.

Studenci nauczyli sie:
e formalnie badac¢ wtasnosci relacji,
e konstruowac klasy abstrakcji i zbiory ilorazowe,
e rozrdézniac¢ rdzne typy porzadkow,
e stosowac aparat pojeciowy relacji w zadaniach problemowych.

Zdobyta wiedza stanowi podstawe do dalszych zagadnien z zakresu teorii zbiordw,
algebry abstrakcyjnej, teorii graféw oraz informatyki teoretyczne,.
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Wprowadzenie, tematyka zajeé

Relacja i funkcja
Niech A i B beda niepustymi zbiorami. Relacje
RS AXB
nazywamy funkcjg ,z A w B”, jezeli spetnione sg jednoczesnie nastepujgce warunki:
e Istnienie wartosci funkcji
Dla kazdego elementu x € A istnieje element y € B taki, ze (x,y) € R.
e Jednoznacznos$¢ wartosci funkcji
Dla kazdego x € A oraz dla kazdych y,,y, € B, jezeli (x,y;) €ER oraz
(x,y2) ER, t0y; = y,.
Jezeli relacja R spefnia powyzsze warunki, to zapisujemy:
f:A->B
oraz zamiast (x,y) € R piszemy f(x) = y.
Zbior A nazywamy dziedzing funkcji, a zbiér B przeciwdziedzing funkciji.
Obraz elementu i zbioru
Obraz elementu

Niech f:A — B bedzie funkcja. Dla elementu x € A element f(x) € B nazywamy
obrazem elementu x przez funkcje f.

Obraz zbioru
Niech X € A. Obrazem zbioru X przez funkcje f nazywamy zhior:
f(X) ={y € B:istnieje x € X takie, ze y = f(x) }.

Innymi sfowy, element y nalezy do zhioru f(X) wtedy i tylko wtedy, gdy jest wartoscia
funkcji dla pewnego argumentu x nalezgcego do X.

Przeciwobraz zhioru
Niech Y € B. Przeciwobrazem zbioru Y przez funkcje f nazywamy zbior:
) ={x€eAd f(x)eYr}l

Przeciwobraz jest zawsze podzbiorem dziedziny funkciji.
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Zapis f~1(Y) nie oznacza funkcji odwrotnej, lecz zbhiér argumentdw, ktérych obrazy
nalezg do zbioru Y.

Iniekcja (funkcja ré6znowarto$ciowa)
Funkcje f: A = B nazywamy iniekcjg, jezeli spefniony jest nastepujgcy warunek:
dla kazdych x4, x, € A4, jezeli f(x;) = f(x3), 10 x; = x5,
lub rGwnowaznie
Vi, xpea [ (x1) = f(x) = x1 = x;
Oznacza to, ze rézne elementy dziedziny majg rézne obrazy.
Suriekcja (funkcja ,,na")

Funkcje f: A - B nazywamy suriekcjqg (surjekcja), jezeli spetniony jest nastepujacy
warunek:

dla kazdego elementu y € B istnieje element x € A taki, ze f(x) =y,
lub réwnowaznie
vyeB Jxea f(x) =y

Innymi stowy, kazdy element przeciwdziedziny jest obrazem pewnego elementu
dziedziny.

Warunek ten mozna rdwnowaznie zapisa¢ w postaci:
f(A) =B.
Bijekcja
Funkcje f: A — B nazywamy bijekcja, jezeli jest jednoczesnie iniekcjg i surjekcja.
Oznacza to, ze:
dla kazdego y € B istnieje dokfadnie jeden element x € A, takize f(x) =y

lub rGwnowaznie

Vyep Ilxea f) =y

Bijekcja wyznacza wzajemnie jednoznaczne przyporzgdkowanie pomiedzy zbiorami
AiB.

Funkcja odwrotna

Jezeli funkcja f: A = B jest bijekcja, to istnieje funkcja

f~l:B - A4,
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taka ze:

o dlakazdego x € A zachodzi f~1(f(x)) = x,

o dlakazdego y € B zachodzi f(f~*(y)) = y.
Funkcja odwrotna istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja jest bijekcja.
Sktadanie funkgcji
Niech f: A — B oraz g: B — C beda funkcjami.
Ztozeniem funkcji f i g nazywamy funkcje

gef:A-C
okreslong w nastepujgcy sposob:
dla kazdego x € A zachodzi (g ° f)(x) = g(f(x)).

Sktadanie funkcji jest mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy zbidr wartosci funkcji f
zawiera sie w dziedzinie funkcji g.

Wrasnosci skfadania funkcji
e tgcznosc
JezeliftA—-B,g:B - Coraz h:C - D, to dla kazdego x € A:
ho(gef)x)=(hog)ef(x).
e Brak przemiennosci
W ogodlnosci nie zachodzi rownosé:

gef=feg

Cel éwiczenia/laboratorium

Celem c¢wiczen jest utrwalenie podstawowych poje¢ zwigzanych z relacjami i
funkcjami oraz ich wtasnosciami. W szczegdlnosci student powinien:

e zrozumie¢ formalna definicje funkcji jako szczegdlnego przypadku relacji,
e umieé badac, czy dana relacja jest funkcjg,

e rozrdzniaé oraz sprawdzaé wtasnosci funkcji: réznowarto$ciowosé (iniekcje),
»Na" (surjekcje) oraz bijekcje,

e wyznaczac obrazy i przeciwobrazy zbioréw wzgledem zadanej funkcji,
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e postugiwac sie pojeciem funkcji odwrotnej i okresla¢ warunki jej istnienia,
e poprawnie stosowac skfadanie funkcji i znac jego podstawowe wtasnosci,

e analizowac funkcje z punktu widzenia wzrostu asymptotycznego oraz notac;ji
0,

e stosowaé indukcje matematyczng do dowodzenia wtfasnosci funkcji i
rekurencji.

Instrukcja laboratoryjna/éwiczeniowa

Przyktad 3.1
Niech R € Z X Z bedzie relacjg dang warunkiem
(x,y) ER & y? =x.
Sprawdzi¢, czy relacja R jest funkcjg z Z w Z.
Rozwigzanie
Relacja R jest funkcjg wtedy i tylko wtedy, gdy spetfnione sg dwa warunki:
a) Dla kazdego x € Z istnieje takie y € Z, ze (x,y) € R.

b) Dla kazdego x € Z oraz dla kazdych y,,y, €Z, jezeli (x,y,) €ER oraz
(x,¥2) ER, t0y; = y,.
Rozwazmy punkt x = —1. Nie istnieje taka liczba catkowita y, ze y% = —1.

Oznaczato, ze nieprawda jest, iz dla kazdego x € Z istnieje y € Z spefniajace (x,y) €
R.

Zatem warunek istnienia nie jest spetniony.

Whniosek: Relacja R nie jest funkcjg z Z w Z.

Przyktad 3.2

Niech f: R — R bedzie dana wzorem
f(x)=3x-—5.

Sprawdzic¢, czy funkcja f jest r6znowartosciowa.

Rozwigzanie

Funkcja f jest r6znowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy:
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dla dowolnych x4, x, € Rjezeli f(x;) = f(x3), t0 x; = x,.
Niech x;,x, € Riniech

f(x1) = f(x2).

Wdwczas:
3x; —5=3x, -5,
co implikuje:
3x1 = 3x,,
a stad:
X1 = Xy.
Whniosek:

Funkcja f jest r6znowartoSciowa.
Przyktfad 3.3
Niech f: R — R bedzie dana wzorem
f(x) = x>
Sprawdzi¢, czy funkcja f jest ,na”.
Rozwigzanie
Funkcja f jest surjekcjg wtedy i tylko wtedy, gdy:
dla kazdej liczby rzeczywistefy istnigje taka liczba rzeczywistax, ze f(x) = y.
Zauwazmy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nierownosg:
x% > 0.
Zatem dla zadnej liczby ujemnej y nie istnieje x € R takie, ze x? = y.
W szczegolnosci dla y = —1 nie istnieje x € R spefniajace f(x) = y.
Whniosek:
Funkcja f nie jest surjekcjg na R.
Przyktad 3.4
Niech f: R — R, f(x) = x2. Wyznaczy¢ obraz zbioru [—2,1].
Rozwigzanie

Z definicji obrazu zbioru:
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f([—2,1]) = {y € R: istnieje x € [-2,1] takie, ze y = f(x) }.

Dla x € [—2,1] funkcja f(x) = x? przyjmuje wartosci:

e minimalng rowna 0 (dla x = 0],

e maksymalng réwng 4 (dla x = —2).
Ponadto dla kazdej wartos$ci z przedziatu [0,4] istnieje x € [—2,1] takie, ze x? = y.
Whniosek:

f(=21]D = [0,4].
Przyktfad 3.5
Niech f:R — R, f(x) = x? — 1. Wyznaczy¢ przeciwobraz zbioru (—, 0].
Rozwigzanie
Z definicji przeciwobrazu:
f7H((=o,0]) = {x € R: f(x) < 0}.

Rozwigzujemy nieréwnosc:

x?—-1<0.
Jest ona rownowazna:
x? <1,
czyli:
-1<x<1.
Whniosek:

f_l((—OO, O]) = [_1;1]
Przyktad 3.6
Niech

n

T(n) = Z(Zk +1).

k=1
Wyznaczy¢ postac jawng oraz rzad wzrostu funkcji T'(n).
Rozwigzanie

Rozktadamy sume na czynniki:
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n n
T(n) = ZZk +Z 1.
k=1 k=1

Dla kazdego n € N zachodzi:

n n
22k=n(n+1), Zl=n.
k=1 k=1

T(n)=n(n+1)+n=n?+2n.

Zatem:

Poniewaz dla kazdego n > 1 zachodzi:
n? < n? 4+ 2n < 3n?,
istniejg dodatnie state ¢y, ¢, oraz liczba n,, takie ze:
c;n? < T(n) < c,n? dla kazdego n = n,,.
Whniosek:
T(n) € 0(n?).

Cwiczenia samodzielne

Zadanie 3.1

Zbadaé, czy relacjia R c Rx R okreslona wzorem <x,y>€R & x? =y? jest
funkcja.

Zadanie 3.2

Zbadag, czy relacja R c¢ Rt X R* okreslona wzorem <x,y >€ R & x? = y? jest
funkcja.

Zadanie 3.3

Zbadaé, czy relacja R c N x N okreélona wzorem <x,y >€R & x? =y? jest
funkcja.

Zadanie 3.4

Dla danego przeksztatcenia f:R — R zbada¢, czy f jest odwzorowaniem
réznowartosciowym, czy jest ,na”. Jezeli nie jest ,na” wyznaczy¢ Wf (zbidr
wartosci). Jezeli nie jest r6znowartosciowe, wskazac x,, x, € R takie, ze x; # x, ale

f(x1) = f(x2).
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a) f(x)=x?
b) f(x)=3"
c) flx)=x°
d) f(x) = Ent(x)
6) f(x) = {57"‘ #1
0,x=1
flfl) ==
Zadanie 3.4

Niech f: R — R bedzie okreslone wzorem f(x) = x? — 3x + 2.
a) Znalezé obraz zbioru < 0,1 >
b) Znalez¢ obraz zbioru < —2,—1 >
c)] Znalez¢ obraz zbioru {1,2}
d) Znalez¢ przeciwobraz zhioru (—oo, —6 >
e) Znalez¢ przeciwobraz zbioru (—3,0 >
f) Znalez¢ przeciwobraz zbioru {—4, —3}
Zadanie 3.5
Niech f: R — R bedzie okreslone wzorem f(x) = x% + 3x — 2.
a) Znalezé obraz zbioru < 0,1 >
b) Znalez¢ obraz zbioru < —2,—-1 >
c) Znalez¢ obraz zbioru {1,2}
d) Znalez¢ przeciwobraz zbioru (—oo, —6 >
e) Znalez¢ przeciwobraz zbioru (—3,0 >
f) Znalez¢ przeciwobraz zbioru {—4, —3}
Zadanie 3.6
Niech ¢: N? - N bedzie okres$lone wzorem @(< n,k >) =n+k + 1.
a) Czy odwzorowanie ¢ jest ,na"?

b] Czy odwzorowanie ¢ jest réznowartosciowe?
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c) Znalez¢ obraz zbioru N x {2}

d) Znalezé przeciwobraz zbioru {3}

e] Znalez¢ przeciwobraz zbioru Parzyste
Zadanie 3.7

Niech dana bedzie funkcja

n

T(n) = 2(3 k? +5).

k=1
Wyznacz doktadng postac T (n).

Ustal klaseg wzrostu funkcji T(n) w sensie notacji O(+)
Zadanie 3.8

Dana jest funkcja:

n

T = ) VK|

k=1
Wykaz, ze

T(n) < n/n.

oraz
1
T(n) > Enx/ﬁ dlan > 1.

Na podstawie powyzszych oszacowan wyznacz klase 0(-) funkcji T (n).

Zadanie 3.9
n
i
T = ) )+
j=1
i=1

Rozwaz funkcje:
Rozbij sume na dwie sktadowe i uprosc jg algebraicznie.

Wyznacz dokfadny rzad wzrostu T (n).
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Zadanie 3.10
Dana jest rekurencja:
T(1) =1,
n
T(n) = T(lEJ) +ndlan > 2.

Udowodnij indukcyjnie, ze
T(n) < 2ndla kazdegon > 1.
Wykaz, ze istnieje stata ¢ > 0 taka, ze
T(n) = cn dla nieskonczenie wielu n.
Okresl rzad zfozonosci O(.) funkcji T (n).
Zadanie 3.11

Dane s3a funkcje:

f(n) = nlog n,

n
g = ) log k
k=1

h(n) = log (n!)
Pokaz, ze g(n) = h(n).
Uzasadnij, ze f(n) i h(n) naleza do tej samej klasy wzrostu asymptotycznego.
Zadanie 3.12
Niech dane beda funkcje:
fIR>R f(x)=x+1,

1
g R-R,g(x) ==

a) Wyznaczy¢ dziedzing funkcji g o f.
b] Wyznaczy¢ wzor funkcji g o f.
c) Wyznaczy¢ dziedzing funkcji f o g.
d) Wyznaczyé wzér funkcji f o g.

e) Sprawdzié, czy funkcje g o f oraz f o g sg réwne.
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Pytania pomocnicze

1) Jakie warunki musi spetniac relacja, aby byta funkcjg?
2) Czym rézni sie obraz zbioru od przeciwobrazu zbioru?
3) Czy kazda funkcja réznowarto$ciowa ma funkcje odwrotnag? Uzasadnij.
4) Podaj przyktad funkeji, ktéra jest:
e roznowartosciowa, ale nie jest ,na”,
e ,na”, ale nie jest roznowartosSciowa.
5) Kiedy ztozenie dwdch funkcji jest poprawnie okreslone?
6) Dlaczego sktadanie funkcji nie jest w ogdlnosci przemienne?
7) Na czym polega badanie rzedu wzrostu funkgji i jakie ma znaczenie w analizie

algorytmow?

Podsumowanie

W trakcie ¢wiczen omoéwiono pojecie relacji i funkcji oraz ich kluczowe wtasnosci.
Studenci przeanalizowali przyktady funkcji roznowartosciowych, ,na” oraz bijekciji, a
takze nauczyli sie wyznaczac obrazy i przeciwobrazy zbioréw. Szczegdlng uwage
poswiecono funkcji odwrotnej oraz skfadaniu funkcji i jego wfasnosciom.

W dalszej czesci zaje¢ wprowadzono pojecia zwigzane z analizg wzrostu funkcji oraz
notacjg O, ktére stanowig podstawe do oceny ztozonosci obliczeniowej algorytmow.
Laboratorium przygotowuje do dalszych zagadnien matematyki dyskretnej, w
szczegolnosci do analizy algorytmoéw i struktur danych.

Literatura
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Materiaty do przedmiotu:

Matematyka dyskretna z elementami teorii
liczb

Cwiczenia nr 4

Implementacja tabel prawdy i przeksztafcanie
wyrazen logicznych. Weryfikacja tautologii i
kontrtautologii. Analiza tabel decyzyjnychiich
zastosowanie

Autorzy:

dr hab. Adam Kiersztyn
mgr Krystyna Kiersztyn
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Wprowadzenie, tematyka zajeé

Zdania logiczne i wartosci logiczne

Zdaniem logicznym nazywamy wypowiedz, ktérej mozna jednoznacznie przypisac
wartosc¢ logiczna:

e 1 (Prawda) lub
e 0 (Fatsz).
Zdaniami logicznymi nie sg pytania, rozkazy ani wypowiedzi wieloznaczne.
Przyktady:
.2+ 2 = 4" — zdanie logiczne (1),
.x > 3" — nie jest zdaniem logicznym (zawiera zmienng wolng).
Spojniki logiczne i ich semantyka

Niech p, q, v beda zdaniami logicznymi. Definiujemy podstawowe spojniki:

Symbol ‘ NEVATE | Znaczenie
—p lub ~p | negacja Lnie p”
PAQq koniunkcja Diq”
pVq alternatywa «p lub q”
p=q implikacja .Jjezelip,toq”
peSq rownowaznosc¢ | ,p wtedy i tylko wtedy, gdy g”

Tabele prawdy

Tabela prawdy to formalny sposob opisu wartosci logicznej wyrazenia zftozonego dla
wszystkich mozliwych wartosci logicznych jego zmiennych.

Dla n zmiennych tabela zawiera 2™ wierszy.

Przyktad (koniunkcja):

Plqa|pPAq
1|1 1
110 O
0|1 0
0(0| O

Tabele prawdy stanowig podstawowe narzedzie do:
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e sprawdzania poprawnosci przeksztatcen,
o weryfikacji tautologii i sprzecznosci,

e porownywania wyrazen logicznych.

Tautologie, kontrtautologie i spetnialnosé

Tautologia — formu+ta logiczna, ktdra przyjmuje wartosc 1 dla kazdego podstawienia
zmiennych.

Kontrtautologia (sprzecznos$¢) — formuta zawsze fatszywa.

Formuta spetnialna - istnieje co najmniej jedno podstawienie, dla ktérego ma
wartoscé 1.

Przyktady
a) pV ~p - tautologia,
b) » A ~p — kontrtautologia,

c) p Aq - formuta spetnialna, ale nie tautologia.

Rownowaznos¢ logiczna

Formuty ¢ iy sg rownowazne logicznie, co zapisujemy:
=Y

jezeli majg identyczne kolumny wartosci w tabelach prawdy.

Rownowaznosé logiczna oznacza, ze formuty sg nierozréznialne semantycznie,
nawet jesli r6znig sie zapisem.

Podstawowe prawa algebry logicznej
e ~(~p)=p
* PAP=D
e pVp=EPp
e pA~p=0
e pV~p=1
* pV(PAQ) =D
e pA(PVQ =P
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Prawa de Morgana
Prawa de Morgana opisujg zachowanie negacji wzgledem koniunkcji i alternatywy:
~Ag) =(~pV~q)
~(pVvaqg) =(~pA~q)
Sg one kluczowe w:
e przeksztatcaniu wyrazen logicznych,
e upraszczaniu formut,
e budowie postaci normalnych,

e analizie tabel decyzyjnych.

(Ao

i=1

i=1 i=1

Uogdlnienie:

Tabela decyzyjna to strukturalne przedstawienie:

e warunkéw logicznych (zmienne wejsSciowe),

e mozliwych kombinacji ich wartosci,

e decyzji lub dziatan wynikajacych z tych kombinac;ji.

Formalnie tabela decyzyjna odpowiada:

e tabeli prawdy formu+ty decyzyjnej,

e |ub systemowi regut typu ,jezeli-to”.
Zastosowania tabel decyzyjnych:

e specyfikacja algorytmow,

e analiza przypadkow brzegowych,

e weryfikacja kompletnosci i niesprzecznosci reguf,

e projektowanie systemow decyzyjnych i ekspertowych.
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Cel éwiczenia/laboratorium

Celem c¢wiczen jest zapoznanie studentdw z podstawami rachunku zdan oraz
praktycznym wykorzystaniem narzedzi logiki matematycznej, w szczegdlnosci:

e pojeciem zdania logicznego i jego wartosci logicznej,

e konstrukcjg i analizg tabel prawdy,

e rozpoznawaniem tautologii, kontrtautologii oraz formu#t spetnialnych,

e badaniem rdwnowaznosci logicznej wyrazen,

e stosowaniem podstawowych praw algebry Boole’a, w tym praw de Morgana,
e przeksztatcaniem formu4 logicznych do rdwnowaznych postaci,

e analizg i budowg tabel decyzyjnych oraz wyprowadzaniem reguf
decyzyjnych.

Cwiczenie ma na celu rozwiniecie umiejetnosci formalnego rozumowania oraz
przygotowanie do analizy logicznej algorytmow i systemow decyzyjnych.

Instrukcja laboratoryjna/éwiczeniowa

Przyktad 4.1

Sprawdz, czy formu+a jest tautologia:
»=q) vV(qg=np.

Rozwigzanie:

Budujemy tabele prawdy:

P q|p=9|9=P |1
T|T T T T
T|F F T T
FIT T F T
F|F T T T

Wniosek: formu#ta jest tautologig (ostatnia kolumna zawsze ,T").
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Przyktfad 4.2

A
e

L

Sprawdz, czy jest ponizsze zdanie jest tautologia:

(pAlp=>9)=>q.

Rozwigzanie:

Tabela prawdy:

POLITECHNIKA
LUBELSKA

pla|p=q|pA@=>q | (PAD@=>q9)=>q
T|T| T T T
T|F| F F T
FIT| T F T
FIF| T F T

Whniosek: zdanie jest tautologiq.

Przyktfad 4.3

Sprawdz, czy zdanie jest tautologia:

@vae) > @Ag.

Rozwigzanie:

Tabela:

Whiosek:

e zdanie nie jest tautologig (np. p =T, q = F daje F),

plq|pVq|pAq|(pVq)=>({pPAq)
TIT| T T T
TIF| T F F
FIT| T F F
FIF| F F T

e niejesttez sprzeczna (czasem jest T),

e wiec jest spetnialna, ale nie zawsze prawdziwa.
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Przyktfad 4.4
Sprawdz, czy formud+a jest sprzeczna:
D A~Dp.

Rozwigzanie:
Tabela:

P|~P|PA~D

T| F F

FI T

Wniosek: p A ~p jest sprzeczna (czyli kontrtautologia).
Przyktad 4.5
Rozwaz:

PV A(~pV~Q.
Czy zdanie jest tautologig, kontrtautologig, czy jest spetnialne?
Rozwigzanie:

To jest klasyczny ,XOR" (dokfadnie jedno prawdziwe). Sprawdzmy tabela:

Plq|pVq|~p|~q|~pV~q|(@VDA(~DPV~q)
TIT| T | F|F F F
TIF| T |F|T T T
FIT| T | T|F T T
FIF| F [T | T T F

Whniosek: formu+ta jest spetnialna, ale nie tautologig i nie jest sprzeczna.
Przyktfad 4.6
Przeksztat¢ wyrazenie stosujgc prawa de Morgana:
~(pVv(gAn).
Rozwigzanie:

Krok 1 (de Morgan]:
~(pv(gAT)) = (~p) A~(qAT).
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Krok 2 (de Morgan drugi raz):
~(@Ar) =(~q)V (~1).
Zatem:
~eVv@ATr)=(Ep) A~V (~7))
Kontrola tabela (8 wierszy):

pla|r|anr|pv @A) |~@V @A) |~ | ~qV~T | -P)A (- V (~1)
TIT[T| T T F F F F
TIT|F| F T F F T F
TIF|T| F T F F T F
T|F|F| F T F F T F
FIT|T| T T F T F F
FIT|F| F F T T T T
FIF|T| F F T T T T
FIF|F| F F T T T T

Kolumny ~(pv(gAr)) oraz (~p)A((~q)Vv(~r)) sa identyczne, wigc
przeksztatcenie jest poprawne.

Przyktad 4.7

Rozwazmy tabele decyzyjng zawierajgcg nastepujgce zmienne logiczne:
e p - zalogowany,
e g -admin,
e 1 — zasob dostepny,

e decyzja D — dostep przyznany.

p q T D

T T T T

T|F|T|T

T|F|F|F

F|T|T|F

F|F|T|F
E Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
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Krok 1. Zapis w DNF (suma iloczyndéw) z wierszy gdzie D = T:
e wierszlipAgqAT
o wiersz2:pA~qAr
Zatem:
D=(@AgATr) V (pA~qAT).
Krok 2. Powyzszg wtasnos¢ mozna uproscic
D=pArA(QV~q)=pAr.

Whniosek: dostep jest przyznany wtedy i tylko wtedy, gdy zalogowany i zasdb
dostepny.

Przyktad 4.8
Dana jest formufa:
p=@VaA(~qVr).
Sprawdz, czy jest tautologia.
Rozwigzanie:

Tabela prawdy (8 wierszy)

pla|r|pVa|~q|~qVr|e
TIT|IT| T | F| T |T
TIT|/F| T |F| F |F
TIFIT| T [T T |T
TIFIF| T | T| T [T
FIT|T) T |F| T |T
FITIF| T |F| F |F
FIFIT| F | T| T |F
FIFIF| F | T| T |F

Wniosek: formu+ta jest spefnialna, ale nie jest tautologig i nie jest sprzeczna.
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Réwnowazna tabela decyzyjna (dla decyzji D: = ¢)

MMM A
i I e T T O e o e R R IR B I IS
Mm|A M |A || |||
MMM |A|A |4 |T|H|T

Z tabeli mozna zauwazyg, ze:

e gdy q=T, to D zalezy od r i trzeba mie¢ p Vv q (czyli i tak prawda), wiec
q=T>D=r,

e Qgdyq = F,to~q =T wiec drugi nawias zawsze prawdziwy, a zostaje D = p.
Spostrzezenia te mozna zapisac jako reguty:

e Jezeliq=F,toD =T wtedy i tylko wtedy, gdyp =T.

e Jezelig=T,toD =T wtedy i tylko wtedy, gdy r =T.

Cwiczenia samodzielne

Zadanie 4.1
Wykaz, ze nastepujgce wyrazenia sg tautologiami:
a] p=p,
b) p=(q=p),
c) p=>@=>pArq,
d [p=@=>n]=[p=>9=>@=>r)]

e)] pv~p,
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Projekt wspétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU
SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) "POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00

62



-~
e w i

2
TECHNOLOQIE
9I1EX,

fl p=@Vvae,
9] pAgq=>r)e[p=>(@=r)]
h) [pv@vnle [(evaeVvr]
] [p=>a)Ap]l=q.

Zadanie 4.2

Sprawdzié, czy nastepujgce wyrazenia sg tautologiami:
a] [(pve)A~p=gq,
b) @=q) =[(pAr)=qg,
c) =@ =[p=>@vn]
d) pv[(~pAgV(~pA~q)]
e) p=[(~qrq) =r]

Zadanie 4.3

Czy prawdziwe jest zdanie:

~Jezell liczba naturalna a jest liczba pierwszg, to o ile a jest liczbg z{foZong, to a
rowna sie 4.”

Zadanie 4.4
Czy prawdziwe jest nastepujgce zdanie:

LJezeli figura A jest czworokgtem i A ma wszystkie katy rowne, to z faktu, iz A jest
czworokgtem, wynika iz A ma boki rowne.”

Zadanie 4.5

Rozwaz wyrazenie:

(PA~pP)Vq
Czy wyrazenie jest:
a) sprzeczne,
b) tautologia,
c) czy tylko spetnialne.
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Zadanie 4.6
Przeksztat¢ wyrazenie
~pvgVr
do postaci bez negacji ztozonych stosujac prawa de Morgana.

Zadanie 4.7
Dany jest system decyzyjny opisany zmiennymi logicznymi:
e p — uzytkownik jest zalogowany
e g — uzytkownik ma uprawnienia administratora
e 1 —zasob jest dostepny
e Decyzja D — dostep przyznany

Tabela decyzyjna:

M|

e e s i M WA
| |m|d||=
MMM (4|

Zapisz decyzje D jako formute logiczna.
Uprosc otrzymang formute.
Zadanie 4.8
Dana jest formufta:
p=@VqaA(~qVr)
Zbuduj tabele prawdy dla ¢.
Na jej podstawie skonstruuj rownowazng tabele decyzyjna.
Wskaz minimalny zbidr regut decyzyjnych opisujgcych dziatanie formudty.

Ocen, czy ¢ jest tautologig, sprzecznosciag czy formuta spetnialna.
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Pytania pomocnicze
1) Co odrdznia zdanie logiczne od wypowiedzi, ktérej nie mozna przypisac
wartosci logicznej?

2) lle wierszy zawiera tabela prawdy dla formuty z trzema zmiennymi
logicznymi?

3) Jaka jest r6znica miedzy tautologig a formu+tg spetnialng?

4) Kiedy dwie formuty logiczne sg rownowazne?

5) Jakie znaczenie majg prawa de Morgana w upraszczaniu wyrazen logicznych?
6] W jaki sposob tabela decyzyjna odpowiada tabeli prawdy formuty logicznej?

7) Dlaczego uproszczenie formuty decyzyjnej jest istotne w projektowaniu
systemoéw decyzyjnych?

Podsumowanie

W trakcie ¢wiczen omowiono podstawowe pojecia rachunku zdan oraz narzedzia
umozliwiajace formalng analize wyrazen logicznych. Studenci nauczyli sie
konstruowac i interpretowac tabele prawdy, rozpoznawac tautologie, sprzecznosci i
formuty spefnialne, a takze badac¢ rownowaznos¢ logiczng formud.

Szczegdlng uwage poswiecono prawom de Morgana oraz ich zastosowaniu w
przeksztatceniach logicznych. Przedstawiono rowniez idee tabel decyzyjnych jako
praktycznego narzedzia opisu regut decyzyjnych, wykorzystywanego m.in. w
analizie algorytmodw i systemach ekspertowych.

Zdobyte umiejetnosci stanowig podstawe do dalszego studiowania logiki
matematycznej, teorii algorytmoéw oraz projektowania systemow informatycznych.
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Materiaty do przedmiotu:

Matematyka dyskretna z elementami teorii
liczb

Cwiczenia nr 5

Algorytmy generowania permutacji, kombinacji
I wariacji. Implementacja i wizualizacja
diagramow drzewkowych

Autorzy:

dr hab. Adam Kiersztyn
mgr Krystyna Kiersztyn
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Wprowadzenie, tematyka zajeé

Permutacje

Niech A bedzie zbiorem n-elementowym. Permutacjg zbioru A nazywamy kazde
uporzadkowanie wszystkich elementdw zbioru A, w ktérym kazdy element wystepuje
dokfadnie raz.

Liczba wszystkich permutacji n-elementowego zbioru dana jest wzorem
P(n) = nl.

Na pierwszym miejscu mozna wybrac¢ dowolny z n elementdw, na drugim dowolny z
pozostatych n—1, itd.,, az do ostatniego miejsca, na ktéorym pozostaje jeden
element. Z zasady mnozenia otrzymujemy

n-(n—-1)-n-2)---1=nl!
Wariacje bez powtorzen

Niech A bedzie zbiorem n-elementowym, a k <n. Wariacjg k-elementowg bez
powtdrzen zbioru A nazywamy uporzadkowany cigg k roznych elementéw zbioru A.

Liczba wariacji k-elementowych bez powtdrzen dana jest wzorem
|
Vink) = P(n k) = ———.
(0 k) = P k) = -
Wariacje z powtorzeniami

Niech A bedzie zbiorem n-elementowym. Wariacjg k-elementowa z powtdrzeniami
zbioru A nazywamy uporzgdkowany cigg dtugosci k, w ktérym kazdy element
pochodzi ze zhioru A i moze sie powtarzad.

Liczba takich wariacji dana jest wzorem
V'(n k) = nk.
Kombinacje bez powtorzen

Niech A bedzie zbiorem n-elementowym, a k < n. Kombinacjg k-elementowg zbioru
A nazywamy k-elementowy podzbior zbioru A, w ktérym kolejnosc¢ elementdw nie ma
znaczenia.

Liczba kombinacji k-elementowych dana jest wzorem

n n!
(k) G
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Kombinacje z powtérzeniami

Niech A bedzie zbiorem n-elementowym. Kombinacja k-elementowg z
powtdrzeniami nazywamy wybor kelementéw ze zbioru A, przy czym kolejnos$c¢ nie
ma znaczenia, a elementy mogg sie powtarzac.

Liczba takich kombinacji dana jest wzorem

[

Cel éwiczenia/laboratorium

Celem c¢wiczen jest zapoznanie studentow 2z podstawowymi pojeciami
kombinatoryki oraz rozwinigcie umiejetnosci ich praktycznego zastosowania, w
szczegolnosci:

e pojeciem permutacji, wariacji i kombinacji (z powtdrzeniami oraz bez
powtorzen),

e metodami obliczania liczby struktur kombinatorycznych,
e projektowaniem algorytmow generujgcych struktury kombinatoryczne,
e analizg dziatania algorytmow generujacych,

e interpretowaniem algorytmdéw generujagcych jako przeszukiwania drzew
decyzyjnych.
Cwiczenia majag na celu rozwiniecie umiejetnosci algorytmicznego i

kombinatorycznego myslenia oraz przygotowanie do dalszych zagadnien
matematyki dyskretnej i informatyki.

Instrukcja laboratoryjna/éwiczeniowa

Przyktad 5.1

Dany jest zbior

A={ab,cd,e}
Obliczy¢ liczbe wszystkich permutac;ji zbioru A.

Rozwigzanie
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Liczba wszystkich permutacji n-elementowego zbioru dana jest wzorem
P(n) = n!
W rozpatrywanym przypadku zbiéor A man = 5 elementow, zatem
P(5) = 5! = 120.

Liczba wszystkich permutacji zbioru A wynosi 120.

Przyktfad 5.2
Dany jest zbior

B ={1,2,3,4,5,6}.
Obliczy¢ liczbe permutacji 3-elementowych zbioru B.
Rozwigzanie

Liczba permutacji k-elementowych zbioru n-elementowego (czyli wariacji bez
powtdrzen) dana jest wzorem

n!
P(n k) = ———.
) = oo
Dlan = 6 oraz k = 3 otrzymujemy
P(6,3) = o _ 120
36 T

Zatem liczba permutacji 3-elementowych zbioru B wynosi 120.

Przyktad 5.3
Dany jest zbior
C ={x,y, zuv}
Obliczy¢ liczbe wszystkich kombinacji 3-elementowych zbioru C.
Rozwigzanie

Liczba kombinacji k-elementowych zbioru n-elementowego dana jest wzorem
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(k) Tk (m—k)

W rozpatrywanym przypadku n = 5 oraz k = 3, wiec

(5)_ 5! _120_10
3/ 3121 12 T

Zbidér € ma doktadnie 10 kombinacji 3-elementowych.

Przyktad 5.4
Dany jest zbior

D ={a,b,c,d}.
Obliczy¢ liczbe wariacji 5-elementowych z powtdrzeniami.
Rozwigzanie

Liczba wariacji k-elementowych z powtdrzeniami zbioru n-elementowego dana jest
wzorem

V'(n, k) = nk.
Dlan =4 oraz k = 5 otrzymujemy
V'(4,5) = 4° = 1024.

Liczba wszystkich wariacji 5-elementowych z powtdrzeniami wynosi 1024.

Przyktad 5.4
Dany jest zbior
E ={1,2,3,4,5,6,7}.
Oblicz liczbe 4-elementowych podzbioréw zbioru E.
Rozwigzanie
Liczba k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego dana jest wzorem
n
()

Dlan =7 orazk =4 mamy

(7) 7! 5040 35
4) 4131 144 77
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Projekt wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU
SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) "POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00

72



-~
e w i

TEEHnDLDgIEJ—./‘

{

Zatem zbidr E ma 35 podzbiorow 4-elementowych.

Przyktad 5.5
Dany jest zbior A = {a, b, c}. Wygenerowac wszystkie permutacje.

Permutacje zbioru S budujemy wybierajgc element x € S jako pierwszy, a nastepnie
doklejajac do niego kazdg permutacje zbioru S \ {x}.

Przypadek bazowy: | S |= 0 (zwracamy permutacje pustg) albo | S |= 1 (zwracamy
pojedynczy element).

Pseudokod.

PERMUTACJE(S):
jesli S jest puste:
wypisz []
zakoncz

dla kazdego x w S:
T :=S\ {x}
dla kazdej p z PERMUTACJE_LISTA(T):
wypisz [x] + p

PERMUTACJE_LISTA(S):

jesli S puste: zwrdoc¢ liste zawierajaca tylko []
wynik := []
dla kazdego x w S:

T :=5S\ {x}

dla kazdej p w PERMUTACJE_LISTA(T):

dotgcz ([x] + p) do wynik

zwroc wynik

Przyktad dziatania dla {a, b, c}.
Wyniki (kolejno$é zgodna z wyborem pierwszego elementu w petli):
(a,b,c), (a,c,b), (b,a,c),(bc,a),(cab), (cb,a).

Przyktad 5.6

Dany jest zbiér B = {1,2,3,4,5}. Wygenerowac wszystkie kombinacje 3-elementowe w
porzgdku leksykograficznym (rosnaco).
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Trzymamy czesciowg kombinacje X oraz parametr start mowigcy, od ktorego
indeksu wolno dalej wybiera¢, aby zachowac¢ porzadek rosnacy i nie generowac
duplikatow.

Pseudokod.

KOMB(S[1..n], k):
X := pusta lista
GEN(start=1)

GEN(start):
jesli |X| = k:
wypisz X
zakoncz

dla i od start don - (k - |X]) + 1:
dotacz S[i] do X
GEN(i+1)
usun ostatni element z X

Przyktad dziatania dla S = (1,2,3,4,5), k = 3.
Kolejne wypisywane kombinacje:

(1,2,3), (1,2,4),(1,2,5), (1,3,4), (1,3,5), (1,4,5), (2,3,4), (2,3,5), (2,4,5), (3,4,5).
Przykfad 5.7

Dany jest zbidr C = {x,y,z}. WygenerowaC wszystkie wariacje 4-elementowe z
powtdrzeniami.

Budujemy sfowo pozycyjnie: na kazdej pozycji mamy dowolny wyboér z C. To jest
klasyczne przeszukiwanie drzewa o rozgatezieniu |C| i gfebokosci k.

Pseudokod.

WARIACJE_Z POWT(S[1..n], k):
X[1..k] := tablica
GEN(pos=1)

GEN(pos):
jesli pos = k+1:
wypisz (X[1],...,X[k])
zakoncz
dla i od 1 do n:
X[pos] := S[i]

GEN(pos+1)
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez :‘ :
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska "

Projekt wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU
SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) "POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00

74




-~
e w i

Lo
TECHNOLOQIEX]

Przyktad dziatania (pierwsze 10 wynikéw dla S = (x,y, 2), k = 4).
(x,%,%,%), (%, x,x,¥), (x,x,x,2), (x,x,¥,%), (x,x,5,¥),

(x,x,9,2),(x,x,2,x),(x,x,2,5),(x,%,2,2), (x,y, X, X), ...

Przyktad 5.8

Dany jest zbiér D = {a, b, ¢, d, e}. Wygenerowac wszystkie permutacje 3-elementowe
(czyli wariacje bez powtdrzen).

Budujemy wynik X dtugosci k. Na kazdym kroku wybieramy element jeszcze
nieuzyty. Uzywamy tablicy used][i].

Pseudokod.

K_PERM(S[1..n], k):
used[1..n] := faisz
X := pusta lista
GEN()

GEN():
jesli |X| = k:
wypisz X
zakoncz
dla i od 1 do n:
jesli used[i] = faisz:
used[i] := prawda
dotacz S[i] do X
GEN()
usun ostatni element z X
used[i] := fatsz

Przyktad dziatania (dla S = (a, b, c,d, e), k = 3, pierwszych 12 wynikdw).
(a,b,c),(a,b,d),(a,b,e),(a,c,b),(acd),(ace) (adb),(ad,c),
(a,d,e),(a,e,b),(a,ec)(aced),..

5!
(5-3)!

Nalezy zauwazyc, ze tacznie bedzie = 60 wynikow.
Przyktad 5.9

Dany jest zbior E = {p, q,7, s}. Wygenerowac wszystkie podzbiory.
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Kazdemu podzbiorowi odpowiada wektor bitow dfugosci n: bit 1 oznacza ,element
nalezy”, bit 0 — ,nie nalezy”. Przechodzimy przez wszystkie liczby od 0 do 2™ — 1.

Pseudokod.

PODZBIORY(S[1..n]):
dla mask od @ do 2*n - 1:
T := pusty zbidr
dla i od 1 do n:
jesli (mask >> (i-1)) & 1 = 1:
dodaj S[i] do T
wypisz T

Przyktad dziataniadla S = (p,q, 1, s).
Kolejne maski i zbiory:

0000 — @

0001 — {p}

0010 — {q}

001 — {p, q}

0100 — {r}

M —{p,q,7,s}

Cwiczenia samodzielne

Zadanie 5.1

Dany jest zbior
A={ab,cdef, g}

Oblicz liczbe wszystkich permutacji zbioru A.
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Zadanie 5.2
Dany jest zbior
B =1{1,2,3,4,5,6}.

Oblicz liczbe permutacji 4-elementowych zbioru B.

Zadanie 5.3
Dany jest zbior
C={xy2zuv}

Oblicz liczbe wszystkich kombinacji 3-elementowych zbioru C.

Zadanie 5.4
Dany jest zbior
D ={a,b,c,d,e, [}

Oblicz liczbe kombinacji 2-elementowych oraz 4-elementowych tego zbioru i
poréwnaj otrzymane wyniki.

Zadanie 5.5
Dany jest zbior
E ={0,1,2,3,4}.

Oblicz liczbe wariacji 3-elementowych bez powtdrzen, w ktorych pierwszym
elementem nie jest zero.

Zadanie 5.6
Dany jest zbior
F ={a,b,c,d}.

Oblicz liczbe wszystkich wariacji 5-elementowych z powtdrzeniami.
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Zadanie 5.7
Dany jest zbior
G ={a,b,c,d,e}.

lle r6znych stéw dtugosci 4 mozna utworzy¢ z elementdw zbioru G, jezeli litera a nie
moze wystepowac wiecej niz jeden raz?

Zadanie 5.8
Dany jest zbior
H = {1,2,3,4,5,6,7}.

Oblicz liczbe wszystkich 3-elementowych podzbiordw zbioru H, ktore zawieraja
liczbe 1.

Zadanie 5.9
Dany jest zbior
I ={ab,cdef}

Oblicz liczbe permutacji zbioru I, w ktdrych element a nie znajduje sie na pierwszej
pozyciji.

Zadanie 5.10
Dany jest zbior
J={xy,z}.

lle roznych stéw dtugosci 6 mozna utworzy¢ z elementdw zbioru J, jezeli kazdy
element musi wystgpi¢ co najmniej raz?

Zadanie 5.11
Dany jest zbioér
K ={1,2,3,4,5,6,7,8}.

Oblicz liczbe wszystkich 4-elementowych kombinacji zbioru K, w ktérych nie
wystepujg jednoczesnie liczby 1i 2.
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Zadanie 5.12
Dany jest zbior
L={a,b,cd,e}

Oblicz liczbe wszystkich permutacji zbioru L, w ktérych elementy a oraz b nie
wystepujg obok siebie.

Zadanie 5.13
Dany jest zbior
M ={a,b,c,d}.

Zaprojektuj algorytm rekurencyjny generujagcy wszystkie permutacje zbioru M.
Opisz przypadek bazowy, krok rekurencyjny oraz kolejnos¢ generowania wynikow.

Zadanie 5.14
Dany jest zbior
N = {1,2,3,4,5}.

Zaprojektuj algorytm generowania wszystkich kombinacji 3-elementowych zbioru N
w porzadku leksykograficznym.

Zadanie 5.15
Dany jest zbior
P={xy,z}.

Zaprojektuj algorytm generowania wszystkich wariacji 4-elementowych z
powtdrzeniami. Przedstaw strukture drzewa generowania.

Zadanie 5.16
Dany jest zbior
R ={a,b,c,d, e}

Zaprojektuj algorytm typu backtracking generujgcy wszystkie permutacje 3-
elementowe zbioru R bez powtdrzen.
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Zadanie 5.17
Dany jest zbior
S =1{1,2,3,4}.

Zaprojektuj algorytm iteracyjny generujagcy wszystkie kombinacje 2-elementowe
zbioru S. Opisz sposob przechodzenia do nastepnej kombinaciji.

Zadanie 5.18
Dany jest zbior
T ={a,b,c}.

Zaprojektuj algorytm generowania wszystkich sfow dfugosci 5 z elementdw zbioru
T. Zinterpretuj algorytm jako przeszukiwanie drzewa decyzyjnego.

Zadanie 5.19
Dany jest zbior
U ={1,2,34,5}.

Zaprojektuj algorytm generowania wszystkich kombinacji zbioru U (wszystkich
podzbiordow), wykorzystujgc reprezentacje binarna.

Zadanie 5.20
Dany jest zbidr
W ={a,b,c,d}

Zaprojektuj algorytm generowania wszystkich permutacji zbioru W, w ktérym kazda
kolejna permutacja rozni sie od poprzedniej mozliwie najmniejszg zmiana.

Pytania pomocnicze

1) Jaka jest réznica pomiedzy permutacjg a wariacjg bez powtdrzen?

2) W jakich sytuacjach stosujemy kombinacje z powtdrzeniami zamiast
kombinacji bez powtorzen?
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3) Dlaczego liczba wariacji z powtdrzeniami zbioru -elementowego réwna sie n*?

4) Na czym polega metoda backtracking i dlaczego jest ona wygodna przy
generowaniu permutac;ji?

5] W jaki sposob algorytm generowania podzbioréw mozna powigzaé¢ z
reprezentacjg binarng liczb naturalnych?

6) Jakie sg zalety i wady algorytmdéw rekurencyjnych w poréwnaniu z
algorytmami iteracyjnymi?

Podsumowanie

W trakcie ¢wiczen omoéwiono podstawowe zagadnienia kombinatoryki oraz
przedstawiono metody obliczania liczby permutacji, wariacji i kombinacji.. Zdobyta
wiedza stanowi podstawe do dalszego studiowania algorytmow dyskretnych oraz
analizy ich ztozonosci obliczeniowe;j.

[1] Fatda B., Gruszecki L., Wstep do matematyki dyskretnej. Wydawnictwo KUL,
Lublin. 2010.

[2] Kordecki W., tyczkowska-Hancékowiak A., Matematyka dyskretna dla
informatykow. Helion, Gliwice. 2018.

[3] Jabtonski S., Wistep do matematyki dyskretnej. PWN, Warszawa, 1991.
[4] Murat M., Gorgol |., Matematyka dyskretna w zadaniach. PWN, Warszawa, 2024
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Materiaty do przedmiotu:

Matematyka dyskretna z elementami teorii
liczb

Cwiczenia nr 6

Implementacja i analiza algorytmoéw
rekurencyjnych

Autorzy:

dr hab. Adam Kiersztyn
mgr Krystyna Kiersztyn
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Wprowadzenie, tematyka zajeé

Definicja ciqgu rekurencyjnego

Ciggiem rekurencyjnym nazywamy ciag (a,)n=o, ktérego wyrazy sg okreslone za
pomocg zaleznosci rekurencyjnej postaci:

an =Fn,an_q,an-2, -, Ani),
gdzie:
e Fjest dang funkcja,
e k € N oznacza rzad rekurenciji,

e podane sag odpowiednie warunki poczatkowe ay, ay, ..., Qx_1.

Rekurencje liniowe pierwszego rzedu
Rekurencje liniowg pierwszego rzedu nazywamy zaleznos¢ postaci:
an+1 = aan + ﬁ'
gdzie a,f € R.
Przypadek jednorodny (B = 0)
An+1 = Adp
Rozwigzaniem jest cigg geometryczny:
a, = apa™.
Przypadek niejednorodny (B + 0)
an+1 = aan + ﬁ

Jezeli a # 1, to wz0Or jawny ma postac:

_ B ) n__P
an—(ao+a_1 a 71
Alternatywnie stosuje sie podstawienie pomocnicze:
b, =a, +C,

gdzie stata C jest dobrana tak, aby zredukowa¢ rekurencje do postaci jednorodne;j.
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Rekurencje liniowe drugiego rzedu (jednorodne])
Rekurencjg liniowg drugiego rzedu nazywamy zaleznosg:
an =Ppan-1 + qan_y,
gdziep,q € R.
Rekurencji odpowiada nastepujgce réwnanie charakterystyczne:
Z—pr—q=0.

W zaleznosci od pierwiastkdw rownania charakterystycznego otrzymujemy
nastepujace wzory na postac ogoélna:

Dwa rdzne pierwiastki rzeczywiste r; # ;!
n = Cl'r{l + Czrzn.
Pierwiastek podwdjny r:
an == (Cl + Czn)rn.

State C;, C, wyznacza sie z warunkow poczatkowych.

Rekurencje niejednorodne typu sumacyjnego
Jezeli rekurencja ma postac:

anp = Qp-1 + f(n)'
to rozwigzanie mozna zapisac jako sume:

an =g+ ) f(K).
k=1

W szczegolnosci:

Zn:k n(n+1)’z:k2 =n(n+1)(2n+1).

6
k=1 k=1

Rekurencje z czesciqg catkowitq i interpretacja algorytmiczna
Rekurencje postaci:

An = Ain/2) +c
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opisujg procesy iteracyjne, w ktorych argument zmniejsza sie przez dzielenie przez
2.

Liczba iteracji potrzebnych do osiggniecia wartosci poczagtkowej jest rowna:
log ,n] + 1.
Stad:
a, = ay + c(|log,n| + 1).

WYasnosci pomocnicze
e Ciag (a,) jestrosnacy, jezeli a, ., = a, dla kazdego n.
e Ciag (a,) jest malejacy, jezeli a,,; < a,, dla kazdego n.
e Ciag (a,) jest geometryczny, jezeli a1 = qa,.

e Ciag (a,) jest arytmetyczny, jezeli a,.q = a, + 7.

Cel éwiczenia/laboratorium

Celem ¢wiczen jest:

e nabycie umiejetnosci rozwigzywania prostych i srednio zaawansowanych
rekurenciji,

e wyznaczanie wzorow jawnych ciggéw rekurencyjnych,
e rozumienie zwigzku miedzy postacig rekurencji a wtasnosciami ciggu,

e przygotowanie studentéw do samodzielnej analizy rekurencji pojawiajgcych
sie w zadaniach algorytmicznych.

Po zakonczeniu ¢wiczenia student potrafi dobra¢ odpowiednig metode rozwigzania
rekurencji oraz poprawnie zinterpretowac otrzymany wynik.
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Instrukcja laboratoryjna/éwiczeniowa

Przyktad 6.1

Dany jest cigg okreslony rekurencyjnie:

a, =3,
Ans1 =a, +2dlan > 0.
Wyznacz wzor jawny ciggu a,,.
Rozwigzanie.
Rekurencja opisuje cigg arytmetyczny o réznicy 2.
Obliczmy kilka pierwszych wyrazow:

Ao =3,a1 = 5,(12 = 7,(13 =9,

tatwo zauwazyg, ze:

a, = 3 + 2n.

Przyktad 6.2
Dany jest cigg:
a, =1,
ans1 = 3a,,dlan >0
Wyznacz jego wzoér jawny.
Rozwigzanie.
Obliczamy poczatkowe wyrazy ciggu:
a,=1,a,=3,a, =9,a; = 27.

Jest to cigg geometryczny o ilorazie 3, zatem wzdr jawny ma postac:

a, = 3™
Przyktad 6.3
Dany jest cigg:
ag = O,
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Any1 = ayp +3,dlan >0

Wyznacz wzar jawny.

Rozwigzanie.
Jest to cigg arytmetyczny o réznicy 3:

a1 = 3,a2 :6,a3 :9

Zatem:

a, = 3n.
Przyktad 6.4
Dany jest ciag:

aO = 2,

Aps1 = 2a,,,dlan >0
Wyznacz wzor jawny.
Rozwigzanie.
Wypisujemy kolejne wyrazy ciggu

a, =4,a, = 8,a; = 16.
Zauwazamy, ze sg to potegi liczby 2:

a, = 2n+1
n :

Przyktad 6.5
Rozwigz rekurencje:
a, =1,
Ansq = 2a, +1,dlan>0
Rozwigzanie.
Najpierw zgadujemy postac rozwigzania szczegdlnego. Szukamy statej A, takiej ze:
A=2A+1=>A4A=-1.

Definiujemy:
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b, =a, + 1.
Wtedy:
bn+1 = 2Dy,
bo = 2
Zatem:
bn - 2n+1

a, = 2" -1,

Przyktad 6.6
Dany jest ciag:
a,=0,a, =1,
A, = a1+ ay_y,dlan>1
Podaj pierwsze wyrazy ciggu.
Rozwigzanie.
Obliczamy kolejne wyrazy:
a,=1,a3; =2,a,=3,a5 =5,a, =8.

Jest to klasyczny cigg Fibonacciego.

Przykfad 6.7

Rozwigz rekurencje:

Rozwiqgzanie.
Rownanie charakterystyczne powyzszego réwnania ma postac:
r2—3r+2=0.
Rozkfad tego rownania wynosi:
r—Dr-2)=0=>n=1nr=2.

Postac ogodlna ciggu:
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an=C1'1n+C2'2n.

Uwzgledniamy warunki poczatkowe:

{ Cl + Cz ES 1,
Cl + 2C2 ES 2
Stad €, =1, C; = 0, wiec:

a, = 2"

Przyktfad 6.8
Rozwigz rekurencje:
ap=1,a, =2,
a, = 2a,_1 —Aap_p,dlan>1

Rozwigzanie.
Rownanie charakterystyczne ma postac:

r’2=2r+1=0=(@r-1)2=0.
Zatem postac ogolna rozwigzania dana jest wzorem:

a, = (C;+Cn) - 1" =C; + Cyn.
Warunki poczatkowe:

{ Cl=1,
Cl+C2=2.

Stad C, = 1, zatem wzdr ogolny ma postac:

a, =1+n.

Przyktad 6.9
Rozwigz rekurencje:
anp = an_1 t+n,ay =0.
Rozwiqgzanie.
Wypisujmy pierwsze wyrazy ciggu:
a, =1,a, =3,a3 =6,a, = 10.

Zauwazamy, ze sg to sumy kolejnych liczb naturalnych, zatem
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n(n+1)
Q=142+ +n=—"—

Przyktad 6.10
Dana jest rekurencja:

ap =1,a, = apz) + ldlan = 1.

Znajdz interpretacje i wzor tej rekurenciji.
Rozwigzanie.

Rekurencja zmniejsza argument przez dzielenie przez 2. Liczba krokéw potrzebnych
do zejscia do zera to liczba bitéw w zapisie binarnym n.

Zatem:

a, = |log,n| + 1.

Cwiczenia samodzielne

Zadanie 6.1.
Dany jest cigg:
ap, =5,
Apns1 =a, +4,dlan>0

Wyznacz wzor jawny ciggu a,,.

Zadanie 6.2.
Dany jest cigg:
ay =2,
Ans1 = 5a,,dlan >0

Podaj wzor jawny oraz oblicz a,.
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Zadanie 6.3.
Dany jest cigg:
a, =7,
Aps1 =a,—3,dlan>0

Wyznacz wzdr jawny oraz sprawdz, czy cigg jest monotoniczny.

Zadanie 6.4.
Rozwigz rekurencje:

a, =1,

Ansq = 2a, + 2,dlan >0

Zadanie 6.5.
Dany jest ciagg:

a, =0,

Apni1 =ap, +2n+1,dlan>0

Wyznacz wzdr jawny ciggu.

Zadanie 6.6.
Rozwigz rekurencje:
ao = 3,

Ansq = 3a, —6,dlan>0

Zadanie 6.7.
Dany jest ciagg:
a, =1,
Any1 =4a, +3,dlan>0

Wyznacz wzor jawny metoda podstawienia pomocniczego.

Zadanie 6.8.
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Dany jest ciag:
ag = 10,

1
Api1 = Ea"' dlan>0

Wyznacz wzdr jawny i granice ciggu.
Zadanie 6.9.
Dany jest ciagg:
ap=1,a, =1,
a, =ap_1+a, ,dan>1

Oblicz pierwsze 8 wyrazéw ciggu.

Zadanie 6.10.
Rozwigz rekurencje:
ao = 1, al = 3,

a, =2a,_1 —a,_pdlan>1

Zadanie 6.11.
Dany jest ciagg:

ao = 2, a1 = 5,
Wyznacz wz0r jawny tego ciggu

Zadanie 6.12.
Rozwiagz rekurencije:
ag = 0, a = 1,

a, =4a,_1 —4a,_,,dlan>0

Zadanie 6.13.
Dany jest cigg:
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ao = 1, al = 3,
a, = 2a,_1 —Ap_p,dlan>1

Wyznacz wzor jawny ciggu a,,.

Zadanie 6.14.
Rozwigz rekurencje:
ay,=2,a; =4,a, =6
anp =Qap_1+ap_o—ay_3,dlan>2

Zadanie 6.15.

Dany jest ciagg:

a, =0,
a, = ay_, +n?dlan>0

Wyznacz wzor jawny.

Zadanie 6.16.
Rozwiagz rekurencije:
a, = 2,

ap =0a,_1+3n—2,dlan>0

Zadanie 6.17.
Dany jest ciag:
a, =1,
ap = Ansz) +2,dlan >0

Znajdz wzoér w zaleznosci od n.

Zadanie 6.18.
Dany jest cigg:
al == O,
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a, =a,_1 +|log,n|,dlan>0

Zinterpretuj znaczenie ciggu i opisz jego monotonicznosé.

Zadanie 6.19.
Rozwiagz rekurencije:
a, = 1,a, = 2ay2)-
Zadanie 6.20.
Dany jest ciagg:
a, =0,
A, =apn_1 +(—D™"dlan >0

Wyznacz wzdr jawny tego ciggu.

Pytania pomocnicze

1) Jaka jest réznica miedzy rekurencjg liniowg jednorodng a niejednorodng?

2) Kiedy rekurencje mozna rozwigza¢ metoda iteracji, a kiedy nalezy uzyc¢
rownania charakterystycznego?

3) Jakg postaé ma rozwigzanie rekurencji drugiego rzedu z podwdjnym
pierwiastkiem?

4) W jaki sposéb interpretowac rekurencje zawierajace funkcje [n/2] ?

5) Jakie znaczenie majg warunki poczatkowe dla jednoznacznosci rozwigzania
rekurenc;ji?

Podsumowanie

W trakcie ¢wiczen studenci poznali podstawowe techniki rozwigzywania rekurencji i
wyznaczania wzorow jawnych ciggow. Omowione przyktady i zadania pozwalajg
zrozumiec, w jaki sposob rekurencje opisujg procesy iteracyjne oraz algorytmiczne.

Umiejetnosé pracy z rekurencjami jest kluczowa w dalszych zagadnieniach
matematyki dyskretnej, w szczegdélnosci w analizie algorytmow oraz struktur
danych.
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Materiaty do przedmiotu:

Matematyka dyskretna z elementami teorii
liczb

Cwiczenia nr7

Prawdopodobienstwo klasyczne i
geometryczne, prawdopodobienstwo
warunkowe i catkowite. Dyskretne zmienne
losowe. Zastosowanie prawa wielkich liczb
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Wprowadzenie, tematyka zajeé

Przestrzen probabilistyczna i prawdopodobiennstwo klasyczne
Przestrzen probabilistyczng opisujemy przez trojke
(Q,F, P),
gdzie:
Q- zbidr wszystkich mozliwych wynikéw (przestrzen préb],
F € 2%~ g — cialo,
P:F - [0,1]- miara probabilistyczna .
Prawdopodobienstwo klasyczne

Jezeli Q) jest skonczona i wszystkie wyniki sg jednakowo prawdopodobne, to dla
zdarzenia A € Q.

P(A) = ﬂ
| Q|
Wtasnosci prawdopodobieristwa, w ujeciu klasycznym.
Dla dowolnych zdarzen A, B zachodzg nastepujgce wfasnosci:
P@=1P(®) =0,
P(A%) =1—-P(A4),

P(AUB) = P(4) + P(B) — P(AN B).

Prawdopodobienstwo geometryczne

Jezeli przestrzen préb Q jest obszarem geometrycznym (np. odcinek, prostokat,
koto), a punkt losowane sg jednorodnie, to:

A
Py =25

Prawdopodobienstwo warunkowe

Dla zdarzen A, B takich, ze P(B) > 0, prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia A
pod warunkiem zajscia B definiujemy jako:
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P(A|B) = PAnB)
P(B)
Niezaleznosé¢ zdarzen
Zdarzenia A, B sg niezalezne, gdy:
P(AnB) =P(A)P(B),
réwnowaznie:
P(A|B) =P(4).

Prawo catkowite prawdopodobienstwa

Jezeli zdarzenia B4, B,, ..., B, tworza rozbicie przestrzeni:

n
BnB=0G=n|)B=0

=1

to dla dowolnego zdarzenia A zachodzi:
n

P(A)= ) P(A1B) P(By)
i=1

Prawo to stosujemy m.in. gdy:
e |losujemy maszyne, a potem produkt,
e wybieramy zestaw egzaminacyjny,

e |osujemy hurtownig, a potem wyradb.

Wzor Bayesa
Jezeli By, ..., B, jest rozbiciem Q oraz P(A) > 0, to:

P(A | By) P(Bx)
i P(A1B) P(B)

P(Bi 1 A) =

Wzdér Bayesa pozwala:
e odwroci¢ warunek,

e obliczy¢ prawdopodobienstwo przyczyny przy znanym skutku.
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Zmienna losowa dyskretna

POLITECHNIKA
LUBELSKA

Zmienna losowa X jest dyskretna, jezeli przyjmuje co najwyzej przeliczalnie wiele

wartosci:
X:Q - {x1,x5,... }.

Rozkfad zmiennej losowej okreslony jest przez funkcje:

P(X = xi) = py,
ktora posiada nastepujgce wtasnosci:

Pk = O,Zpk =1.
k

Wartos¢é oczekiwana i wariancja

Wartos$c¢ oczekiwana

E(X) = Z X P(X = ).

K
Drugi moment

E(X?) = zx,i P(X = xp).
k

Wariancja

Var(X) = E(X?) — [E(X)]?.

Wrasnosci wartosci oczekiwanej i warianciji:
E(aX+b)=aE(X)+ b,
Var(aX + b) = a*Var(X).

Transformacja zmiennej losowej
JezeliY = g(X), to:

e wyznaczamy wszystkie mozliwe wartosci Y,

e sumujemy prawdopodobienstwa tych wartosci X, ktére dajg to samo Y.

W szczegolnosci:

E(g(X)) = 2g(xi)P(X = x).
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dla Rozwoju Spotecznego - Polska

Dofinansowane przez [N

Unie Europejska LR

Projekt wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU
SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) "POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00

101



-~
e w i

Lo
TECHNOLOQIEX]

Ciggi zmiennych losowych i prawo wielkich liczb

Niech X;,X,, ... bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkfadzie
(i.i.d.), takimi ze:

E(X) = w Var(X;) = 0? < oo,

n
Y,
i=1

Definiujemy Srednia:

X, =

S|

Dla tak zdefiniowanej Sredniej mamy:
2

_ _ o
E(Xn) = uVar(Xy,) = e
Prawo wielkich liczb (staba wersja)
Dla kazdego € > 0:

P(IX,—ul>e 2. 0.

Interpretacja: srednia z duzej liczby obserwacji stabilizuje sie wokot wartosci
oczekiwanej.

Nieréwnosc¢ Czebyszewa

Dla dowolnej zmiennej losowej X o skoriczonej warianciji:

PUX—EX)I=¢) < V%Z(X)

Cel éwiczenia/laboratorium

Celem ¢éwiczen jest zapoznanie studentéw z podstawowymi pojeciami rachunku
prawdopodobienstwa oraz rozwiniecie umiejetnosciich praktycznego zastosowania,
w szczegolnosci:

e pojeciem przestrzeni probabilistycznej,

e pojeciem prawdopodobienstwa klasycznego, geometrycznego oraz
warunkowego,

e pojeciem niezaleznosci zdarzen losowych,
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e stosowaniem prawa catkowitego prawdopodobienstwa oraz wzoru Bayesa,
e rozwigzywaniem typowych zadan probabilistycznych,

e pojeciem dyskretnej zmiennej losowej i jej rozktadu,

e obliczaniem wartosci oczekiwanej i wariancji,

e transformacjami zmiennych losowych,

e zastosowaniem prawa wielkich liczb oraz nierdwnosci Czebyszewa w analizie
zachowania ciggow zmiennych losowych.

Cwiczenia maja na celu rozwiniecie umiejetnosci probabilistycznego i analitycznego
myslenia oraz przygotowanie do dalszych zagadniern matematyki i informatyki.

Instrukcja laboratoryjna/éwiczeniowa

Przyktad 7.1
Rzucamy dwiema uczciwymi kostkami. Niech S oznacza sume oczek.
a) Oblicz P(S =9).
b) Oblicz P(min {X;,X,} = 4).
Rozwigzanie:
a) Przestrzen ma 36 rownoprawdopodobnych wynikéw (i’ j).

Suma 9 zachodzi dla: (3,6), (4,5), (5,4), (6,3)— 4 przypadki. Zatem
1

4
P(S=9)=£=§

b] Warunek min > 4 oznacza: obie kostki majg wyniki nalezace do zbioru {4,5,6}
Moc tego zbioru wynosi 3 - 3 = 9. Zatem

P(mi >4) 0 _1
min = =—=-
36 4
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Przyktfad 7.2
W urnie jest 7 kul biatych i 5 czarnych. Losujemy 4 kule bez zwracania. Niech
X- liczba wylosowanych kul biatych.
a) Oblicz P(X = 3).
b) Oblicz P(X = 1).
Rozwigzanie:
a) To rozktad hipergeometryczny:

(B 35-5 175 35

P =3)= (?) ~ 495 495 99

b) Prawdopodobieristwo to najprosciej jest obliczyé poprzez zastosowanie
wzoru na dopetnienie:
L) 1-5 1 98

=1--_——=1

PX=1)=1-PX=0)=1— =1——=—
(?) 495 99 ~ 99

Przyktad 7.3

Punkt (X,Y) losujemy jednorodnie z kwadratu [0,2] X [0,2]. Losowanie jednorodne
oznacza, ze kazdy element ma jednakowe szanse wylosowania. Oblicz:

P(X+Y <2).
Rozwigzanie:

Skorzystamy ze wzoru na prawdopodobienstwo geometryczne. Musimy zatem
obliczy¢ pole catej przestrzeni oraz pole ograniczone przez zadany warunek.

Pole catego kwadratu wynosi 4. Nierédwnos¢ x + y < 2 w tym kwadracie wycina
trojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci 2 oraz 2, wiec pole:

1
P(obszaru) = 5 2:2=2.

Zatem:
2
PX+Y<2)=-==
4
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Przyktfad 7.4

Losujemy niezaleznie X,Y ~ U(0,1). Oblicz:
P(Y < X?).

Rozwigzanie:

W kwadracie jednostkowym (x,y) € [0,1]? obszar y < x? ma pole:

1 x31 1
xzdx=—l =-
L 3], 73

1

Zatem:

Przyktad 7.5

W wurnie jest 5 biatych i 3 czarne. Losujemy 2 kule bez zwracania. Oblicz
P(pierwsza biata | druga czarna).

Rozwiqgzanie:

Niech A: ,pierwsza biata”, B: ,druga czarna”.

P(AIB) = P(ANB)
~ P(B)
Liczymy:
. . 5 3 15
P(ANnB) = P(l. biata) - P(2.czarna | l.biata) = =- == —.
8 7 56
3
P(B) = P(2.czarna) = 3
Stad
L 58 120 5
56
P(A|B)=%5=— —-=—=-.
(A18) § 56 3 168 7
8
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Przyktfad 7.6
Z talii 52 kart losujemy 2 karty bez zwracania.

Oblicz:
P( obie piki | pierwsza pik).
Rozwigzanie:

Jesli pierwsza jest pikg, w talii zostaje 51 kart, z czego pikow 12.

12 4
P(obie piki | pierwsza pika) = P(druga pika | pierwsza pika) = 1= 17

Przyktad 7.7

Trzy maszyny: M;,M,,M; produkujg odpowiednio 50%, 30%, 20% elementow.
Odsetek wadliwych elementéw produkowanych przez poszczegdlne maszyny
wynosi: P(W | M;) = 0.01, P(W | M,) = 0.02, P(W | M3) = 0.05. Oblicz P(W).

Rozwigzanie:

Prawdopodobiennstwo catkowite:

3
P(W) = Z P(W | M;)P(M;) = 0.01- 0.5 + 0.02 - 0.3 + 0.05 - 0.2.
i=1
P(W) = 0.005 + 0.006 + 0.01 = 0.021.

Przykfad 7.8

Student wybiera zestaw: 4,B,C z prawdopodobienstwem 0.4,0.4,0.2 odpowiednio.
Zdawalnos¢ egzaminu dla poszczegdlnych zestawdw wynosi:

P(Z1A)=0.9,P(Z|1B)=0.7,P(Z|C)=0.5.
Oblicz P(Z) oraz P(Z).
Rozwiqgzanie:
P(Z)=09-04+0.7-04+0.5-0.2=0.36+0.28 + 0.10 = 0.74.
P(Z)=1-P(Z)=1-0.74 = 0.26.

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Projekt wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU
SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) "POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00

106



-~
e w i

2
TECHNOLOQIE
9I1EX,

Przykfad 7.9

Hurtownie: H,, H,, H; majg nastepujac udziaty w rynku 0.5,0.3,0.2. Odsetek wadliwych
elementdw w poszczegolnych hurtowniach wynosi: P(W | H;) = 0.01, P(W | H,) =
0.02, P(W | H3) = 0.06. Oblicz P(H; | W).

Rozwigzanie:
Najpierw obliczamy prawdopodobienstwo catkowite.
P(W)=10.01-0.54+0.02-0.3+0.06-0.2 =0.005+ 0.006 + 0.012 = 0.023.

Nastepnie korzystamy ze wzoru Bayes'a:
P(W | H3)P(H3) _0.06-02 0.012

. - ~ 0.5217.
P(W) 0.023  0.023

P(H3 | W) =

Przyktad 7.10

Choroba wystapienia choroby wynosi P(C) = 0.02. Test ma czufos¢ P(+| C) = 0.95
oraz swoisto$é P(—| €) = 0.97, wigc P(+| C) = 0.03. Oblicz P(C | +).

Rozwiqgzanie:
Korzystamy jak poprzednio z prawdopodobienstwa catkowitego i wzoru Bayes'a.

P(+) =P(+| C)P(C) +P(+| C)P(C) =0.95-0.02 4+ 0.03 - 0.98 = 0.019 + 0.0294
= 0.0484.

0.95-0.02  0.019

0.0484 ~ 0.0484

P(Cl+)= ~ 0.3926.

Przyktad 7.11
Zmienna X € {0,1,2,3} ma rozktad okreslony wzorem
PX=k)=clk+1),k=01,23.

a) Wyznacz stata c.
3

26(k+1)=c(1+2+3+4)=10c=1:>c:%.
k=0
b) Wyznacz rozkfad zmiennej losowej X
1 2 3 4
P(0) = E’P(l) =10’ P(2) = 10’ P(3) = 10
c) Oblicz wartosc¢ oczekiwang E(X):
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EX)=YkP(X=k)=0 1+1 2+2 3+3 4—2+6+12—2
(X) = 2hP(X = k) = 10 10 10 10 10 B

d) Oblicz drugi moment E(X?):
4 _2+12436

1 2 3
EXZ :02._ 12__ 22._ 32._
) oY T T 10 10

e) Oblicz wariancje
Var(X) =E(X?) —[E(X)]?=5-22=1.
Przyktad 7.12
Dana jest zmienna losowa X o rozktadzie:
P(X=-1)=03,P(X=0)=04,P(X =2) =0.3.
Niech Y = X2,
a) Wyznaczy¢ rozktad zmiennej losowe;j Y.
b) Obliczy¢ wartos$¢ oczekiwang zmiennej losowej Y
Rozwigzanie:
a)] Zmienna losowa Y moze przyjmowac nastepujgce wartoséc:
Y=0&X=0=P =0) =04
Y=1eX=-1=P( =1)=03
Y=4oX=2>P =4)=03
b) Wartos¢ oczekiwana wynosi:
E(Y)=0-04+1-03+4-03=0+03+12=15.
Przyktad 7.13

Niech X,,X,,...i.i.d.,, (czyli cigg niezaleznych zmiennych losowych o identycznych
rozktadach) takim, ze E(X;) = 10, Var(X;) = 9.

n
3,
i=1

Dobierz n, tak by P(] X, — 10 |= 0.5) < 0.04.

Rozwigzanie:

X, =

S|

_ _ Var(X;) 9

E(X,) = 10,Var(X,) = =—

n
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Na mocy nieréwnosci Czebyszewa:

_ 14
P( |X,—-10]|=05)<

Cheemy 2 < 0.04 = n > 3% = 900.
n 0.04

Przyktad 7.14
Niech dany bedzie cigg X; niezaleznych prdob Bernoulliegoz P(X; = 1) = p = 0.4.

n
Y,
i=1

a) Obliczy¢ E(X,,), Var(X,).

b) Dobierz n, by P(l X,, — 0.4 |> 0.05) < 0.01.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy

X, =

S|

a) Dla rozkfadu Bernoulliego mamy: E(X;) = p, Var(X;) =p(1 —p) =0.4-0.6 =
0.24.
0.24

E(Xn) = 04', Var()?n) = T

b) Na mocy nieréwnosci Czebyszewa:
0.24/n _ 0.24/n 96

P(1 X, — 0.4 |>0.05) < = =,
(1 Xn = ) s 0.052  0.0025 n

Warunek % < 0.01 = n > 9600.

Przyktfad 7.15
W jednej grze:
e z prawdopodobienstwem 0.7 gracz wygrana +1,
e z prawdopodobienstwem 0.3 gracz przegrana —2.
Niech Yoznacza zysk z jednej gry, zas S,, = >.I*., ;. zysk po n grach
a) Obliczy¢ E(Y).
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E(Y)=1-074(=2)-03=0.7—0.6 = 0.1.
b) Obliczy¢ Var(Y).
Najpierw:
E(Y?)=12-0.7+(-2)2-03=0.74+4-03=0.7+12 = 1.9,
Var(Y) = E(Y?) — [E(Y)]? = 1.9 — 0.12 = 1.9 — 0.01 = 1.89.

c) Zbadac granice S;”
Z prawa wielkich liczb mamy:

Sn P, E(Y) = 0.1.

n

Zatem mozna stwierdzi¢, ze przy duzej liczbie gier Sredni zysk na gre stabilizuje sie
w poblizu 0.1 zt, czyli gra jest ,optacalna” w sensie warto$ci oczekiwanej (choé
wahania mogg by¢ duze dla matych n).

Cwiczenia samodzielne

Zadanie 7.1

Rzucamy dwiema uczciwymi kostkami. Niech S oznacza sume oczek. Obliczy¢
alP(S=7)

b) P(S = 10)

c) P(max{X;,X,} =5)

d) P(min {X;,X;} =3)

Zadanie 7.2

Rzucamy 3 razy uczciwg monetg. Obliczyc¢
a) P(dok+adnie 2 orty)

b) P(co najmniej 1 orzet)

c) P(pierwszy orzet w 2. rzucie)

d) P(nie ma dwéch kolejnych ortow)
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Zadanie 7.3

W urnie jest 6 kul biatych i 4 czarne. Losujemy 3 kule bez zwracania. Obliczyc¢
a) P(doktadnie 2 biate)

b) P(wszystkie tego samego koloru)

c) P(co najmniej 1 czarna)

d) P(pierwsza biata, a wérdd trzech doktadnie 1 czarna)

Zadanie 7.4

W urnie jest 3 kule czerwone i 2 zielone. Losujemy 4 razy po jednej kuli ze
zwracaniem. Obliczy¢

a) P(doktadnie 2 czerwone)
b) P(co najmniej 1 zielona)

c) P(pierwsza zielona i ostatnia zielona)

Zadanie 7.5

Z talii 52 kart losujemy 2 karty bez zwracania. Obliczyc¢
a) P(obie figury: J,Q K,A)

b) P(dokfadnie jedna kier)

c) P(co najmniej jeden as)

Zadanie 7.6

Losujemy 5 kart z talii 52 kart.

a) P(doktadnie 2 asy)

b) P(doktadnie 3 karty w tym samym kolorze (czarne/czerwone))

c) P(doktadnie 1 para i nic wiecej)
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Zadanie 7.7

W pudetku jest 10 losdw ponumerowanych 1-10. Losujemy 3 bez zwracania. Obliczy¢:
a) P(suma wylosowanych =15)

b) P(wszystkie parzyste)

c) P(dok+tadnie 2 liczby wigksze od 6)

Zadanie 7.8

Losowo ustawiamy litery stowa MATEMATYKA.

a) Jakie jest prawdopodobierstwo, ze wyraz zaczyna sig od M?

b) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze dwie litery A stojg obok siebie?

c) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wszystkie samogfoski sg obok siebie (tworza
blok]?

Zadanie 7.9

W grupie jest 8 kobiet i 6 mezczyzn. Losowo wybieramy 4 osoby. Obliczyc:
a) P(dok4adnie 2 kobiety)

b) P(co najmniej 1 mgzczyzna)

c) P(same kobiety)

Zadanie 7.10

Na 10 miejscach w rzedzie siada 6 o0s6b (pozostate 4 miejsca puste], losowo.
Obliczy¢:

a) P(dwie wskazane osoby siedza obok siebie)

b) P(zadne dwie osoby nie siedza obok siebie)

Zadanie 7.11

Punkt wybierany jest losowo i jednorodnie z kwadratu o wierzchotkach
(0,0), (2,0), (2,2),(0,2).

a) Oblicz prawdopodobieristwo, ze punkt spetnia nierdwnos$é
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x+y<2

b) Oblicz prawdopodobienstwo, ze odlegto$é punktu od $rodka kwadratu (1,1) jest
mniejsza niz 1.

Zadanie 7.12

Losujemy niezaleznie i jednorodnie dwie liczby X,Y ~ U(0,1).
a) Oblicz P(X < Y).

b) Oblicz P(X +Y > 1.2).

Zadanie 7.13
W urnie znajduje sie 5 kul biatych i 3 czarne. Losujemy kolejno 2 kule bez zwracania.

a) Oblicz prawdopodobieristwo, ze druga kula jest biata, jesli wiadomo, ze pierwsza
byta czarna.

b) Oblicz prawdopodobieristwo, ze pierwsza kula by+ta biata, jesli wiadomo, ze druga
jest czarna.

Zadanie 7.14
Z talii 52 kart losujemy kolejno 2 karty bez zwracania.
a) Oblicz P(druga karta jest asem | pierwsza jest figura).

b) Oblicz P(obie karty sg pikami | pierwsza jest pikiem).

Zadanie 7.15
Trzy maszyny M;, M,, M5 produkuja odpowiednio 40%, 35% i 25% wyrobow.
Prawdopodobieristwa wady:
P(W | My) = 0.01,P(W | My) = 0.02,P(W | M3) = 0.04.
a) Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany wyrob jest wadliwy.

b) Oblicz prawdopodobienstwo, ze wyréb pochodzi z maszyny M,.

Zadanie 7.16
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Student losowo wybiera jeden z trzech zestawdw zadan:
P(4A) = 0.5,P(B) = 0.3,P(C) = 0.2.

Prawdopodobienstwo zdania egzaminu:
P(Z1A)=0.9,P(Z|1B)=0.7,P(Z|C) = 0.6.

a) Oblicz P(Z).

b) Oblicz P(Z).

Zadanie 7.17
Towar pochodzi z trzech hurtowni:
P(H,) = 0.5,P(H,) = 0.3,P(H3) = 0.2.
Odsetek wadliwych wyrobdw:
P(W | Hy) = 0.01,P(W | H,) = 0.02,P(W | H3) = 0.05.
a) Oblicz P(W).
b) Oblicz P(H; | W).

Zadanie 7.18
Zmienna losowa X przyjmuje wartosci 1,2,3,4 z prawdopodobienstwami
PX=k)=c(5-k)k=1,.234.

a) Wyznacz stafg c.

b) Sporzadz tablice rozktadu zmiennej X.
c) Oblicz E(X) oraz Var(X).

d) Oblicz P(X = 3).

Zadanie 7.19

Rzucamy trzykrotnie uczciwg moneta. Niech X oznacza liczbe ortow.
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a) Wyznacz rozkfad prawdopodobienstwa zmiennej X.
b) Oblicz E(X) oraz Var(X).
c) Oblicz P(X < 1).

Zadanie 7.20

Rzucamy uczciwg monetg az do uzyskania pierwszego orfa.
Niech X oznacza liczbe rzutéw.

a) Zapisz rozktad prawdopodobieristwa zmiennej X.

b) Oblicz P(X > 4).

c) Oblicz warto$¢ oczekiwang i wariancje zmiennej X.

Zadanie 7.21
Dana jest zmienna losowa Xo rozktadzie:
x -1 0 2
P(X=x) 02 05 03
Niech Y = X2,

a) Wyznacz rozkfad zmiennej losowej Y.
b) Oblicz E(Y).
c) Poréwnaj E(Y) oraz E(X?).

Zadanie 7.22

Niech X;,X,,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie,
takimi ze:
E(Xl) =5, Var(Xl-) =0,

n
X

Niech

SIP—‘

a) Sformutuj prawo wielkich liczb dla ciggu
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b) Oblicz E(X,,) oraz Var(X,,).

Zadanie 7.23

Wykonujemy niezaleznie n préb Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu p =
0.4. Niech X; oznacza wynik i-tej proby (1 — sukces, 0- porazka), a

n

_ 1

XTl == EZ Xi'
i=1

a) Oblicz E(X,,) i Var(X,,).
b) Wyjasnij, dlaczego X,, jest estymatorem p.
c) Dobierz n tak, aby
P(l X, — 0.4 [>0.05) < 0.01.
Zadanie 7.24
W kazdej grze gracz:

e 7z prawdopodobienstwem 0.7 wygrywa 1 z4,

e z prawdopodobienstwem 0.3 przegrywa 2 z4.
Niech Yoznacza zysk z jednej gry, a S,,— Ygczny zysk po n grach.
a) Wyznacz E(Y) i Var(Y).

b) Zastosuj prawo wielkich liczb do ciggu 57"

c) Zinterpretuj otrzymany wynik w kontekscie ,opfacalnosci” gry.

Pytania pomochnicze

1. Co nazywamy przestrzenig probabilistyczng i jakie elementy jg definiujg?

2. Na czym polega rdznica pomiedzy prawdopodobienstwem klasycznym a
geometrycznym?

3. Jak interpretowac prawdopodobienstwo warunkowe w kontekscie zawezenia
przestrzeni prob?

4. Kiedy zdarzenia losowe nazywamy niezaleznymi?

5. W jakich sytuacjach stosujemy prawo catkowite prawdopodobienstwa?
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Jaka interpretacje ma wzoér Bayesa i jakie problemy pozwala rozwigzywac?
Co to jest zmienna losowa dyskretna i w jaki sposéb opisuje sie jej rozktad?

Jak obliczamy wartos$c¢ oczekiwang i wariancje zmiennej losowe;j?

© ©® N o

Jakie znaczenie praktyczne ma prawo wielkich liczb?

10. Jak interpretowac nierownos$é Czebyszewa?

Podsumowanie

W trakcie ¢éwiczen studenci poznali podstawowe narzedzia rachunku
prawdopodobienstwa i teorii zmiennych losowych dyskretnych. Przeanalizowane
zostaty zaréwno klasyczne problemy probabilistyczne, jak i zadania wykorzystujgce
prawdopodobienstwo warunkowe, niezaleznos¢ zdarzen oraz wzor Bayesa.

Omowiono réwniez wiasnosci wartosci oczekiwanej i wariancji oraz ich
zastosowanie do analizy losowych proceséw powtarzalnych. Wprowadzenie prawa
wielkich liczb i nierdwnosci Czebyszewa pozwolito na zrozumienie zachowania
Srednich z duzej liczby préb losowych i ocene koncentracji wynikdow wokdt wartosci
oczekiwane,j.

[1] Fatda B., Gruszecki L., Wstep do matematyki dyskretnej. Wydawnictwo KUL,
Lublin. 2010.

[2] Kordecki W., tyczkowska-Hanékowiak A., Matematyka dyskretna dla
informatykow. Helion, Gliwice. 2018.

[3] Jabtonski S., Wistep do matematyki dyskretnej. PWN, Warszawa, 1991.
[4] Murat M., Gorgol |., Matematyka dyskretna w zadaniach. PWN, Warszawa, 2024
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Materiaty do przedmiotu:

Matematyka dyskretna z elementami teorii
liczb

Cwiczenia nr 8

Reprezentacja grafow: listy sasiedztwa,
macierz incydencji. Implementacja i analiza
algorytmoéw przeszukiwania grafow.
Rozwigzanie problemu komiwojazera

Autorzy:

dr hab. Adam Kiersztyn
mgr Krystyna Kiersztyn
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Wprowadzenie, tematyka zajeé

Podstawowe pojecia teorii grafow
Grafem nazywamy pare
G = (V,E),

gdzie V jest niepustym, skoriczonym zhiorem wierzchotkdéw, a E jest zbiorem
krawedzi (graf nieskierowany) lub fukéw (graf skierowany).

e W grafie nieskierowanym krawedz jest parg nieuporzadkowang {u, v}.
o W grafie skierowanym tuk jest parg uporzgdkowang (u, v).

e Dwa wierzchotki pofgczone krawedzig (lub Yukiem) nazywamy sgsiednimi.

Stopnie wierzchotkdéw i podstawowe wtasnosci

Stopniem wierzchotka v nazywamy liczbe krawedzi incydentnych z vi oznaczamy
przez deg (v).

Zachodzi zaleznos¢:

Zdeg(v)zZlEI.

VvEV
W graf skierowanym wyrdzniamy
e stopien wejsciowy: deg ~(v)- liczba fukéw wchodzacych do v,

e stopien wyjsciowy: deg " (v)- liczba tukéw wychodzacych z v.

Grafy eulerowskie
Graf nieskierowany:
e jest eulerowski, gdy jest spojny i kazdy wierzchotek ma stopien parzysty,

e jest poteulerowski, gdy jest spdjny i doktadnie dwa wierzchotki majg stopien
nieparzysty.

Kryterium to opiera sie wytacznie na stopniach wierzchotkow.
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Reprezentacje grafow
Listy sgsiedztwa
Kazdemu wierzchotkowi przypisujemy liste jego sgsiaddw.
Reprezentacja ta:
e jestczytelna tablicowo,
e pozwala tatwo wyznaczac stopnie,

e jest naturalna przy BFS i DFS.

Macierz sgsiedztwa
Dla grafu o n wierzchotkach definiujemy macierz:

A=(ay)a = {1 jesliistnieje krawedz/tuk i — j,
B N (0 w przeciwnym razie.

Dla grafu nieskierowanego macierz jest symetryczna.

Macierz incydencyi
Dla grafu nieskierowanego:

B = {1 jesli wierzchotek v jest kohcem krawedzi e,
ve 0 W przeciwnym razie.

Kazda kolumna zawiera doktadnie dwie jedynki.

Dla grafu skierowanego (konwencja —1, +1J:

+1 jeSli tuk e wchodzi do v,

—1 jeSli fuk e wychodzi z v,
Bye = {
0 W przeciwnym razie.

Suma elementow w kazdej kolumnie wynosi 0.

Przeszukiwanie grafow

BFS (Breadth-First Search) polega na odwiedzaniu wierzchotkéw warstwami,
wedtug rosngcej odlegtosci od wierzchotka startowego.
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Wtasnosci BFS:
e wyznacza najkrotsze Sciezki w grafie niewazonym,
e buduje drzewo BFS,
e umozliwia sprawdzanie spdjnosci grafu,
e pozwala badac¢ dwudzielnosc¢ grafu.

Odlegtosé w BFS oznacza liczbe krawedzi na najkrétszej Sciezce.

DFS (Depth-First Search) polega na przechodzeniu w gtab grafu, dopdki jest to
mozliwe, a nastepnie cofania sie (backtracking].

Wtasnosci DFS:
e buduje drzewo DFS,
e umozliwia wykrywanie cykli,
e stuzy do wyznaczania porzadku topologicznego,
e pozwala wykrywa¢ mosty i punkty artykulaciji.

Kolejnos¢ odwiedzin w DFS zalezy od kolejnosci sagsiadow.

Cykle Hamiltona i problem komiwojazera (TSP)

Cyklem Hamiltona nazywamy cykl przechodzgcy przez kazdy wierzchotek grafu
doktadnie jeden raz.

Problem komiwojazera (TSP) polega na znalezieniu najkrétszego cyklu Hamiltona w
petnym grafie wazonym.

Wrasnosci:
e cyklijego odwrdcenie majg te samg dfugosg,
e liczba mozliwych tras ro$nie bardzo szybko ((n — 1)!),

e dla matych graféow mozliwe jest reczne przeglagdanie permutacji z
wykorzystaniem prostych kryteriéw odrzucania tras.
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Cel éwiczenia/laboratorium

Celem ¢wiczenia jest:
e zapoznanie sie z podstawowymi reprezentacjami grafow,
e nabycie umiejetnosci recznego wykonywania algorytmow BFS i DFS,
e analiza wtasnosci graféw na podstawie ich struktury,

e rozwigzanie prostych instancji problemu komiwojazera ~metodami
tablicowymi.

Instrukcja laboratoryjna/éwiczeniowa

Przyktad 8.1
Dany jest graf nieskierowany ¢ = (V,E), gdzie
V =1{1,2,3,4,5,6}

oraz
E = {{1,2},{1,3},{2,3},{2,4},{3,5}, {4,5}, {4,6}}.

Zapisz liste sgsiedztwa (w porzadku rosngcym).
Oblicz stopnie wszystkich wierzchotkow.

Sprawdz, czy graf jest eulerowski / péteulerowski .

Rozwigzanie

1) Dla badanego grafu lista sgsiedztwa ma postac:
1:2,3
2:1,3,4
3:1,2,5
4:2,5,6
5:3,4

6:4

2) W oparciu o liste sgsiedztwa wyznaczamy stopnie poszczegodlnych wierzchotkow:
deg (1) = 2,deg (2) = 3,deg (3) = 3,deg (4) = 3,deg (5) = 2, deg (6) = 1.
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E Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez

Unie Europejska

Projekt wspétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU
SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) "POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00

123



-~
e w i

Lo
TECHNOLOQIEX]

Sumastopni:2+3+3+3+2+1=14,wiec|E |= % = 7 (zgodnie z danymi).

3) Sprawdzenie, czy graf jest eulerowski.

Graf eulerowski & wszystkie stopnie parzyste. W naszym przypadku, wtasnosc ta
nie jest spefniona.

Graf péteulerowski (istnieje droga Eulera) & doktadnie dwa wierzchotki nieparzyste.

W naszym grafie wierzchotki nieparzyste: 2,3,4,6, wiec nie jest pdteulerowski.

Przyktfad 8.2
Dla grafu z Przyktadu 8.1 numerujemy krawedzie:
e; = {1,2}, e, = {1,3},
es = {2,3}, e, = {24},
es = {3,5}, e = {4,5},
e; = {4,6}.

Zapisz macierz incydencji B rozmiaru 6 X 7, gdzie

B = {1 gdy v jest kohcem krawedzi e,
ve |0 w p.p.

Rozwigzanie
Wiersze: 1, ...,6. Kolumny: e, ..., e;.
Wierzchotek 1 jest incydentny z e,, e,. Podobnie dla pozostatych wierzchotkow:
22zeq,e3 6.
32zey,e36s.
4zeyegeq.
S zes, €.
6ze,.

Zatem macierz ma postac:
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TEEHnDLDgIEi—./\:

€1 €2 €3 €4 €5 € ¢y

1 1.1 0 O O 0 O

2 1 0 1 1 0 0 O

B=3 0 1 1 0 1 0 O

4 0 0 0 1 0 1 1

5 0 0 0 0 1 1 O

6 0 0 O O 0O 0 1

Przyktfad 8.3
Rozwaz graf nieskierowany G o wierzchotkach V = {A,B,C,D,E,F, G} i krawedziach:
{A,B},{A,C},{B,D},{B,E},{C,F},{E,F},{D,G},{F,G}.

e Wykonaj przeszukiwanie wszerz (BFS) od A przy zatozeniu, ze sgsiadéw
przeglgdamy alfabetycznie.

e Podaj kolejnosé zdejmowania z kolejki.

e Podajwarstwy Ly, Ly, Lo, ....

e Zapisz drzewo BFS (krawedzie rodzic—dziecko).
Rozwigzanie

Listy sgsiedztwa (alfabetycznie):

Algorytm BST:

Start: kolejka [A], A odwiedzony, dist(4) = 0.

Krok po kroku (zdejmowanie z kolejki):

Zdejmij A. Dodaj nieodwiedzonych sgsiaddéw B, C. Kolejka [B’ C].

Rodzice: B « A, C « A. Odlegtosci: 1.

Zdejmij B. Sgsiedzi: A (juz odwiedzony), D (nowy), E (nowy). Kolejka [C’ D’ E].
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Rodzice: D « B, E < B. Odlegtosci: 2.
Zdejmij C. Sgsiedzi: A (juz odwiedzony], F (nowy). Kolejka [D’ E’ F].
Rodzic: F « C. Odlegtosé: 2.
Zdejmij D. Sasiedzi: B (juz odwiedzony), G (nowy). Kolejka [E’ F’ G].
Rodzic: G < D. Odlegtosc: 3.
Zdejmij E. Sgsiedzi: B (juz odwiedzony), F (juz odwiedzony). Kolejka [F’ G].
Zdejmij F. Sgsiedzi: C,E, G (wszyscy juz odwiedzeni). Kolejka [G].
Zdejmij G. Koniec.
1) Kolejno$¢ zdejmowania:
AB,C,D,E,F,G.

2) Warstwy (odlegtosci od A):

Lo = {A}

L, ={B,C}
L, ={D,E,F}

Ly = {G}

3) Drzewo BFS (krawedzie rodzic-dziecko]:
(4,B),(4,C),(B,D),(B,E),(C,F),([D,G).

Przyktfad 8.4
Dany jest graf skierowany o wierzchotkach V = {1,2,3,4,5,6} oraz tukach:
1-21-3,2—->42-53->54-56,5-6.

e Wykonaj przeszukiwanie w gtgb (DFS) startujgc od 1, a sgsiadéw odwiedzaj w
porzadku rosngcym.

e Podaj kolejnos¢ pierwszych odwiedzin wierzchotkow.
e Podaj krawedzie drzewa DFS.
Rozwigzanie

Wyznaczamy liste sgsiedztwa

1: 2,3
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2: 4,5
3:5
4: 6
5:6
6: 0
Start DFS(1):
Odwiedzamy 1, idziemy do 2.
W 2:idziemy do 4.
W 4:idziemy do 6.
6 konczy sie (brak wyjs$é), wracamy do 4, potem do 2.
W 2 kolejny sagsiad to 5: wchodzimy do 5.
W 5 sgsiad 6 juz odwiedzony.
Wracamy do 1, teraz sgsiad 3: wchodzimy do 3.
W 3 sgsiad 5 juz odwiedzony.
1) Kolejnos$¢ pierwszych odwiedzin:
1,2,4,6,5,3.
2) Krawedzie drzewa DFS (te, ktdrymi weszliS§my do nowego wierzchotkal:
1-52,2->44-562—-51-3.

Przyktfad 8.5

Dla digrafu z Przyktadu 8.4 zbuduj macierz incydencji B rozmiaru 6 X 7 przy
konwenc;ji:

—1 gdy tuk e wychodzi z v,
B,. =4+1 gdy{uk e wchodzi do v,
0 wpp.

Przyjmij kolejnosc¢ tukow:
e;:1—>2,e,:1>3,e3:2>4,e4:2—>5,e5:3 > 5,e4:4—>6,e,:5—> 6.

Rozwigzanie
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Wpisujemy w kazdej kolumnie dokfadnie jedno —1 (w wierszu zréd+a) i jedno +1 (w
wierszu celu):

e € €3 €4 €5 €g €y

1 -1 -1 0 0 0 0 0
2 41 0 -1 -1 O 0 0
B=3 0 +1 0 0 -1 0 0
4 0 0 +1 O 0 -1 0
5 0 0 0 +1 +1 0 -1
6 0 0 0 0 0 +1 +1

Kontrola: suma w kazdej kolumnie to 0. To jest typowa wtasnos¢ takiej macierzy
incydenciji.

Przyktfad 8.6
Dane sg miasta {4, B, C, D, E} oraz symetryczna macierz odlegtosci (km):
A B C D E

A 0 2 9 10 7
B 2 0 6 4 3
c 9 6 0 8 5
D 10 4 8 0 6
E 7 3 5 6 0

Znajdz najkréotszy cykl Hamiltona (problem komiwojazera) startujgcy i kornczacy
wmiescie A.

Wskazowka: mozesz przeglagda¢ permutacje B,C,D, E, ale pamietaj, ze cykl i jego
odwrocenie majg te sama dtugosc.

Rozwigzanie
Szukamy minimalnej dfugosci trasy:
A - (permutacja B,C,D,E) — A.
Poniewaz graf jest symetryczny, cykl
A->x1 9 x,ox3>x,>4A
ma te samg dfugosc co odwrdcony
A > x4 > X3 Xy 2 X1 2 A

Mozemy wiec liczy¢ tylko te permutacje, w ktérych np. x; < x, w jakims ustalonym
porzadku literowym; ale tu policzymy rozsadny podzbidr i wskazemy minimum.
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Policzmy dtugosci kilku wybranych drog
DrogaA— B— D— E— C— Amadfugos¢2+4+6+5+9 =26.
DrogadA — B —-—E—-C—-D — Amadtugosc2+3+5+8+10 =28
DrogaA — B —E —-D —C — Amadtugosc2+3+6+8+9 =28
DrogadA — B —-D —-C—E — Amadtugosc2+4+8+5+7=26
DrogaA — E—-B—-D —-C— Amadtugos¢c7+3+4+8+9 =31
A—E—B—D— C — A juzjest niewtasciwe (31), wiec patrzymy na trasy oparte
na matowartosciowych krawedziach: z tabeli widac, ze najtarisze sg m.in.A — B =
2,B—-—E=3B—-D=4,C—-E=5B—-(C=6,D—FE=6.
Sprawdzmy jeszcze drogi:
A—-—C—-—FE—-—B—-D—-A94+5+3+4+10=31
A-D—-B—-FE—-C—-A10+4+3+5+9=31
Widzimy, ze 26 pojawia sie juz rozwazanych trasach Upewnijmy sig, czy da sie zejs¢
ponizej wartosci 26.
Zeby mieé < 26, suma pieciu krawedzi musiataby byé < 25. Poniewaz zawsze musimy

uzy¢ dwoch krawedzi incydentnych z 4, a najtaniej z A jest do B(2) oraz do E(7) lub
do C(9) lub do D(10). Najlepszy ,start” to wiec 2 + 7 = 9 (czyli A taczy sie z B i E).

Wtedy pozostate trzy krawedzie (tgczgce C,D i spinajgce Srodek trasy) musiatyby
da¢ <25 -9 = 16.

Ale trzy krawedzie w srodku, nawet bardzo dobre,tonp.B — D =4,D — C=8,C —
E = 5daje 17 (juz zaduzo),alboB — E=3,E — C=5,C — D = 8tez 16, ale wtedy
trzeba sprawdzi¢ spdjnosc cyklu (czy nie dublujemy stopni w wierzchotkach). Przy
strukturze cyklu z A do B i E typowy kandydat to:

A—-B—-—D—-C—-E—-A=2+4+8+5+7=26

albo
A—-B—-E—-C—-D—-A=2+3+5+8+10=28.

Zeby uzyskaé 25 lub mniej, musieliby$my unikaé ,drogich” ¢ — A=9iD — A= 10
na koncu, ale jesli A jest potgczone z B i E, to koncowki sg wtasnieAd — Bi A — E,
co jest juz ustalone (najlepsze). Wtedy w $rodku musimy potgczyé C i D w cykl tak,
by kazdy miat stopien 2. W praktyce wymusza to uzycie jednej z krawedzi C — D =
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8, —B=6,C —E=5D — B=4,D — E = 6.Minimalny rdzen pasujacy do cyklu
daje co najmniej 4+ 8+ 5 = 17(jak wyzej) lub inne kombinacje nie schodzgce
ponizej 17 bez Yamania stopni. Zatem <26 nie da sie uzyskag.

Wniosek: minimalna dtugosc¢ to 26 km, a przyktadowe optymalne cykle:
A->B->D-C—-E - A26)
A->B->D->E-C(C - A(26)

Cwiczenia samodzielne

Zadanie 8.1

Dany jest graf nieskierowany

V ={1,2,3,4},

E = {{1,2},{2,3},{3,4}}.
e Zapisz listy sgsiedztwa grafu.
e Oblicz stopnie wierzchotkéw.

e Sprawdz, czy graf jest spdjny.

Zadanie 8.2
Dany jest graf nieskierowany
V ={A,B,C,D,E},
E = {{A,B},{A,C},{B,C},{C,D},{D,E}}.
e Zapisz macierz sgsiedztwa.
e Oblicz liczbe krawedzi na podstawie macierzy.

e Wskaz wszystkie trojki wierzchotkéw tworzace tréjkat.
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Zadanie 8.3
Dany jest graf nieskierowany o macierzy incydenc;ji:

B W N -
oo R RmD
oRror®
oRrRrol
Rk ool

e Opisz zhidr krawedzi.
e Narysuj graf,
e Podaj stopnie wierzchotkow.

Zadanie 8.4

Dany jest graf nieskierowany

V =1{1,2,3,4,5,6},

E = {{1,2},{1,3},{2,4},{2,5}, {3,6}}.
e Zapisz listy sgsiedztwa.
e Zapisz macierz incydencji.

e Wskaz wszystkie liscie grafu.

Zadanie 8.5
Dany jest graf skierowany
V={A,B,C, D}
E={A-BA-CB-D,C- D}
e Zapisz macierz sgsiedztwa.,
e Zapisz macierz incydencji w konwencji —1, +1.

e Podaj stopnie wejsciowe i wyjsciowe wierzchotkdw.
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Zadanie 8.6

Dany jest graf nieskierowany.

V={A,B,C,D},

E={A-B,A->CB-D,C- D}
e Podaj zaleznosé miedzy sumg stopni wierzchotkow a liczbag krawedzi.
e Uzasadnij te zaleznosé.

e Zastosuj jg do dowolnego przyktadu grafu o co najmniej 6 wierzchotkach.

Zadanie 8.7
Dany jest graf nieskierowany:
Vv ={A,B,C,D,E}
E ={{A,B},{A,C},{B,D},{C,E}}.
e Wykonaj BFS od wierzchotka A, przyjmujac porzadek alfabetyczny sgsiadow.
e Podaj kolejnos¢ odwiedzin.
e Wyznacz warstwy BFS.

e Zapisz drzewo BFS.

Zadanie 8.8
Dany jest graf nieskierowany.
V ={A,B,C,D},
E={A-B,A-CB-D,C- D}
e Wyjasnij, kiedy BFS moze postuzyc¢ do sprawdzenia spojnosci grafu.

e Jakie wnioski mozna wyciggngc¢, jesli BFS nie odwiedzi wszystkich
wierzchotkéw?
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Zadanie 8.9
Dany jest graf nieskierowany:
V =1{1,2,3,4,56}
E ={{1,2},{1,3},{2,4},{3,4},{4,5},{5,6}}.

e Wykonaj BFS od wierzchotka 1.
e Podaj najkrotszg $ciezke (w liczbie krawedzi) z 1 do 6.

e Podaj dfugosc tej Sciezki.

Zadanie 8.10
Dany jest graf nieskierowany.
V =1{1,2,3,4,56}
E ={{1,2},{1,3},{2,4},{3,4},{4,5},{5,6}}.

e Wyjasnij, w jaki sposob BFS moze stuzy¢ do sprawdzania, czy graf jest
dwudzielny.

e Podaj przyktad grafu dwudzielnego i niedwudzielnego.

Zadanie 8.11
Dany jest graf skierowany:
1-2,1-3,2-43-4.
e Wykonaj DFS od wierzchotka 1 (sgsiedzi rosnaco].
e Podaj kolejnos¢ odwiedzin.

e Zapisz drzewo DFS.

Pytania pomochnicze

1. Jaka jest roznica pomiedzy BFS a DFS?
2. Dlaczego BFS wyznacza najkrotsze Sciezki w grafie niewazonym?

3. 0d czego zalezy kolejnos¢ odwiedzin w DFS?
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4, Dlaczego w TSP mozna pominac cykl i jego odwrdcenie?

Podsumowanie

Podczas c¢wiczern omdéwiono podstawowe pojecia teorii graféw, sposoby ich
reprezentacji oraz algorytmy przeszukiwania grafow. Przedstawione metody
umozliwiajg analize struktury grafdéw oraz rozwigzywanie klasycznych problemadw,
takich jak problem komiwojazera, dla niewielkich instanc;ji.

[1] Fatda B., Gruszecki L., Wsstep do matematyki dyskretnej. Wydawnictwo KUL,
Lublin. 2010.

[2] Kordecki W., tyczkowska-Hanc¢kowiak A., Matematyka dyskretna dla
informatykow. Helion, Gliwice. 2018.

[3] Jabtonski S., Wistep do matematyki dyskretnej. PWN, Warszawa, 1991.
[4] Murat M., Gorgol |., Matematyka dyskretna w zadaniach. PWN, Warszawa, 2024
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Materiaty do przedmiotu:

Matematyka dyskretna z elementami teorii
liczb

Cwiczenianr 9

Implementacja drzew binarnych i operacji na
nich. Eksperymentalna analiza r6znych metod
wyszukiwania

Autorzy:

dr hab. Adam Kiersztyn
mgr Krystyna Kiersztyn
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Wprowadzenie, tematyka zajeé

Drzewo binarne
Drzewem binarnym nazywamy uporzadkowang strukture:
T =(V,E)

gdzie:

e 1 jest skonczonym zbiorem weztow,

e E CV XV jestzbiorem krawedzi,
kazdy wezet ma co najwyzej dwoje dzieci, wyrdznionych jako lewe i prawe.
Pojecia podstawowe:

e korzen — wezet bez rodzica,

e iS¢ — wezet bez dzieci,

e wysokos¢ drzewa - liczba krawedzi na najdtuzszej $ciezce od korzenia do

liscia,

e poziom wezta - liczba krawedzi od korzenia do danego wez+ta.

Przechodzenie drzewa
DFS (Depth First Search]):
e preorder (NLR): wezet — lewy — prawy,
e inorder (LNR): lewy — wezet — prawy,
e postorder (LRN]): lewy — prawy — wezet.
BFS (Breadth First Search]):
e przechodzenie poziomami,
e implementowane z uzyciem kolejki FIFO.
Binarne drzewo wyszukiwan (BST)
BST jest drzewem binarnym spetniajgcym warunek:
Vv € V:klucze (L(v)) < klucz(v) < klucze(R(v))

gdzie L(v) oraz R(v)oznaczajg odpowiednio lewe i prawe poddrzewo wezfa v.
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Wtasnosci BST:
e inorder zawsze generuje cigg kluczy w porzgdku rosngcym,
e koszt wyszukiwania jest proporcjonalny do wysokosci drzewa,
e w najgorszym przypadku BST moze ulec degeneracji do listy.
Usuwanie weztow w BST
Rozrézniamy trzy przypadki:
e usuwany wezet jest lisciem,
e usuwany wezet ma jedno dziecko,

e usuwany wezet ma dwoje dzieci — stosuje sie nastepnik lub poprzednik
inorder.

Cel éwiczenia/laboratorium

Celem ¢wiczen jest:
e zapoznanie studentow z formalng definicjg drzew binarnych i BST,
e praktyczne opanowanie algorytmow przechodzenia drzew,
e zrozumienie wptywu struktury drzewa na efektywnos¢ wyszukiwania,

e rozwijanie umiejetnosci analizy algorytméw na podstawie prostych
eksperymentow,

o ksztattowanie umiejetnosci rysowania i interpretacji struktur drzewiastych.

Instrukcja laboratoryjna/éwiczeniowa

Przyktad 9.1.

Dane jest drzewo binarne:

A
/\
B C
/\ N\
DE F
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e Zapisz drzewo jako strukture weztow: (klucz, lewy, prawy).

e Podaj: liczbe weztdw, liczbe lisci, wysokos$é (liczba krawedzi na najdtuzsze;j
Sciezce od korzenia do liscia).

Rozwigzanie.

Reprezentacja weztowa:

A: (A B, C)

B: (B, D, E)

C:(C, 9, F)

D: (D, @, 9)

E: (E, 9, 9)

F: (F, @, 9)

Analizowane drzewo ma nastepujgce wtasnosci:
e Liczba weztéw wynosi 6 (A,B,C,D,E,F).
e Liczbalisciwynosi3:D, E, F.

e Wysokos¢ drzewa, czyli najdtuzsza Sciezka wynosi 2, bowiem: A-B-D lub A-
B-E lub A-C-F ma 2 krawedzie

Przyktfad 9.2.

Dla drzewa z Przyktadu 9.1 wypisz kolejno wezty w porzgdkach: preorder, inorder,
postorder.

Rozwiqgzanie.
Drzewo:

A

/\

B C
/\ A\
DE F

Preorder (NLR],czyli najpierw wezet, potem lewy, nastepnie prawy. W takim
przypadku mamy:
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Inorder (LNR),czyli lewy, wezet, prawy. W takim przypadku mamy: D, B, E, A, C, F
Postorder (LRN],czyli lewy, prawy, wezet. W takim przypadku mamy: D, E, B, F, C, A

Przyktad 9.3
Zbuduj drzewo BST (Binary Search Tree) przez wstawianie kluczy w kolejnosci:
8,3,10,1, 6,14, 4,7,13.

Narysuj drzewo koricowe i podaj inorder.

Rozwigzanie.
Wstawiamy po kolei zgodnie z regutg BST: lewo < wezet < prawo.
Koncowe drzewo ma postac:
8
/ \
3 10
/NN
1 6 14
/N
4 7 13
Inorder w BST daje klucze w kolejnosci rosngcej:l, 3, 4, 6,7, 8,10, 13, 14.

Przyktfad 9.4
Dla BST z Przykfadu 9.3 wykonaj wyszukiwanie klucza 7 oraz 2.

Policz liczbe poréwnan typu ,,czy szukany < aktualny?” / ,czy szukany > aktualny?”
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Rozwigzanie.
BST:
8
/\
3 10
/NN
16 14
/N7
4 7 13
Szukanie elementu 7
Sciezka: 8 —»3 — 6 — 7.
Odwiedzone wezty: 4, wiec odnotowujemy 4 poréwnania/wizyty.
Szukanie elemtntu 2
Sciezka: 8 — 3 — 1 — [prawy syn @) bo:
2<8 — lewo
2<3 — lewo
2>1 — prawo (brak]

Odwiedzone wezty: 3 (8,3,1), potem koniec na 0.

Przyktfad 9.6.

W BST z Przyktadu 9.4 usun kolejno:
a) 7 (lisc)

b) 14 (wezet z jednym dzieckiem)

c) 3 (wezet z dwoma dzieémi) — uzyj nastepnik inorder.
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Rozwigzanie.

a) Element 7 jest liSciem, zatem po prostu odpinamy ten element i otrzymujemy
drzewo:

8

/\

3 10
/NN
16 14

/o
4 13

b) Element 14 ma jedno dziecko ( element 13), zatem zastepujemy 14 jego jedynym
dzieckiem:

8
/\
3 10

c) Element 3 ma dwoje dzieci: 1 oraz 6

Nastepnik inorder dla 3 to najmniejszy w prawym poddrzewie 3, czyli 4 (bo w prawym
poddrzewie jest 6 z lewym dzieckiem 4). Wykonujemy nastepujgce kroki:

Zamien warto$¢ wezta 3 na 4. Usun ,stare” 4 z miejsca, gdzie by+to (lis¢ pod 6).

Otrzymujemy nastepujgcy wynik (z wersji po b):

8
/\
4 10
/NN
1 6 13
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Przyktad 9.7.

Rozwaz dwa BST zawierajgce te same klucze: 1,2,3,4,5,6,7.

BST zbudowane przez wstawianie w kolejnosci rosnacej: 1,2,3,4,5,6,7.

BST idealnie zréwnowazone (minimalna wysokos$c).

a) Narysuj oba drzewa.

b) Dla kazdego drzewa policz liczbe wizyt weztdw przy wyszukiwaniu 7 oraz 4.
Rozwigzanie.

a) Drzewo zdegenerowane (rosngce wstawianie) o wysokos$ci 6:

1

\
7
a) Drzewo zréwnowazone (np. korzen 4)
4
/\
2 6
/\ 7\
1 35 7

Wysokosc¢ tego drzewa wynosi jedynie 2.
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b) Wyznaczamy liczbe wizyt przy wyszukiwaniu elementu 7:

e Drzewo zdegenerowane odwiedzamy kolejno: 1,2,3,4,5,6,7 zatem mamy 7
wizyt

e Drzewo zrownowazone: 4 — 6 — 7. Liczba wizyt ogranicza sie do 3.
Podobnie przy wyszukiwaniu elementu 4:
e Drzewo zdegenerowane: 1 -2—3—4, az 4 wizyty

e Drzewo zrownowazone: 4 , tylko 1 wizyta

Przyktad 9.8.

Dane jest drzewo (kazdy wezet to ,stan”), szukamy pierwszego wezta z etykietg X:

/\
X G

a) W jakiej kolejnos$ci odwiedzi wezty DFS (preorder), zaktadajgc ze zawsze idziesz
najpierw w lewo? lle wizyt do znalezienia X?

b) W jakiej kolejno$ci odwiedzi wezty BFS? lle wizyt do znalezienia X?

c) Ktéra metoda ma tu mniejszy koszt i dlaczego?

Rozwigzanie.

a) DFS preorder (lewo przed prawym)

Kolejnosé: S, A, C, D, X, ...

Znalezienie X po wizytach: S(1), A(2), C(3], D(4), X(5), czyli potrzeba 5 wizyt.
b) BFS (poziomami)

Poziomami: S, A,B,C,D, E, F X, ...

Znalezienie X po wizytach: S(1), A(2), B(3), C(4), D(5), E(6), F(7), X(8), zatem
odnotowujemy az 8 wizyt.
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c) Wniosek

Tu DFS wygrywa, bo cel X lezy ,gteboko, ale w lewym poddrzewie”, a DFS szybko
schodzi w gtgb. BFS jest korzystny, gdy spodziewasz sig celu ptytko (ma+ty poziom)

Cwiczenia samodzielne

Zadanie 9.1
Dane jest drzewo binarne:
A
/\
B C
a) Podaj liczbe weztéw oraz lisci.
b) Podaj wysokos$¢ drzewa.

c) Zapisz drzewo w postaci (klucz, lewy, prawy).

Zadanie 9.2
Dla drzewa:
A
/
B
/
C
a) Okresl, czy jest to drzewo zdegenerowane.
b) Podaj jego wysokos$é.

c) Podaj liczbe lisci.
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Zadanie 9.3
Dla drzewa:

1

/\

2 3
Wypisz kolejnos¢ weztdw dla:
a) preorder
b) inorder

c) postorder

Zadanie 9.4
Dla drzewa:
K
/\
L M

/
N

L

POLITECHNIKA
LUBELSKA

Wypisz kolejnos¢ przejscia BFS (przechodzenie poziomami).

Zadanie 9.5
Dane jest drzewo:
A
/\
B C
/\
D EF
Wypisz kolejnosc:

a) preorder
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b) inorder

c) postorder

Zadanie 9.6

Dla drzewa z Zadania 9.5:

a) Wypisz kolejnosc¢ BFS.

b) Podaj stan kolejki po kazdym kroku algorytmu BFS.

Zadanie 9.7

Dla tego samego drzewa:
A

/ \

B C

/\ O\

DE F

Podaj:

a) liczbe weztéw odwiedzonych przez DFS preorder do momentu znalezienia wezta
E,

b) liczbe weztdw odwiedzonych przez BFS do momentu znalezienia wezta E.

Zadanie 9.8

Zbuduj BST, wstawiajgc kolejno klucze:
5,2,8.

a) Narysuj drzewo koricowe.

b) Podaj jego wysokos$é.

c) Podaj inorder.
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Zadanie 9.9

Zbuduj BST przez wstawianie kluczy:
7,4,91,6.

a) Narysuj drzewo.

b) Wypisz inorder.

c) Podaj liczbe lisci.

Zadanie 9.10

Zbuduj BST dla ciggu:

10, 5,15, 3, 7,12.

a) Narysuj drzewo.

b) Podaj wysokos$¢ drzewa.

c) Podaj wezty na poziomie 2 (korzen na poziomie 0).

Zadanie 9.11

Dla BST zbudowanego z kluczy:
8,3,10,1,6,14

a) Podaj $ciezke wyszukiwania klucza 6.
b) Policz liczbe odwiedzonych weztéw.

c) Czy wyszukiwanie zakonczy+to sie sukcesem?

Zadanie 9.12

Dla tego samego BST (Zadanie 9.11):
a) Wykonaj wyszukiwanie klucza 2.
b) Podaj liczbe poréwnan.

c] W ktérym momencie algorytm konczy dziatanie?
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Zadanie 9.13

Dane sg dwa BST zawierajgce klucze {1,2,3,4,5}:

jedno zbudowane przez wstawianie w kolejnosci rosnacej,
drugie zbudowane w kolejnosci: 3,1,5,2,4.

a) Narysuj oba drzewa.

b) Poréwnaj wysokosci.

c) Porédwnaj liczbe wizyt przy wyszukiwaniu klucza 4.

Zadanie 9.14
Dla BST:
5
/\
3 7
Usun klucz 3.
a) Narysuj drzewo po usunigciu.

b) Okresl, ktéry przypadek usuwania wystapit.

Zadanie 9.15
Dla BST:

8

/\

Usun klucz 10.
a) Narysuj drzewo wynikowe.

b) Podaj, jak zmienita sie wysokosc¢ drzewa.
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Zadanie 9.16
Dla BST:
6
/\
39
/\ N\
1 410
Usun klucz 3, stosujac nastepnik inorder.
Zadanie 9.17
Dane jest drzewo:
S
/ \
A B
/\
CD
/
X
a) Podaj kolejnos¢ DFS preorder.
b) Podaj kolejnos$é BFS.

c) lle weztéw odwiedzi kazda metoda do znalezienia X?

Zadanie 9.18
Dla drzewa:
R
/\

P Q
/

X
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a) Ktora metoda (DFS czy BFS]) znajdzie X szybciej?

b) Uzasadnij odpowiedz, liczgc odwiedzone wezty.

Zadanie 9.19

Dane s3a klucze: 1,2,3,4,5,6,7.

a) Zbuduj BST z minimalng mozliwg wysokoscia.
b) Podaj jego wysokos$é.

c) Podaj maksymalng liczbe poréwnan przy wyszukiwaniu elementu.

Pytania pomochnicze

J—

Czym rozni sie drzewo binarne od binarnego drzewa wyszukiwan?
Dlaczego inorder w BST generuje cigg uporzadkowany?

Od czego zalezy koszt wyszukiwania w BST?

W jakich sytuacjach BFS jest lepszy od DFS?

Jakie sg konsekwencje degeneracji BST?

oo s N

Dlaczego usuwanie wezta z dwoma dzie¢mi jest bardziej ztozone?

Podsumowanie

W trakcie ¢wiczen studenci poznali drzewa binarne jako fundamentalng strukture
matematyczno-algorytmiczng. Przeéwiczono zaréwno podstawowe operacje
strukturalne, jak i algorytmy wyszukiwania oraz modyfikacji BST. Analiza liczby
odwiedzonych weztow pozwolita empirycznie potwierdzi¢ wptyw wysokosci drzewa
na efektywnos$¢ algorytmoéw oraz zilustrowac¢ rdéznice pomiedzy zachowaniem
struktur zrownowazonych i zdegenerowanych.
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Materiaty do przedmiotu:

Matematyka dyskretna z elementami teorii
liczb

Cwiczenia nr10

Implementacja i analiza struktur
matematycznych. Eksperymentalna
weryfikacja twierdzen matematyki dyskretnej

Autorzy:

dr hab. Adam Kiersztyn
mgr Krystyna Kiersztyn
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Wprowadzenie, tematyka zajeé

Zbiory i operacje na zbiorach

Niech U bedzie skoriczonym uniwersum

Dla zbioréw A, B € U definiujemy:
AUB={x€eU:x€AVxE€EB},
ANB={x€eU:x€ ANx € B}.

Reprezentacja bitowa zbioru:

JesliU ={0,1,...,n — 1}, to zbidr A € U reprezentujemy jako wektor bitowy dtugosci
n, gdzie:

. (1 gdyi€A,
b't"_{o gdy i € A.

Przy takich zatozeniach
e suma zbiordw < operacja OR,

e czesc¢ wspodlna < operacja AND.

Relacje i ich wtasnosci
RelacjaR € X X X jest:

e zwrotna, gdy Vx € X: (x,x) €ER,

e symetryczna, gdy Vx,y € X: ((x,y) € R = (y,x) ER),

e przechodnia, gdy Vx,y,z € X:((x,y) ERA(y,z) ER = (x,Z) ER).
Macierz relacji Mp to macierz binarna, gdzie:

M )'_2{1 gdy (i,j) €R,
RZU ™10 w przeciwnym razie.

Domkniecie przechodnie R* to zbidr wszystkich par (x,y), dla ktérych istnieje
Sciezka dtugosci > 1 pomiedzy liczbg x oraz liczbg y.
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Relacje rownowaznosci
Relacja ~ jest relacjg rownowaznosci, gdy jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.
Dla x € X klasa abstrakc;ji:

[x]={y €X:y ~x}.

Zbiér wszystkich klas abstrakcji oznaczamy przez X/~ i nazywamy zhiorem
ilorazowym.

Zasada szufladkowa

Jezeli n obiektéw umiescimy w k szufladkach i n >k, to istnieje szufladka
zawierajgca co najmniej dwa obiekty.

Ciggi rekurencyjne i indukcja
Ciag Fibonacciego:
Fy=0,F, =1,E,=F,_ 1+ F,_,.
Indukcja matematyczna:
e bazaindukcyjna,
e krok indukcyjny: P(n) = P(n+ 1).

Cel éwiczenia/laboratorium

Celem ¢wiczen jest utrwalenie i usystematyzowanie wiadomosci zdobytych podczas
poprzednich zajeé, w szczegolnosci:

e powtodrzenie kluczowych poje¢ i metod omawianych we wczesniejszych
¢wiczeniach,

e uporzagdkowanie zdobytej wiedzy w spdjng catosc,

e utrwalenie umiejetnosci rozwigzywania zadan z dotychczasowego zakresu
materiatu.

Cwiczenia majg na celu zamkniecie pierwszej czesci materiatu oraz przygotowanie
do dalszych zagadnien z zakresu teorii liczb.
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Instrukcja laboratoryjna/éwiczeniowa

Przyktad 10.1
Dane sg zbiory w uniwersum U = {0,1,2,3,4,5,6,7}:
A ={0,1,3,6}, B ={1,2,3,5}, C = {3,4,5,6}.

Zaimplementuj operacje U, N przez maski bitowe dfugosci 8.

Oblicz obie strony tozsamosci
AUBNC)=(AUB)N(AUC)
i potwierdz réwnosc.
Rozwigzanie.
Krok 1: kodowanie maska bitowa.
Indeks bitu = element z U. Bit =1, gdy element nalezy do zbioru.
A={0136}=4A=11010010(od0do7)
B={1235}=B=01110100
C={3456}=C=00011110
Operacje bitowe N= AND, U= OR pozwalajgce na przeprowadzenie dowodu.
Krok 2: lewa strona AU (B N C).
Najpierw obliczamy B n C (AND]):
B=01110100
C=00011110
AND=00010100=BnC ={35.}
Nastepnie obliczamy A U (B n C) (OR):
A=11010010
BNC=00010100
OR=11010110= {0,1,3,5,6}
Krok 3: prawa strona (AUB) N (AU C).
Na poczatku obliczamy A U B (OR):
A=11010010
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B=01110100
OR=11110110 = {0,1,2,3,5,6}.
Nastepnie obliczamyA U C (OR):
A=11010010
c=00011110
OR=11011110= {0,1,3,4,5,6}
Koriczac obliczamy AND:
{0,1,2,3,5,6} N {0,1,3,4,5,6} = {0,1,3,5,6}

Podsumowujac zauwazamy, ze obie strony daja {0,1,3,5,6}, wiec prawo rozdzielnosci
potwierdzone eksperymentalnie na danych.

Przyktad 10.2
Niech X = {1,2,3,4}. DanarelacjaR C X X X:
R ={(1,2),(2,3),(3,4),(1,3)}.
e Zapisz R jako macierz My 4 X 4.
e Sprawdz, czy Rjest przechodnia.
e Wyznacz domkniecie przechodnie Rt .
Rozwigzanie.

Krok 1: macierz relacji. Wiersz = pierwszy element pary, kolumna = drugi.
0 1 1

MR:

(=2 e R )

0 0 1
0 0 O
0 0 O
Krok 2:

Przechodnio$¢: (a,b) € RA(b,c) ER = (a,c) ER.

Mamy (1,2) € R oraz (2,3) € R, wiec powinno by¢ (1,3) € R. Para (1,3) € R zatem
warunek jest spetniony.

Mamy (2,3) € R oraz (3,4) € R, wiec powinno by¢ (2,4) € R. Niestety para ta nie
nalezy do badanej relacji. Zatem R nie jest przechodnia.
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Krok 3:
Wyznaczamy domkniecie przechodnie R*.
Wyznaczamy pary osiggalne sciezka dtugosci > 1.

Z liczby 1 osiggalne sg liczby:1 > 2,1 > 3,atakze1 > 4(bo1—>3->4lubl1->2->
3 — 4],

Z liczby 2 osiggalne sg liczby:2 —» 3,2 » 4 (bo 2 —» 3 — 4],
Z liczby 3 osiggalne sg liczby: 3 — 4.
Z liczhby 4 nie jest osiggalna zadna liczba, zatem
R* =1{(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}.

Nalezy zauwazy¢, ze brak jednej pary (2’ 4) Yfamie przechodnio$¢, ale pojawia sie ona
w R™.

Przykfad 10.3
Na zbiorze A = {0,1,2,3,4,5} zdefiniujmy relacje
X~y < x = y(mod 3).
e Sprawdz, ze jest to relacja rownowaznosci.
e Wyznacz klasy abstrakcji i zbior ilorazowy A/~.
Rozwiqgzanie.

Sprawdzamy, czy relacja ~ jest relacjg rownowaznosci, w tym celu sprawdzamy
zwrotnosgé, symetrie oraz przechodniosé.

Zwrotnosé: relacja x = x (mod 3) jest zawsze spetniona.
Symetria: jest oczywiste, ze x = y(mod 3) = y = x(mod 3).

Przechodnio$é: x =y(mod3)oraz y=z(mod3)=x=z(mod3) - jest to
podstawowa wtasnos¢ kongruenciji.

Wyznaczamy klasy abstrakcji w A oraz zbior ilorazowy.

Reszty mod 3 wynoszg odpowiednio

[0] = {0,3}
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[1] = {1,4}
[2] = {2,5}
Zatem

A/~={{0,3}, {1,4}, {2,5}}.

Przykfad 10.4

LUBELSKA

Dany jest graf nieskierowany G o wierzchotkach V = {1,2,3,4,5} i krawedziach

E ={{1,2},{1,3},{2,3},{2,4},{3,5}}.
e Zapisz listy sgsiedztwa oraz oblicz stopnie wierzchotkow.
e Sprawdz, czy zachodzi wtasnosc:

Zdeg(v)=2|E|.

vev

Rozwiqgzanie.

Wyznaczamy listy sgsiedztwa oraz obliczamy stopnie
wierzchotkow.

Dla wierzchotka 1 sgsiadami sg wierzchotki {2,3} stad deg (1) = 2.
Podobnie dla pozostatych wierzchotkéw:

2:{1,3,4}— deg (2) =3

3:{1,2,5}—>deg(3) =3

4:{2}—>deg(4) =1

5:{3}—>deg(5) =1

Sprawdzamy, czy spetniona jest wfasnosc ZUEV deg(v) =21E1.

Na poczatku stwierdzamy, ze suma stopni: 2+3+3+1+1=10.

Nastepnie zauwazamy, ze | E |= 5, wiec 2 | E |= 10.

Zatem rownosc¢ zachodzi.
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Przyktad 10.6
Mamy 9 liczb catkowitych:
a={2,5,7,11,14,17,20,23,26}.

Pokaz, ze istniejg dwie liczby o tej samej reszcie z dzielenia przez 4.

Rozwigzanie.

Na wstepie zauwazmy, ze reszty mod 4 to tylko: 0,1,2,3. Mamy zatem 4 szufladki. Z
drugiej strony mamy 9 liczb. Jesli rozdzielimy 9 obiektow do 4 szufladek, ktdras
szufladka ma co najmniej [9/4] = 3 elementy, wigc na pewno sg co najmniej dwie z
tg samag reszta.

Sprawdzmy to obliczajgc wszystkie reszty mod 4:

2=2
5=1
7=3
11=3
14 =2
17=1
20=0
23 =3
26 =2

Widzimy np. reszta 3 jest osiggalna dla 3 liczb(7,11,23), reszta 2 jest rowniez
osiggalna dla 3 liczb: (2,14,26), reszta 1 jest osiggalna dla dwdch liczhb: (5,17).

Przyktad 10.7
NieCh FO = 0, F1 = 1, Fn = Fn—l + Fn_z.
Oblicz iteracyjnie F,, ..., Fy.

Udowodnij, ze
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n
> Fe=Fp -1
k=0

Rozwigzanie.
Wypisujemy poczatkowe wyrazy ciggu:

n 012 3 45 6 7 8 9 10
EFL 011 2 3 5 8 13 21 34 55

Badana teza ma postac: P(n): YXi—o Fx = Fnyz — 1
Zgodnie z zasada indukcji sprawdzamy, czy wfasnosc jest prawdziwa dlan = 0:
Fy =0, natomiastF, —1=1-1=0.

Teraz sprawdzamy krok indukcyjny. Zaktadamy prawdziwos$¢ P(n). Wowczas

n+1 n
sz = (ZFk>+Fn+1 = (Fn+2 _1)+Fn+1 = n+3_1'
k=0

k=0
bo Fyi3 = Fpiz + Fuya

Zatem P(n+1) jest prawdziwe. Na mocy zasady indukcji matematycznej
stwierdzamy, ze badana wfasnos$c jest prawdziwa dla dowolnego n.

Cwiczenia samodzielne

Zadanie 10.1
Dane jest uniwersum U = {0,1,2,3,4,5,6,7} oraz zbiory
A=1{0247}B={1237}C=1{2567}

Zakoduj zbiory jako maski bitowe dfugosci 8 (bit i oznacza przynalezno$é elementu
i). Nastepnie oblicz obie strony i sprawdz réwnosé:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Zadanie 10.2
Niech X = {1,2,3,4,5}. Dana relacja:
R ={(1,2),(2,3),(3,5),(1,3),(25}c X x X.
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Zapisz R jako macierz M. Sprawdz, czy relacja jest przechodnia. Jesli nie jest, podaj
najmniejszy (w sensie liczby dodanych par] zbiéor par, ktéry trzeba dodaé, by
otrzymac relacje przechodnia.

Zadanie 10.3
Na zbiorze A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8} zdefiniuj relacje:
x ~y & x = y(mod4).

Sprawdz, czy ~ jest relacjg rownowaznosci. Wyznacz wszystkie klasy abstrakcji oraz
zbidr ilorazowy A/~.

Zadanie 10.4

Wykonaj algorytm Euklidesa dla NWD (924,396). Zapisz wszystkie kroki dzielenia z
reszta. Nastepnie odpowiedz:

e ileiteracji wykonat algorytm,
e jaka wartos¢ ma NWD (924,396),

Zadanie 10.5
Dany jest graf nieskierowany G o wierzchotkach V = {1,2,3,4,5,6} oraz krawedziach:
E = {{1,2},{1,3},{2,3},{2,4},{4,5},{4,6},{5,6}}.

Zapisz listy sgsiedztwa oraz stopnie wszystkich wierzchotkéw. Zweryfikuj na tym
grafie twierdzenie:

Zdeg(v)=2|E|-

VvEV

Zadanie 10.6
Mamy 11 liczb catkowitych:
{3,6,10,15,18,22,27,31,35,39,43}.

e Udowodnij (zasada szufladkowa), ze istniejg dwie liczby o tej samej reszcie z
dzielenia przez 5.

e Wskaz konkretng pare (lub kilka par) o tej samej reszcie.
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Zadanie 10.7
Dla n € N zdefiniujmy funkcje:
s(n) = (suma cyfr liczby n w zapisie dziesigtnym).
Dla liczb n € {1,2, ...,30} policz wartosci s(n) oraz sprawdz, czy prawdziwa jest teza:
n = s(n)(mod 9).
Zadanie 10.8

Niech A ={a,b,c,d}. Zaimplementuj na papierze funkcje f:P(4) - {0,1}*, ktora
kazdemu podzbiorowi przypisuje wektor bitowy obecnosci elementdéw (w ustalonej
kolejnosci a, b, ¢, d).

Nastepnie:
e wypisz wszystkie elementy P(A4) w tej reprezentaciji,
e policz| P(A) | oraz poréwnaj z 2'4,

e wskaz, jak wyglgda operacja U oraz N na wektorach bitowych.

Zadanie 10.9
Niech X = {1,2,3,4}. Dana jestrelacjaR € X X X:
R =1{(11),(2,2),(3,3),(44),(1,2),(2,4),(1,4)}.

e Sprawdz, czy R jest porzadkiem czesciowym (zwrotnos$¢, antysymetria,
przechodnio$d).

e Jesli tak, narysuj diagram Hassego.

e Wyznacz elementy minimalne, maksymalne oraz (jesli istniejg)] element
najmniejszy i najwiekszy.

Pytania pomocnicze

1. Jakie sg zalety reprezentac;ji zbiordw i relacji w postaci struktur binarnych?

2. Dlaczego domkniecie przechodnie relacji odpowiada pojeciu osiggalnosci w
grafie?

3. Na czym polega rola niezmiennika w dowodzeniu poprawnosci algorytmu?
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4, Dlaczego eksperymentalna weryfikacja twierdzen nie zastepuje dowodu, ale
jest uzyteczna dydaktycznie?

Podsumowanie

W trakcie éwiczenia pokazano, ze struktury matematyki dyskretnej mogg byc¢ nie
tylko formalnie definiowane, ale rdwniez implementowane i analizowane
obliczeniowo. Eksperymentalne sprawdzanie wtasnosci na skoriczonych danych
pozwala lepiej zrozumiec sens twierdzen matematycznych i przygotowuje grunt pod
analize algorytmow w informatyce.

[1] Fatda B., Gruszecki L., Wstep do matematyki dyskretnej. Wydawnictwo KUL,
Lublin. 2010.

[2] Kordecki W., tyczkowska-Hanckowiak A., Matematyka dyskretna dla
informatykow. Helion, Gliwice. 2018.

[3] Jabtonski S., Wstep do matematyki dyskretnej. PWN, Warszawa, 1991.
[4] Murat M., Gorgol |., Matematyka dyskretna w zadaniach. PWN, Warszawa, 2024
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Materiaty do przedmiotu:

Matematyka dyskretna z elementami teorii
liczb

Cwiczenia nr 11

Algorytmy podzielnosci i testowania
pierwszosci. Implementacja metod faktoryzacji
liczb. Eksperymentalna analiza podzielnosci

liczb
Autorzy:
dr hab. Adam Kiersztyn
mgr Krystyna Kiersztyn
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Wprowadzenie, tematyka zajeé

Podzielnosé liczb
Dla liczb catkowitych a, b, gdzie a # 0, méwimy, ze
alb & 3FkeZ:b=a-k

Najwiekszy wspdlny dzielnik (NWD)

Dla a,b € Z, réznych od zera, najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb a i b,
oznaczanym przez

NWD(a, b),

nazywamy najwiekszg dodatnig liczbe catkowita, ktéra dzieli jednoczesnie a i b.

Wrasnosci NWD
Dla dowolnych liczb catkowitych a, b, c zachodzg nastepujgce wtasnosci:
NWD(a, b) = NWD(b, a)
NWD(a, 0) = |a|
NWD(a, b) = NWD(b,amod b)
NWD(a, b) | a oraz NWD(a,b) | b
Jeslid | aorazd | b,tod | NWD(a, b)

Algorytm Euklidesa
Algorytm Euklidesa opiera sie na tozsamosci:
NWD(a, b) = NWD(b, a mod b)

Procedura wyznaczania NWD:
Dlaa > b > 0 obliczamy reszte z dzielenia amod b,

e Zastepujemy pare (a, b) przez (b,a mod b),
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e Powtarzamy ten krok, az reszta z dzielenia wyniesie O,

e Ostatnia niezerowa reszta jest rowna NWD.

NWD wielu liczb
Dla aq,ay, ..., ay:

NWD(a4, ay, ..., a,) = NWD(NWD(a4, a,), as, ..., a,)

Liczby pierwsze

Liczbe naturalng n>1 nazywamy liczbg pierwszg, jezeli jedynymi dodatnimi
dzielnikami liczby n sg 1 oraz n.

Jezeli liczban > 1 nie jest pierwsza, to liczbe takg nazywamy jg ztozona.
Jezeli liczban > 1 jest ztozona, to posiada dzielnik d taki, ze:
2<d<+n

Deterministyczne testy pierwszosci

Aby sprawdzié, czy n jest pierwsza:
e Sprawdzamy, czy n dzieli sie przez kolejne liczby naturalne
e 234, .., |Vn|
e Wystarczy sprawdzag liczby pierwsze.

e Jesli zadna z nich nie dzieli n, to n jest pierwsza.

Test pierwszosci z uzyciem NWD
Jezeli istnieje liczba k, taka ze:
1 < NWD(n, k) <n,

to liczba n jest zfozona.

Twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu

Kazdg liczbe naturalng n > 1 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu liczb pierwszych:
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— a1, A2 (4473
n_pl pz ...pk ,

gdzie p; sa roznymi liczbami pierwszymi, a wykfadniki a; =1 sa liczbami
naturalnymi.

Rozkfad ten jest jednoznaczny z dokfadnoscig do kolejnosci czynnikdw.

Faktoryzacja przez préobne dzielenie

Procedura:
e Dzielimy n przez kolejne liczby pierwsze 2,3,5,7, ...,
e Kazdy znaleziony dzielnik zapisujemy,
e Dzielimy dalej otrzymany iloraz,

e Koniczymy, gdy pozostata liczba jest rowna 1 lub jest pierwsza.

Faktoryzacja z uzyciem NwWD
Jezeli znamy liczbe k, dla ktore;j:
NWD(n, k) > 1,

to znalezliSmy nietrywialny dzielnik n, ktéry mozna dalej rozktfadac.

Eksperymentalne sprawdzanie pierwszosci

Sito Eratostenesa stuzy do wyznaczania wszystkich liczb pierwszych mniejszych od
danej liczby N.

Algorytm sita Eratostenesa
e Tworzymy liste liczb od 2 do N,
e Wybieramy najmniejszg niewykres$long liczbe p (na poczatku p = 2J,
e Wykreslamy wszystkie wielokrotnosci p wieksze od p,
e Powtarzamy dla kolejnych niewykreslonych liczb p < VN,

e Pozostate liczby sg pierwsze.
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Cel éwiczenia/laboratorium

Celem ¢éwiczenia jest zapoznanie studentow z podstawowymi algorytmami teorii
liczb wykorzystywanymi w matematyce dyskretnej oraz informatyce. W
szczegolnosci celem laboratorium jest:

e nabycie umiejetnosci wyznaczania najwiekszego wspodlnego dzielnika liczb
catkowitych z wykorzystaniem algorytmu Euklidesa,

e zrozumienie pojecia liczby pierwszej oraz wtasnosci liczb ztozonych,

e poznanie deterministycznych metod testowania pierwszosci liczb
naturalnych,

e opanowanie technik rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze,

e zapoznanie sie z ideg eksperymentalnego sprawdzania pierwszosci liczb za
pomocyg sita Eratostenesa,

e rozwijanie umiejetnosci analizy poprawnosci i efektywnosci prostych
algorytmow arytmetycznych.

Realizacja éwiczenia ma na celu takze przygotowanie studentéw do dalszych
zagadnien zwigzanych z algorytmami kryptograficznymi oraz teorig obliczen.

Instrukcja laboratoryjna/éwiczeniowa

Przyktad 11.1
Wyznacz NWD(252,105).

Rozwigzanie.

Postepujemy zgodnie z algorytmem Euklidesa
252 =2-105+42
105=2-42+21
42=2-21+0
Konczymy rozktad otrzymujgc wynik
NWD(252,105) = 21.
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Przyktad 11.2.
Wyznacz NWD(1001,143).
Rozwigzanie.
Ponownie wykorzystujemy algorytm Euklidesa.
1001 =7-143+0
Juz po pierwszym kroku otrzymujemy wynik:
NWD(1001,143) = 143

Przyktad 11.3.
Wyznacz NWD(360,840,1320).
Rozwigzanie.

Korzystamy z wtasnosci NWD dla wielu liczb. Na poczatku wyznaczamy NWD dwdch
pierwszych liczb:

NWD(360,840)
840 =2-360 + 120
360 =3-120 + 0 = NWD(360,840) = 120
Nastepnie obliczamy NWD dla otrzymanej wartosci oraz trzeciej liczby:
NWD(120,1320)
1320 =11-120+0
Ostatecznie wynik koncowy wynosi:
NWD(360,840,1320) = 120

Przyktad 11.4
Sprawdz, czy liczbha n = 97 jest pierwsza.
Rozwigzanie.

Zauwazmy, ze

V97 = 9,8
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W zwigzku z tym sprawdzamy jedynie dzielniki pierwsze mniejsze od wyznaczonego
pierwiastka: 2,3,5,7

97mod?2 # 0,
97mod3 # 0,
97mod5 # 0,
97mod7 # 0

Poniewaz zadna liczba pierwsza mniejsza od pierwiastka z 97 nie dzieli badanej
liczby jest ona liczbg pierwsza.

Przyktad 11.5
Sprawdz, czy liczba n = 221 jest pierwsza.
Rozwiqgzanie.
Ponownie obliczamy pierwiastek z badanej liczby
V221 ~ 14,8
Nastepnie zauwazamy, ze
221mod13 =0= 221 =13-17

Zatem liczba 221 nie jest pierwsza.

Przyktad 11.6
Sprawdz, czy liczban = 143 jest pierwsza.
Rozwiqgzanie.
Na wstepie zauwazmy, ze
NWD(143,11) =11 >1

Zatem nalezy stwierdzi¢, ze liczba 143 nie jest pierwsza.
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Przyktad 11.7
Sprawdz, czy liczban = 101 jest pierwsza.

Rozwigzanie.

v101 <11

Sprawdzamy NWD (101,k) dla kazdego k = 2, ...,10:
NWD(101,2) = 1
NWD(101,3) = 1
NWD(101,4) = 1
NWD(101,5) = 1
NWD(101,6) = 1
NWD(101,7) = 1
NWD(101,8) = 1
NWD(101,9) = 1
NWD(101,10) = 1

Poniewaz dla wszystkich sprawdzonych liczb NWD wynosi jeden stwierdzamy, ze
liczba 101 jest pierwsza.

Przyktad 11.8
Rozt0z liczbe 756 na czynniki pierwsze.
Rozwiqgzanie.

Zaczynamy od najmniejszych liczb pierwszych:

756 =2 -378
378 =2-189
189 =3-63
63 =321
21=3-7

Mamy zatem rozk+ad
756 =22.3%3.7
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Przyktad 11.9

Rozt6z liczbe n = 8051, wiedzac ze

NWD(8051,97) > 1

Rozwigzanie.

Opierajac sie na wskazéwce zauwazamy, ze

NWD(8051,97) = 97
8051 = 97 - 83

Obie wartosci sg liczbami pierwszymi, zatem poszukiwany rozkfad ma postac:

8051 =97 -83

Przyktad 11.10

Wyznacz wszystkie liczby pierwsze mniejsze od 50 metoda sita Eratostenesa.

Rozwigzanie.

Zaczynamy od liczb 2, ...,49.

wykreslamy wielokrotnosci 2 (oprocz 2),
wykreslamy wielokrotnosci 3 (oprécz 3),
wykreslamy wielokrotnosci 5,

wykreslamy wielokrotnosci 7.

Poniewaz 8 > V50 koriczymy poszukiwania.

Pozostatem liczby sg liczbami pierwszymi:

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47

Przyktad 11.11

lle liczb pierwszych znajduje sie w przedziale [1,200]?

Rozwigzanie

Stosujemy sito Eratostenesa do 200, wykreslajgc wielokrotnosci liczb
pierwszych < +/200.
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e Po zakonczeniu sita pozostaje 46 liczb pierwszych.

Zatem w przedziale [1,200] znajduje sig 46 liczb pierwszych.

Cwiczenia samodzielne

Zadanie 11.1

Wyznacz NWD(420,294) za pomocg algorytmu Euklidesa.

Zadanie 11.2.
Wyznacz NWD(1024,640).

Zadanie 11.3.
Wyznacz NWD(891,594).

Zadanie 11.4.
Wyznacz NWD(756,1050).

Zadanie 11.5.
Wyznacz NWD(540,810,1260).

Zadanie 11.6.
Wyznacz NWD(1001,143,77).

Zadanie 11.7.

Sprawdz, czy liczba 97 jest pierwsza, stosujac test do V/n.

Zadanie 11.8.

Sprawdz, czy liczba 169 jest pierwsza.
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Zadanie 11.9.

Sprawdz, czy liczba 221 jest pierwsza.

Zadanie 11.10.

Sprawdz, czy liczba 289 jest pierwsza.

Zadanie 11.11.

Sprawdz, czy liczba 391 jest pierwsza.

Zadanie 111.2.

Sprawdz, czy liczba 437 jest pierwsza, wykorzystujagc obliczenia NWD z wybranymi
dzielnikami.

Zadanie 11.13.

Rozt6z liczbe 360 na czynniki pierwsze.

Zadanie 11.14.

Roz46z liczbe 924 na czynniki pierwsze.

Zadanie 11.15.

Rozt6z liczbe 1001 na czynniki pierwsze.

Zadanie 11.16.

Roz46z liczbe 1155 na czynniki pierwsze.

Zadanie 11.17.

Roz46z liczbe 2024 na czynniki pierwsze.
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Zadanie 11.18.

Zastosuj sito Eratostenesa w celu wyznaczenia wszystkich liczb pierwszych
mniejszych od 100.

Zadanie 11.19.

lle liczb pierwszych znajduje sie w przedziale [1,300]? Odpowiedz uzasadnij
eksperymentalnie, stosujgc sito Eratostenesa.

Zadanie 11.20.

Korzystajagc z sita Eratostenesa, sprawdz, ile liczb pierwszych znajduje sie w
przedziale [100,500].

Pytania pomocnicze

1. Na czym polega algorytm Euklidesa i dlaczego jest on efektywny
obliczeniowo?

2. Dlaczego w algorytmie Euklidesa pare (a, b) mozna zastgpic para (b, a mod b)
bez zmiany wartosci NWD?

3. Dlaczego do sprawdzenia pierwszosci liczby n wystarczy badac dzielniki nie
wieksze niz vVn?

4, W jaki sposob obliczanie NWD moze pomadc w wykrywaniu liczb ztozonych?
Na czym polega twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych?

6. Dlaczego faktoryzacja przez prébne dzielenie jest algorytmem
nieefektywnym dla duzych liczb?

7. Jak dziata sito Eratostenesa i czym rozni sie od testowania pierwszosci
pojedynczej liczby?

8. Jakie sg zalety i ograniczenia metod eksperymentalnych w testowaniu
pierwszosci?

9. Jakie znaczenie praktyczne majg algorytmy NWD i testy pierwszosci w
informatyce?

10. W jaki sposéb omawiane algorytmy moga by¢ wykorzystane w kryptografii?
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Podsumowanie

W trakcie ¢wiczen zaprezentowano podstawowe algorytmy teorii liczb zwigzane z
podzielnoscig, wyznaczaniem najwiekszego wspodlnego dzielnika, testowaniem
pierwszosci oraz faktoryzacjg liczb naturalnych. Studenci poznali algorytm
Euklidesa jako efektywng metode obliczania NWD oraz wykorzystali jego wfasnosci
w analizie pierwszosci liczb.

Omodwiono deterministyczne testy pierwszosci oraz ich ograniczenia obliczeniowe,
a takze przedstawiono idee faktoryzacji liczb naturalnych. Zastosowanie sita
Eratostenesa umozliwito eksperymentalne wyznaczanie zbiorow liczb pierwszych i
analize ich rozmieszczenia w zadanych przedziatach.

Zdobyta wiedza i umiejetnosci stanowig istotny element przygotowania do dalszych
zagadnien z zakresu matematyki dyskretnej, algorytmiki oraz kryptografii, gdzie
efektywne operacje na liczbach naturalnych odgrywajg kluczowa role.

[1] Fatda B., Gruszecki L., Wstep do matematyki dyskretnej. Wydawnictwo KUL,
Lublin. 2010.

[2] Kordecki W., tyczkowska-Hanékowiak A., Matematyka dyskretna dla
informatykow. Helion, Gliwice. 2018.

[3] Jabtonski S., Wistep do matematyki dyskretnej. PWN, Warszawa, 1991.
[4] Murat M., Gorgol |., Matematyka dyskretna w zadaniach. PWN, Warszawa, 2024
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Materiaty do przedmiotu:

Matematyka dyskretna z elementami teorii
liczb

Cwiczenia nr 12

Operacje modularne i ich zastosowanie.
Implementacja twierdzenia Eulera i
rozwigzywanie rownan kongruencyjnych.
Algorytmy obliczania odwrotnosci modularnej

Autorzy:

dr hab. Adam Kiersztyn
mgr Krystyna Kiersztyn
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Wprowadzenie, tematyka zajeé

Kongruencje i arytmetyka modularna
Dla liczb catkowitych a,b orazn > 1:
a = b(mod n)
jezeli
n|(a—>b)

WYasnosci kongruencji
Jeslia = b(mod n) oraz ¢ = d (mod n), to:

e a+c=b+d(modn)

e a—c=b—-d(modn)

e ac = bd (modn)

e a*=bF(modn)dlak eN
Potegowanie modularne i okresy
Redukcja wyktadnika
Jezeli potegi liczby a modulo n tworzg cykl (co zawsze zachodzi), to:

ak = ak¥medt(mod n),
gdzie t— dfugosc¢ okresu.
Funkcja Eulera ¢(n)
pn) ={1 <k <n:gcd(k,n) =1}

Wzory:

e Jezelip jestliczbg pierwsza:

(@) =p-1
. Jezelip®:
(") = p* —p* "
« Jezelin jest liczba zfozong postacin = py* - py':
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Twierdzenie Eulera
Jezeli NWD(a,n) = 1, to:

a®™ = 1(mod n)
Wniosek:

ak = akmedeM(modn) dlak = ¢(n)

Odwrotnosé modularna
Liczba a~!jest odwrotno$cig modularng a modulo n, jezeli:

a-a"! = 1(modn)
Warunek konieczny i dostateczny :

a~listnieje © NWD(a,n) =1

Cel éwiczenia/laboratorium

Celem céwiczen jest zapoznanie studentow z podstawowymi metodami arytmetyki
modularnej oraz nabycie umiejetnosci praktycznego stosowania pojecia kongruenc;ji
w obliczeniach. W szczegélnosci ¢wiczenia majg na celu:

e« o0panowanie rachunkéw w arytmetyce modularnej, w tym redukcji liczb i
wykfadnikéw modulo n,

e zrozumienie i stosowanie twierdzenia Eulera w obliczeniach poteg
modularnych,

e nabycie umiejetnosci rozwigzywania rownan kongruencyjnych liniowych wraz
z analizg istnienia i liczby rozwigzan,

e oOpanowanie algorytmow wyznaczania odwrotnosci modularnej, w
szczegoblnosci rozszerzonego algorytmu Euklidesa,

e zastosowanie odwrotnosci modularnej w rozwigzywaniu réwnan
kongruencyjnych oraz ukfadéw kongruencji,

e zapoznanie sie z chinskim twierdzeniem o resztach jako narzedziem do
rozwigzywania ukfaddw kongruenc;ji.
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Instrukcja laboratoryjna/éwiczeniowa

Przyktad 12.1
Obliczy¢ 7222(mod 10).

Rozwigzanie.
Rozpatrzmy cykl poteg modulo 10:
7' =7,
72 = 49 = 9 (mod 10),
73 =9-7 =63 = 3 (mod 10),
74+ =3.7 =21 =1 (mod 10).
Okres wynosi 4, wiec
7222 = 7222mod4 — 72 = 9 (mod 10).
Szukana wartosc¢ wynosi 9.
Przyktad 12.2
Obliczy¢ 3'23*(mod 35).
Rozwigzanie.
Obliczamy wartosc¢ funkcji Eulera
9(35) = (5 7)=35(1-3)(1-3)=35-3-2=24,
Poniewaz NWD (3,35) = 1, z twierdzenia Eulera mamy:
324 = 1(mod35).
Redukujemy wyktadnik otrzymujemy:
1234 = 24 - 51 + 10 = 31234 = 310 (;n0d 35).
Nastepnie obliczamy 319:
32=9,3*=81=11,32 =112 = 121 = 16 (mod 35).
310 =3%.32=16-9 = 144 = 4 (mod 35).

Szukana wartosc¢ wynosi 4.
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Przyktfad 12.3
Rozwigzac:

14x = 8(mod 22).
Rozwigzanie.
Poniewaz NWD (14,22) = 2. Warunek istnienia rozwigzan: 2 | 8 jest spetniony.
Dzielimy rdwnanie przez 2:

7x = 4(mod 11).
Teraz NWD (7,11) = 1, wiec istnieje odwrotnosc¢:

7 1(mod 11)
Szukamy 771
7-8=56=1(mod11),
bo 55 jest wielokrotnos$cig 11.
Mnozymy rownanie przez 8:
x=4-8=32=10(mod 11).
Nalezy pamigtac, ze w module 22 beda 2 rozwigzania (bo dzieliliSmy przez d = 2J:
x =10(mod 11) = x = 10 + 11k.
Dla k = 0,1 otrzymujemy klasy modulo 22:
x = 10(mod 22) lub x = 21(mod 22).

Zatem x = 10 lub x = 21(mod 22).

Przyktad 12.4
Rozwigzac rownanie:
12x = 7(mod 18).
Rozwiqgzanie.
Poniewaz NWD (12,18) = 6. Warunek: 6 | 7 nie jest spetniony.

Zatem analizowane réwnanie nie posiada rozwigzan.
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Przyktfad 12.5
Obliczy¢ 177! (mod 43).
Rozwigzanie.

Szukamy u, v takich, ze:

17u+43v =1
Z algorytmu Euklidesa mamy:

43 =2-17+9

17=1-9+8

9=1-8+1

8=8-1+4+0

Wykonujemy algorytm odwrotny otrzymujemy:
1=9-1-8
8=17-1-921=9-(17-9)=2-9-17
9=43-2-17=>1=2(43-2:17)—17=2-43-5-17
Zatem:
—5-17 = 1(mod 43) = 177! = —5 = 38(mod 43).

Szukana warto$¢ wynosi zatem 17! = 38(mod 43).

Przyktad 12.6
Obliczy¢ 57 1(mod 14) korzystajgc z twierdzenia Eulera.
Rozwigzanie.
Poniewaz NWD(5,14) = 1 z definicji funkcji Eulera otrzymujemy
e(14) = p(2-7) =141 —)(1-2) = 6.
Na mocy twierdzenia Eulera mamy:
56 = 1(mod 14) = 5° = 57 1(mod 14).

Stad:
52 = 25 = 11(mod 14),
54=112=121=9 (mod 14),
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55=9.5 =45 = 3(mod 14).
Ostatecznie stwierdzamy, ze 57! = 3(mod 14).
Przyktad 12.7
Rozwigz:
37x = 12(mod 101).

Rozwigzanie.
Poniewaz 101 jest liczbg pierwszg i 37! = 0 to istnieje odwrotnosc. Obliczmy

3771 (mod 101)
Z algorytmu Euklidesa mamy:

101 =2-37+ 27

37=1-27+10

27=2-10+7
10=1-7+3
7=2-3+1

Nastepnie wykonujemy algorytm odwrotny:

1=7-2-3

3=10-1-7=21=7-2(10-7)=3-7-2-10
7=27-2-10=21=3(27-2-10)—2-10=3-27-8-10
10=37—-1:-27=1=3-27-8(37—-27)=11-27—-8-37
27=101-2-37=>1=11(101-2-37)—8-37=11-101 - 30 - 37

Czyli:
—30-37 = 1(mod101) = 377! = 71(mod 101).
Stad:
x=12-71=852=852—-8-101 =852 — 808 = 44(mod 101).

Zatem x = 44 (mod 101).

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Projekt wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU
SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) "POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00

187



-~
e w i

Lo
TECHNOLOQIEX]

Przyktad 12.8

Rozwigz uk+tad:

x = 2 (mod 3)
x = 3 (mod 5)
x = 2 (mod 7)

Rozwigzanie.

Moduty parami sg wzglednie pierwsze, wiec rozwigzanie jest jedno modulo
3-5-7=105.

Niech M = 105, rozkfadamy na czynniki

Ml = 35
M2 == 21
M3 == 15

Szukamy odwrotnosci:
35y; =1(mod 3).35 =2, wiec 2y; = 1=y, = 2.
21y, = 1(mod 5). 21 = 1, wiec y, = 1.
15y; = 1(mod 7). 15 = 1, wiec y3 = 1.
Stad
x=2-35-2+3-21-1+2-15-1(mod 105).
x =140+ 63 +30 =233 =233 —-2:105 = 23(mod 105).

Ostatecznie otrzymujemy rozwigzanie: x = 23(mod 105).

Cwiczenia samodzielne

Zadanie 12.1
Oblicz 91°7 (mod 8).

Zadanie 12.2
Oblicz 42°25(mod 7).
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Zadanie 12.3
Wyznacz ostatnig cyfre liczby 131000,

Zadanie 12.4

Oblicz:
a) 11345(mod 12)
b) 7°9°(mod 15)
c) 219 (mod 9)

Zadanie 12.7
Wyznacz 5***(mod 11).

Zadanie 12.8
Oblicz 32°¢(mod 14).

Zadanie 12.9
Oblicz 7222(mod 40).

Zadanie 12.10
Oblicz 11'23%(mod 21).

Zadanie 12.11
Oblicz 31°°%(mod 26).

Zadanie 12.12
Oblicz 5°°°(mod 36).
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Zadanie 12.13
Oblicz 172924 (mod 45).

Zadanie 12.14
Oblicz 8777 (mod 35).

Zadanie 12.15
Oblicz 19*°¢(mod 22).

Zadanie 12.16
Oblicz 13'%°(mod 27).

Zadanie 12.17

Rozwigz rownanie 6x = 10(mod 14).

Zadanie 12.18

Rozwigz rownaniel5x = 9(mod 21).

Zadanie 12.19

Rozwigz rownanie 8x = 12(mod 20).

Zadanie 12.20

Rozwigz réwnanie 9x = 7(mod 18).

Zadanie 12.21

Rozwigz rownanie 14x = 6(mod 28).
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Zadanie 12.22

Rozwigz rownanie 10x = 15(mod 25).

Zadanie 12.23

Rozwigz rownanie 21x = 14(mod 35).

Zadanie 12.24

Rozwigz rownanie 16x = 5(mod 24).

Zadanie 12.25
Wyznacz 7~ 1(mod 26).

Zadanie 12.26
Wyznacz 11~ (mod 30).

Zadanie 12.27
Wyznacz 17~ *(mod 31).

Zadanie 12.28
Wyznacz 971(mod 28).

Zadanie 12.29
Wyznacz 237 (mod 40).

Zadanie 12.30
Wyznacz 197 (mod 43).
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Zadanie 12.31
Wyznacz 57 1(mod 18).

Zadanie 12.32
Wyznacz 27 1(mod 64).

Zadanie 12.33

Rozwigz rownanie 13x = 7(mod 17).

Zadanie 12.34

Rozwigz rownanie 19x = 4(mod 29).

Zadanie 12.35

Rozwigz rownanie 8x = 1(mod 15).

Zadanie 12.36

Rozwigz rownanie 21x = 5(mod 26).

Zadanie 12.37

Rozwigz rownanie 25x = 10(mod 37).

Zadanie 12.38

Rozwigz rownanie 14x = 9(mod 41).

Zadanie 12.39

Rozwigz rownanie 16x = 3(mod 25).
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Zadanie 12.40

Rozwigz 27x = 11(mod 32).

Zadanie 12.41

Rozwigz uktad rownan:

Zadanie 12.42

Rozwigz uktad rownan:

Zadanie 12.43

Rozwigz uktad rownan:

Zadanie 12.44

Rozwigzuktad réwnan:

Zadanie 12.45

Rozwigz uktad rownan:

Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego - Polska

{

LIl osecsia

x = 1(mod 4)
x = 3(mod 5)

{x = 2(mod 3)
x = 1(mod 7)
{x = 3(mod 5)
x = 4(mod 9)

{x = 1(mod 6)
x = 5(mod 7)
x = 2(mod 3)
x = 3(mod 4)
x = 1(mod 5)
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Zadanie 12.46

Rozwigz uktad rownan:

x = 4(mod 7)
x = 2(mod 9)
x = 3(mod 10)

Pytania pomocnicze

1. Co oznacza zapis a = b(modn )?

Jak interpretowac kongruencje w kategoriach reszty z dzielenia?

Czy relacja kongruenc;ji jest relacjg rownowaznosci? Jakie ma wtasnosci?
Kiedy dwie liczby catkowite sg kongruentne modulo n?

Czy mozna swobodnie dodawac¢ i mnozy¢ strony kongruencji? Dlaczego?

o oKW N

Dlaczego w obliczeniach modularnych mozna redukowac liczby na kazdym
etapie rachunkow?

7. Skad bierze sie okresowos¢ poteg modulo n?

8. Jak sprawdzi¢, czy optaca sie wypisac kilka pierwszych poteg, czy lepiej uzyc¢
twierdzenia Eulera?

9. Co oznacza ,redukcja wyktadnika modulo ¢ (n)"?
10. Dlaczego nie wolno stosowac twierdzenia Eulera, gdy ged (a,n) # 17?
1. Co liczy funkcja Eulera ¢ (n)?
12. Jak obliczy¢ ¢(n), gdy n jest:
o liczbg pierwsza?
o iloczynem dwéch liczb pierwszych?
o potegaq liczby pierwszej?

13. Dlaczego rozktad n na czynniki pierwsze jest kluczowy przy stosowaniu
twierdzenia Eulera?

14. Jaka role petni warunek gcd(a,n) = 1 w twierdzeniu Eulera?
15. Co to znaczy, ze liczba ma odwrotnos¢ modulo n?
16. Kiedy odwrotnosé modularna istnieje?

17. Dlaczego brak wzglednej pierwszosci uniemozliwia istnienie odwrotnosci?

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
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18. Jak interpretowa¢ odwrotnos¢ modularng w kontekscie ,dzielenia” w
kongruencjach?

19. Jakie sg dwie podstawowe metody obliczania odwrotnosci modularnej?
20.Dlaczego rozszerzony algorytm Euklidesa jest metodg uniwersalng?
21. Jaki jest ogdlny warunek istnienia rozwigzan rownania ax = b(modn)?
22.Co oznacza podzielenie kongruencji przez NWD (a, n)?

23.Dlaczego nie zawsze wolno dzieli¢ stronami kongruenc;ji?

24.1le rozwigzan moze miec¢ rownanie kongruencyjne liniowe modulo n?

25.Jak przejs¢ od jednego rozwigzania do wszystkich rozwigzan?

Podsumowanie

W trakcie c¢wiczen studenci pracujg z pojeciem kongruencji jako relacji
rownowaznosci na zbiorze liczb catkowitych oraz wykorzystujg jej wtasnosci do
upraszczania obliczen. Przeprowadzone zadania pokazujg, ze:

e« arytmetyka modularna pozwala znaczaco uprosci¢ obliczenia z duzymi
liczbami,

e twierdzenie Eulera umozliwia skuteczng redukcje wyktadnikow poteg, pod
warunkiem wzglednej pierwszosci podstawy i modu+tu,

e rownania kongruencyjne liniowe mogg miec zero, jedno lub wiele rozwigzan, w
zaleznosci od najwiekszego wspdélnego dzielnika wspdofczynnika i modutu,

e istnienie odwrotnosci modularnej jest Scisle zwigzane z pojeciem wzglednej
pierwszosci,

e rozszerzony algorytm Euklidesa stanowi uniwersalne i efektywne narzedzie
do obliczania odwrotnosci modularnych,

e chinskie twierdzenie o0 resztach pozwala jednoznacznie wyznaczyc
rozwigzania uktadow kongruencji o parami wzglednie pierwszych modutach.

Zdobyte umiejetnosci stanowig podstawe do dalszych zagadnien teorii liczb oraz
majg istotne znaczenie w zastosowaniach, m.in. w kryptografii, algorytmice i
informatyce teoretyczne,j.
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Materiaty do przedmiotu:

Matematyka dyskretna z elementami teorii
liczb

Cwiczenia nr13

Znajdowanie reszt kwadratowych iich
zastosowania. Implementacja krzywych
eliptycznych w kryptografii
Autorzy:
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Wprowadzenie, tematyka zajeé

Arytmetyka modularna
Niech a,b,m € Z, m > 2.
Mdwimy, ze
a = b(mod m),
jezeli
m | (a — b).
Kazda liczba catkowita jest kongruentna doktadnie jednej liczbie ze zbioru:
{0,1,2,...,m — 1}.

Niech p bedzie nieparzystg liczba pierwsza.
Liczbe a € Z nazywamy resztg kwadratowq modulo p, jezeli:
J,ez: x% = a(mod p).

Jezeli taka liczba x nie istnieje, to a nazywamy nieresztg kwadratowg modulo p.

Zbior reszt kwadratowych QR (p)
QR(p) = {a € Zy: EI,CEpr2 = a(mod p)}.
Wrasnosci
1. Kazda niezerowa reszta kwadratowa ma doktadnie dwa pierwiastki:
x% = (—x)%(mod p)

2. Licznosc¢ zbioru reszt kwadratowych:

p+1
|IQR(p)| = —
3. Dla kazdej liczby p zachodzi:
0,1 € QR(p)
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska
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Kongruencje kwadratowe
Rozwazmy réwnanie:

x% = a(mod p)
Twierdzenie

e Jezeli a=0(modp) i a€QR(p), to kongruencja ma doktadnie dwa
rozwigzania modulo p.

o Jezelia & QR(p), to brak rozwigzan.

e Jezelia = 0(mod p), to jedynym rozwigzaniem jest x = 0.
Symbol Legendre’a
Dla liczby pierwszej p oraz a € Z:

. 0 gdypla
(—) ={ 1 gdyac€QR(p)
—1 gdya & QR(p)

Wtasnosci symbolu Legendre’a

Dlaa,b € Z, p—- nieparzysta liczba pierwsza:

1. Multiplikatywno$é: (‘;Tb) - (2) (2)

p 1Y
2 () 1(2) - v
.
3. (§)={3 EZ:ZTZ

Twierdzenie (kryterium Eulera)
Dla p — nieparzystej liczby pierwszej oraz a € Z:
a p—-1
(-) = a7 (mod p).
p
W szczegolnosci:
p—1

e jezeliaz = 1(modp),toa jestresztg kwadratowa,

p-1
e jezeliaz = —1(modp), to a jest nieresztg kwadratowa.
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Krzywe eliptyczne nad ciatem Z,
Krzywq eliptyczng nad Z, nazywamy zbior punktow spetniajgcych tozsamosc:
E:y? = x® 4+ ax + b(mod p),
gdzie:
4a® + 27b% = 0(mod p).

Warunek ten gwarantuje brak punktow osobliwych.

Punkty krzywej eliptycznej
Zbior punktdow:
E(Z,) = {(x,y) € Z2: y*> = x* + ax + b} U {0},

gdzie 0 oznacza punkt w nieskonczonosci.

Cel éwiczenia/laboratorium

Celem c¢wiczen jest wprowadzenie podstawowych poje¢ zwigzanych z resztami
kwadratowymi w arytmetyce modularnej oraz rozwinigecie umiejetnosci ich
zastosowania, w szczegolnosci:

e pojeciem reszt kwadratowych modulo liczby pierwszej,

e definicjg zbioru reszt kwadratowych QR(p),

e badaniem rozwigzalnos$ci kongruencji postaci x? = a (mod p),
e wfasnosciami kongruencji kwadratowych,

e pojeciem symbolu Legendre’s,

e stosowaniem kryterium Eulera.

Ponadto celem ¢éwiczen jest zapoznanie studentdow z zastosowaniem teorii liczb
modularnych w konstrukcji krzywych eliptycznych nad ciatami skonczonymi, w
szczegolnosci:

o definicjg krzywej eliptycznej,
e opisem zbioru punktéw krzywej eliptycznej,

e rolgreszt kwadratowych w istnieniu rozwigzan réwnan definiujgcych krzywa.
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Cwiczenia maja na celu rozwiniecie umiejetnosci analitycznego mysélenia oraz
przygotowanie do dalszych zagadnien z zakresu teorii liczb i kryptografii.

Instrukcja laboratoryjna/éwiczeniowa

Przyktad 13.1

Wyznaczy¢ zbior reszt kwadratowych (QR) modulo 11.

Rozwigzanie.
Obliczmy kwadraty kolejnych klas reszt modulo 11:

02> =0 (mod11)
12 =1 (mod11)
22 =4 (mod11)
32 =9 (mod11)
42 =5 (mod 11)
52 =3 (mod11)

Dalsze wartosci powtarzajg sie symetrycznie.
Zatem:
QR(11) ={0,1,3,4,5,9)}.

Przyktad 13.2
Sprawdzi¢, czy kongruencija

x? = 7(mod 11)
ma rozwigzanie.
Rozwigzanie.
Z poprzedniego przyktadu:

QR(11) ={0,1,3,4,5,9}.

Poniewaz 7 ¢ QR(11), kongruencja nie ma rozwigzania.
Przyktad 13.3
Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania kongruencji

x? = 5(mod 11).
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Rozwigzanie.
Obliczmy
4?2 = 5(mod 11),7? = 49 = 5(mod 11).
Zatem:
x =4 Ilubx = 7(mod 11).

Przyktad 13.4
Sprawdzic, czy liczba 10 jest resztg kwadratowg modulo 13.

Rozwigzanie.

Obliczamy:
12 =1
22 =4
32 =9

4> =16 = 3(mod 13)
52 =25=12(mod 13)
62> =36 = 10(mod 13)

Zatem 10 jest resztg kwadratowg modulo 13.
Przyktfad 13.5

Obliczy¢ symbol Legendre’a

()
11/
Rozwigzanie.

Z Przyktadu 13.1 wiemy, ze 5 € QR(11), wigc:

=

( )
11
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Rozwigzanie.
(Z Przyktadu 13.2) Poniewaz 7 ¢ QR(11), otrzymujemy:

(71) =
11/ 7
Przyktfad 13.7

Zastosowac kryterium Eulera do sprawdzenia, czy 3 jest resztg kwadratowg modulo
11.

Rozwigzanie.

p-1
Dlaa = 3, p = 11 wyrazenie (kryterium Eulera) (%) = a 2 (mod p) przyjmuje postac:
11-1

372 =3°=243=1(mod 11).

Przyktfad 13.8

Rozwigzac kongruencje

Zatem:

x? = 9(mod 13).
Rozwigzanie.
Obliczmy kwadraty
32=9,
4?2 = 16 = 3(mod 13),
52 = 25 = 12(mod 13),
6% = 36 = 10(mod 13),
7?2 = 49 = 10(mod 13),
82 = 64 = 12(mod 13),
92 = 81 = 3(mod 13),
102 = 100 = 9(mod 13).
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Ostatecznie:
x = 3 lub 10(mod 13).
Przyktfad 13.9
Rozwazmy krzywa eliptyczng
E:y? =x3 + x + 1(mod 5).
Sprawdzié, czy punkt P = (0,1) lezy na krzywej.

Rozwigzanie.
Dla y = 1 lewa strona (L) przyjmuje postac:
12=1
Dla x = 0 prawa strona (P) wynosi:
0+0+1=1
Zachodzi rownosc¢ L = P, wiec P € E (Zs).

Przyktad 13.10
Dla tej samej krzywej sprawdzi¢ punkt Q = (2, 2).
Rozwiqgzanie.
Podobnie jak w przykfadzie 13.9, obliczamy lewa i prawg strone wyrazenia.
Liy?=22=4
P:x3+x+1=8+2+1=11= 1(mod5).

Poniewaz L # P, punkt nie lezy na krzywe,j.
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Cwiczenia samodzielne

Zadanie 13.1
Wyznaczy¢ QR(7).

Zadanie 13.2
Wyznaczy¢ QR(13).

Zadanie 13.3

Sprawdzic, czy 6 jest resztg kwadratowa modulo 11.

Zadanie 13.4
Rozwigza¢ réwnanie x? = 4(mod 13).
Zadanie 13.5

Rozwigzac réwnanie x? = 10(mod 13).

Zadanie 13.6

Obliczyé symbol Legendre’a (%)

Zadanie 13.7

Obliczyé symbol Legendre’a (%)

Zadanie 13.8

Zastosowac kryterium Eulera dla liczby 6 modulo 1.

Zadanie 13.9

Sprawdzi¢ rozwigzalno$é x? = 3(mod 7).
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Zadanie 13.10

Wyznaczy¢ wszystkie pierwiastki kwadratowe z 1 modulo 17.

Zadanie 13.11

Sprawdzié, czy 15 jest resztg kwadratowg modulo 17.

Zadanie 13.12
Dla krzywej y? = x3 + 2x + 1(mod 5) sprawdzi¢ punkt (1,2).

Zadanie 13.13
Sprawdzié, czy (2,4) lezy na krzywej y? = x3 + x + 1(mod 7).

Zadanie 13.14
Wyznaczy¢ wszystkie punkty krzywej y? = x3 + 1(mod 5).

Pytania pomochnicze

1) lle jest reszt kwadratowych modulo liczby pierwszej?
2) Dlaczego rozwigzania x? = a(mod p) wystepujg parami?
3) Na czym polega kryterium Eulera?

4) Dlaczego krzywa eliptyczna tworzy grupe?

Podsumowanie

W trakcie ¢wiczen omoéwiono pojecie reszt kwadratowych modulo liczby pierwsze;j
oraz metody badania rozwigzalnosci kongruencji kwadratowych. Wprowadzono zbiér
QR(p), jego wiasnosci oraz zwigzki pomiedzy liczbg rozwigzan kongruencji a
strukturg arytmetyki modularnej. Przedstawiono symbol Legendre’a jako formalne
narzedzie klasyfikujgce liczby na reszty i niereszty kwadratowe oraz
zaprezentowano kryterium Eulera jako efektywng metode obliczeniowa.
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Nastepnie pokazano, ze zagadnienia te sg bezposrednio zwigzane z roéwnaniami
definiujgcymi krzywe eliptyczne nad ciatami skonczonymi. Omdwiono definicje
krzywej eliptycznej, warunek nieosobliwosci oraz zbidr jej punktdw wraz z punktem
w nieskonczonosci. Zwrécono uwage na fakt, ze istnienie punktéw krzywej jest
bezposrednio zwigzane z rozwigzalnoscig kongruencji kwadratowych.

Uzyskane pojecia i narzedzia stanowig podstawe do dalszej analizy struktury
grupowej krzywych eliptycznych oraz ich zastosowan w kryptografii klucza
publicznego.
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