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Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

W tym dziale matematyki podamy wzory na catkowanie pewnych funkcji elemen-
tarnych, jak rowniez przyktady funkcji, ktorych funkcje pierwotne nie sg funkcjami
elementarnymi. Podamy wzory na catkowanie przez czesci i catkowanie przez pod-
stawienie.

Catki pewnych funkcji elementarnych.

-/de:C’, reR

1
o [ 2%dr = ——2°T14+C, o # —1, zakres zmiennej
a—+1

zalezy od «

1
. /de:1n|:1:|—|—0, x € (—00,0) lub x € (0,00)

—I—C' a>0,a#1, z€R

e?dr=e"4+C, xR

cosrdr =sinz+C, z€R

= —ctgz+C, x € <k7r, (k+ 1)77), gdziek € Z

/sma:dx-—cosa:—l—C’ reR

SlIl :c
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1
-/ dx =tgx + C, xe(—z+k’7r,z+k’7r), gdziek € Z
cos2 x 2 2

1
. /1+x2dx:arctgx+0, reR

—1
. /1+x2dx:arcctga:+0, reR

1
e | ——=dzx =arcsinz+C, z € (—1,1)
/\/1—x2
/ ! g +C, ze(—1,1)
* | —=dz = arccosx x € (—
/1_x2 Y Y

Przydatne wzory.

1
. /f(a:z:)dw = —F(ax) + C, gdzie F jest funkcja pierwotna funkcji f,
a

. /f/((§)>da::ln]f(:v)]+0,

7
L@, 1
/ [EE R T

. f'(z) xr = z)+ C.
/ e =2/ @) +

Ponizsze twierdzenie pozwoli nam liczy¢ catke z sumy i réznicy funkcji oraz z ilo-
czynu funkcji przez stata.

Twierdzenie o liniowosci catki nieoznaczonej:

Jesli funkcje f i g majg funkcje pierwotne, to:

L [ (1@ + g@)as = [ s+ [ gla)ds
2. [ (#a) = gw)do = [ o~ [ gla)d
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3. /cf(x)da: = c/f(ac)da:, gdzie c € R.

W przypadku liczenia pochodnej funkcji mieliSmy takze do dyspozycji wzor na po-
chodngiloczynuiilorazu. W przypadku catki nieoznaczonej nie mamy do dyspozyciji
analogicznego, uniwersalnego narzedzia.

Do liczenia caftki nieoznaczonej z iloczynu przydatny jest nastepujgcy wzor:

Twierdzenie o catkowaniu przez czesci:

Jezeli funkcje f i g maja ciagte pochodne, to

[ f@)g @iz = f(@)gt) ~ [ @)glada,

Podobnie jak w przypadku iloczynu i ilorazu funkcji nie ma ogdélnego wzoru na ob-
liczanie pierwotnej, tak i w przypadku ztozenia funkcji nie ma ogélnej metody wyzna-
czania pierwotnej (tak jak to miato miejsce w przypadku pochodnej). W przypadku
zfozenia pomocnym narzedziem moze by¢ nastepujgcy wzor na catkowanie przez
podstawienie zwany takze wzorem na zmiane zmiennych w catce.

Twierdzenie o catkowaniu przez podstawienie:

Jezeli

1. funkcja f : (a,b) — R jest ciagta na przedziale (a, b),

2. funkcja g : (o, ) — (a,b) ma ciagta pochodng
na przedziale («, 3),

1o

[tz = [ £(s0)g' @1t = Fig(e) + .

gdzie F' jest dowolna funkcja pierwotna funkcji f oraz C' € R.

Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 1. Obliczy¢ catke nieoznaczona z funkcji f(z) = x%+424—5x3—922+42—7.
Rozwiqgzanie:

2t 4+ C oraz z liniowoéci cafki nieozna-

Skorzystamy ze wzoru /xa dx =

a+1
czonej:
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/(f(a:)+g(:1:))d:1::/f(a:)d:t+/g(:1:)da:
[ (1@) = g@)do = [ s)ia— [ g,

/cf(x)d:c:c/f(m)d:z:

Przejdziemy teraz do rozwigzania zadania.

oraz

/($6+4x4—5:1:3—9:132+4x—7) dzx
:/x6da:+/4x4dx—/5x3daz—/9x2d:ﬁ+/4xdm—/7daz
:/dex—|—4/:c4dx—5/ar3dx—9/x2d:c—i—4/:cd:c—7/d.r

1 1 1 1 1
1 4 5 9 1
= 2"+ % — -2t — Sad + 2% —Tx + C.

7 5) 4 3 2

Zadanie 2. Obliczyé catke nieoznaczona z funkcji f(z) = 2 + Tt
Rozwigzanie:

241 + 1

W rozwigzaniu tego przyktadu skorzystamy z tych samych wzoréw co w zadaniu
1 oraz z podstawowych dziatan na potegach.

241 1
O (e Ear

v z7
:/xgdx—i—/x_édx—l—/:c_gdx—l—/:c_7d:z:

10 —6
T 1 1 i
= —+222 2272 ———+C.
10 6
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x24+3

Zadanie 3. Obliczy¢ catke nieoznaczong z funkeji f(x) = et

Rozwigzanie:

22 +3 2 +1 2 2
dr = de = [ 1d d
/x2+1 v /(x2+1+x2+1> * / $+/1+x2 .

=z +2arctgx +C'.

Zadanie 4.
Obliczy¢ catke nieoznaczong z funkcji f(x) = 2sin x cos x.
Rozwigzanie: W rozwigzaniu tego przyktadu wykorzystamy wzoér na catkowanie przez

podstawienie.
t = sinz :2/tdt

dt = cosxzdx

/2sina:cosxda::Q/Sina?cosxdx:‘

1
:2-§t2+C:sin2x+C.

Zadanie 5. Obliczy¢ catke nieoznaczong z funkcji f(z) = v/3x + 8.
Rozwiqgzanie:
Korzystajgc z metody catkowania przez podstawienie otrzymujemy

t = 3x+8

1 1 1 23 2
/\/3x—|—8da:: dt = 3dx :—/t2dt:—-—t2+c:— (3x+8)3 +C.
3 = xr
Zadanie 6. Obliczy¢ catke nieoznaczona z funkgji f(z) = (1222+4) (223 + 2z — 2)7%° .

Rozwiqgzanie:
Przyktad ten rowniez ilustruje zastosowanie wzoru na catkowanie przez podstawie-
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nie.

t = 22%+2x—2
/(129;2 +4) (203 420 -2 de=| dt = (622 +2)da
2dt = (1222 +4)dx

2027
=2 [ 9264t =2. C
/ 2027 +
2
— 2 3 2 — 9 2027 )
—2027( x° + 2z — 2) +C

Zadanie 7. Obliczy¢ catke nieoznaczong z funkcji f(z) = -+

eSz .
Rozwigzanie:
W przyktadzie tym réwniez zastosujemy wzor na catkowanie przez podstawienie.

1 t = —8x 1 1
/—da::/e_sxdx: dt = —8dx :——/etdt:——et—l—C
1
_ —8x _
= ——e€ +C——8€8x+C’
Zadanie 8. Obliczy¢ catke nieoznaczong z funkcji f(x) = \/1—2?W'

Rozwigzanie:
W przyktadzie tym réwniez zastosujemy wzor na catkowanie przez podstawienie.

t = 4z2

/2—$d:r—2/ < dx = dt = 8Sxdx
\/1—1633‘4 \/1—(4372)2 %dt — rdr

1 1
= —arcsint + C = Zarcsin(4x2) +C.

—21/ Lt
T8 Vi 4

Zadanie 9. Obliczy¢ catke nieoznaczong z funkcji f(x) = d

Rozwiqgzanie:
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W przyktadzie tym réwniez zastosujemy wzor na catkowanie przez podstawienie.

/ dgj d.fL' / dx / 621: d
. — = | ————dx
67236 + 623: 621 + 623} 62% + (66229;)2 1+ (62w>2
t = e*
1 dt
= dt = 2e*dx | = 2 / T2 dt
% dt = e2*dx *

1 1
= §arctgt—|—C’: iarctg(e2“”)+0.

z+9

Zadanie 10. Obliczy¢ catke nieoznaczong z funkcji f(x) = s

Rozwigzanie:
Korzystajgc ze wzoru na catkowanie przez podstawienie otrzymujemy

t = x—3

r+9 t—l—3—|—9
de=|t+3 = «x = ——dt = / dt—l—/—dt
Vo —3 dt = dx Vit

:/tl—%dt+12/t—%dt=/t?dt+12/t—%dt

t7 +12-—t7 +C = —(z—3)7 +14(z —3)7 + C.

1
xsin?(Inz)

Zadanie 11. Obliczy¢ catke nieoznaczong z funkcji f(z) =
Rozwiqgzanie:
W przyktadzie tym réwniez zastosujemy wzor na catkowanie przez podstawienie.

1 1 1 t = Inx 1
/ zsin?(In z) v / sin?(Inz) ! ‘ dt = tdx / sin? ¢

= —ctgt+ C = —ctg(Inz) + C.

Zadanie 12. Obliczy¢ catke nieoznaczong z funkgji f(x) =ctgwx.
Rozwigzanie:
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Rozwazang catke obliczymy dokonujgc podstawienia.

tarde — | 5% g 1d_t:sinx
clgrar = sinx v ) o sin x T dt cosx dx

=Inlt|+c=In|sinz|+ C.

ﬂ
t

Zadanie 13. Obliczy¢ catke nieoznaczong z funkgji f(x) = ﬁ i
Rozwigzanie:

Zastosujemy wzor | % dr =1In|f(x)|+c.

1 1 6 1 [ (62 +8) 1
/6:1:+8 v 6/6:13+8 v 6/ 6o X=gnl6z+8[+C

Zadanie 14. Obliczy¢ catke nieoznaczona z funkeji f(z) = .
Rozwiqgzanie:
Skorzystamy z tego samego wzoru co w poprzednim przyktadzie.

1 1 —7 1
/1_7xda:——?/1_7xd:15——?ln|1—7x|—|—0.

Zadanie 15. Obliczy¢ catke nieoznaczong z funkcji f(x) = 2zInx .
Rozwiqgzanie:

_| fl@) =z ga)=q
/2x|na:dx—‘f,(x) _ % g(@:%xz

1 1 1
:2-§lenx—2-E/xd:c:lenx—§x2+0.

1 1
:2-§x2-lnx—2/—-—:c2d:c

Zadanie 16. Obliczy¢ catke nieoznaczong z funkcji f(z) = xe® .
Rozwiqgzanie:

Tym razem rowniez wykorzystamy metode catkowania przez czesci.

x

o] ) = — .
/"“ dx_‘f’(:v) — 1 gla) = ¢

|
8
Q\
—~
&
|

:xem—/l-emdxzmew—e‘”—i—C.
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Zadanie 17. Obliczy¢ catke nieoznaczong z funkgcji f(a:) = x2e® .
Rozwiqgzanie:

Korzystajgc ze wzoru na catkowanie przez czesci otrzymujemy

eq | fl@) =2 gla) = € |_ 5, z
/x2e d$_|f/(as) — % gl = e = z2%e —/Zx.e dz

:x2e$—2/xewd:c.

Wstawiajgc obliczenia z poprzedniego przyktadu, mamy

/x2e“"d:c:x26x—2-(:cex—e“”)+C:x2ew—2xem+2ew+C.

Zadanie 18. Obliczy¢ catke nieoznaczona z funkcji f(z) = (32 — 4)e3® .
Rozwiqgzanie:
Catkujac przez czesci otrzymujemy

= 3z—4 g¢'(x) =
3r —4)ed* dx =
/( ‘f = 3 glz) = e
1 1
:<3$—4)'§68m—/3'§68xd3§
3 4 3 3 1 3 1
:<§x—§>€8x—§/€8md$:<§$—§>68x—§‘§68w+0
(3 I 3\ s, (3 39\ g
_<8$ 2 64)6 +C_<8x 64)6 e

Zadanie 19. Stosujgc catkowanie przez czesci wyznaczyc¢ funkcje pierwotng dla funk-
cji f(x) = (—72% + 92)Inx.
Rozwiqgzanie:

12
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU
SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) "POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00



-
o —DOLLLD [)[ ] POLITECHNIKA
LUBELSKA

TECHNOLOQIEZ

/(—7:1:2 +9z) Inzxdr = = 1i1£€ o) = _77:162 ' 991:
flay = T ga) = —iat+ 2
= (—gx?’ + gﬁ) Inx —/ (—%x?’ + g:ﬁ) . éda:
= (—;:p?’ + ga:Q) Inz —/ (—gxz + ga:> dx
= (—gx?’ + %@"2) Inz — (—gx?’ + g:ﬁ) +C
= (g:ﬁ — g:v?’) Inx + gx3 — %:L’2 +C
Zadanie 20. Oblicz catke [ 21 dx.

Rozwiqgzanie:

Na poczatek rozkfadamy mianownik na czynniki, korzystajgc z miejsc zerowych funk-
cji kwadratowej sg to 3 oraz —2. Nastepnie zapiszemy ufamek jako sume dwoch
utamkéw o nieznanych licznikach A i B. tatwo widaé, ze 22 —x—6 = (2 —3)(x +2).
Utamek —22=L_ mozemy zapisa¢ jako (x_33"’;(’m1+2) = A4 mf2 Aby wyliczy¢ wspos-
czynniki, podstawiamy miejsca zerowe mianownika do réwnania3z—1 = A(z+2)+
B(x —3).

8
Dlaz=3: mamy3-3—1= A(3+2)wiec8 =5Azatem A = R
7
Dlaz = —2mamy3-(—2) —1 = B(—2—3) zatem —7 = —5B wiec B = R
Po wyznaczeniu wspoétczynnikéw zastepujemy pierwotng catke suma dwoch prost-

szych catek. Kazda z nich sprowadza sie do logarytmu naturalnego zgodnie ze wzo-
rem f ﬁdm =In |.r + a| + C'. Nastepnie stosujemy prawa logarytmadw, aby upo-

13
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU
SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) "POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00



- ‘:EDDE'—E'S-n'-E'U ([ ] POLITECHNIKA
LUBELSKA

Lo
TECHNOLOQIEX]

rzadkowac wynik.

3z — 1 (85 )5
/x2—x—6’dx_/(a:—3+a:—|—2) / e+ g / ,de

8 7
:gln|x—3|—|——ln]$—|—2]—|—0— 5(81n|x—3|—|—71n|:1:—|—2|)

:%ln|(az—3) (z+2)7+C

Zadanie 21. Oblicz catke [ (2545 da.

Rozwiqgzanie:

Gdy w mianowniku mamy (:13 — a,)2, rozktad musi zawiera¢ dwa utamki jeden z mia-
nownikiem (x — a) oraz drugi z mianownikiem (x — a)?. Zatem

3r+1 A B

G—12 -1 @=12

Otrzymujemy wiec réwnanie 3z + 1 = A(z — 1) + B. Wyznaczamy wspotczynniki A
i B. w nastepujacy sposob:

Dlax=1mamy3-1+1=BzatemB =4

Dlax =0mamy3:-04+1=A(0—1)+4wigcl=—A+4mamy A = 3.

Przechodzac do obliczenia catki otrzymujemy

3r+1 B 3 4 B 1 5

_ 1)1
u+0231n|x—1|—i+0
—1 r—1

=3lnjzr—1]+4-

Zadania do samodzielnego rozwigzywania

Zadanie 22. Oblicz podane cafki:

]f\/1814
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A

fegl,m dx
3. [ it

[ e

&

1
5 fZIZSiHQ(m:E) dz

[tgxdx

o

7.

526

8. [ =5 dx

9. [6zInzdx

10. [z?e” dx

N [(2z — 3)e*® dx

9x —5)sinx dz

)
L‘:

(
(=
13. [(3z3 + b + 4) cos 3z dx
14, (922 — 62) Inz dx

15. [ e** cosdx dx

16. [sin® x dx

17. [ cos’ x dx

2z+10
18. 2 42x— 3

2x—3
19. | smpsas d

20. f(w+2) dx

21.

X
f 97713574 4

x4+l
22, f 2w2+6:c+5
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[1] Krysicki, Wtodzimierz, i in. Analiza matematyczna w zadaniach. Cz. I. Wydawnic-
two Naukowe PWN, 2003.

[2] Krysicki, Wfodzimierz, iin. Analiza matematyczna w zadaniach. Cz. 2. Wydawnic-
two Naukowe PWN, 2003.

[3] Gewert, Marian, i in. Analiza matematyczna I: przyktady i zadania. Oficyna Wy-
dawnicza GiS, 2018.
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Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

Celem éwiczen jest przedstawienie podstawowych metod catkowania catek ozna-
czonych wraz z ich zastosowaniem m.in. w geometrii.
Twierdzenie Newtona-Leibniza: Jezeli funkcja f jest ciggta na przedziale < a; b >,
to

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a),

gdzie F oznacza dowolna funkcje pierwotng funkcji f na przedziale < a; b > .
Wrasnosci catki oznaczonej: Jeslifunkcje f i g sg catkowalne na przedziale < a, b >,
to

b

¥ (10 + 9(o)) do = / ' fla)da + | ot

2 | ' (£(0) — g(a))ds = / ' faydo - / 'g(a)da,

b b
3. / cf(x)dx = c/ f(x)dz, gdzie c € R.

a

Nie ma analogicznych twierdzen dla catek z iloczynu lub ilorazu funkciji.
Twierdzenie o catkowaniu przez czesci: Jezeli funkcje f i ¢ maja ciggte pochodne
na przedziale < a,b >, to

b b
[ f@ @iz = @@l - [ 1 @gta)de

Twierdzenie o catkowaniu przez podstawienie: Jezeli
1. funkcja f : (a,b) — R jest ciagta na przedziale (a, b),

2. funkcja g : (o, ) — (a,b) ma ciagta pochodng
na przedziale («, 3),
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3. gla) =aorazg(f)=b
to b 5
/ f(x)de = / F(o()g (Bt

Interpretacja geometryczna catki oznaczonej:

1. Niech f bedzie funkcjg ciggta i nieujemna na przedziale < a; b >.

/a ’ f(x)da

jest rowna polu figury ograniczonej wykresem funkgji f, osig Ox i prostymix=aix=
b.

2. Woéwczas

Zastosowania geometryczne catek oznaczonych. Pole trapezu krzywoliniowego.
Niech funkcje f oraz g beda ciggte na przedziale < a; b > oraz niech f(z) < g(z) dla
kazdego z €< a;b >. Wtedy pole trapezu krzywoliniowego D ograniczonego wykre-
sami funkcji f i g oraz prostymi x = a, x = b wyraza sie wzorem:

b
DI = [ lgta) ~ Fladz

Dtugosc¢ krzywej. Niech funkcja f ma ciggtg pochodng na przedziale < a; b > . Wtedy
dtugoscé krzywej I' = {(z, f(x)) : * €< a;b >} wyraza sie wzorem:

b
I = [ VIF ok

Objetosc¢ bryty obrotowej. Niech funkcja nieujemna f bedzie ciggta na przedziale <
a; b > . Niech T oznacza trapez krzywoliniowy ograniczony wykresem funkcji f, osig
Ox oraz prostymi x = a; x = b. Wtedy objetos¢ bryty V powstatej z obrotu trapezu T
wokot osi Ox wyraza sie wzorem:

b
V]=n / f(2)2dz
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Natomiast wokot osi Oy:

b
V| = 277/ x - f(z)dx

a
Pole powierzchni obrotowej. Niech funkcja nieujemna f ma ciggtg pochodng na prze-
dziale < a;b > . Wtedy pole powierzchni Z powstatej z obrotu wykresu funkciji f
wokot osi Ox wyraza sie wzorem:

b
13 =on / F)/IT [ (@)

Natomiast wokot osi Oy:

b
Yl =2r [ 2/ TH PPz

Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 23. Oblicz catke jf Inx dz.
Rozwiqgzanie:

/elnxdl‘:/el.lnxd'x:‘ <$> = llIlCL' g/<$> = 1
1 1 () = 3 g(z) =z
z[xlnx]i—/ T -
1

— (e 1—0)—[1)f =e—(e—1) =1

Bl —

dr = (elne—llnl)—/ ldx
1

Zadanie 24. Oblicz catke fo” zsinz dz.
Rozwiqgzanie:
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g (z) = sinzx
g(xr) = —cosz

/Wazsinxda::‘ f(z) =
0

= [~z cos ] —/ 1-(—cosz)dx
0

=8

= (—mcosm — (—0cos0)) ~|—/ cos z dx
0

= (—7m-(=1)+0) + [sinx]]

=74 (sint—sin0) =7+ (0—0)=n

Zadanie 25. Oblicz catke [/ 7 sin dx.

Catke te obliczymy wykorzystujgc dwa razy wzor na catkowanie przez czescia na-
stepnie rozwigzujgc réwnanie, gdzie niewiadoma bedzie rozwazana catka.
Rozwigzanie:

/2
I:/ e’sinxdr =
0

/2
T o /2 / T
= [e”sinz] /7 — e® cosx dx
0

= (e™?.1-0)—

/2
=e™2 — | [e® cos:n]g/2 —I—/ e sinx dx
0

=2 —((0—1)+1)=e"? 411

Rozwiazujemy réwnanie [ = ™2 +1 — I

e™? 4+ 1
20 =e™?24+1 = [=—F—
. . e 2
Zadanie 26. Oblicz ca)rkef1 (Inx)* dz.
Rozwigzanie:
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Zadanie 27. Oblicz catke j(‘f Vaz + 1dz.
Rozwiqgzanie:

t=4x +1
/\/4$+1dx: de = 1dt | == \/E-—dt:—/ t1/2 qt
: 4 4
x| 0|2 1 1
t1119
_i[et 2B = L (vE V) =ty 2 BB
4 3/21_43 1 6 a 6

2
Zadanie 28. Oblicz catke [© —— du.
e
Rozwiqgzanie:

t=Inzx
“ 1 dt = L dr 21
dr = 5 | == Zdt =[]’ =m2—Inl=1In2
. zlhhz Tlele |t 1
t|1] 2

Zadanie 29. Oblicz catke j(‘)l 23 dx.
Rozwiqgzanie:
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Aby obliczy¢ powyzszg catke wykorzystamy nastepujgce podstawienie

t =z

1 1 dt:Zxdx 1 1 1 1
/ x?’e‘”Qdazz/ 22 e . xdr=|2d %dt :/ t-et-—dt:—/ tet dt
0 0 0 2 2 Jy

T
X 1
t 1

Skorzystamy teraz ze wzoru na catkowanie przez czesci otrzymujac

%ZZJ“:‘?%Zﬁﬁé =§Qwﬁ—[¥wgz

((1-61_0-60)_[€t](1)>:_(6—(61_60)):%(e—€+1):%

N | —

Zadanie 30. Oblicz wartosc¢ caftki niewtasciwe;j L[)OO re Tdx.

Rozwiqgzanie:
o'} T
/ ze *dr = lim / e *dx
T—o0
0 0
Obliczymy catke nieoznaczong f re *dx przez czesci w nastepujgcy sposib:

[aeras=| f0 =2, S

g'(x)=e" glx)=—e"
= —xe ¥ — / l-(—e®)dr=—xe*—e*=—"x+1)

Zatem

/ ze Pdr = lim [—e *(z + 1)]OT
0

—;Z(J%§9<&m+nﬂ
—0+1=1

Zadanie 31. Oblicz warto$¢ catki niewfasciwe; fooo L_dx.

142
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Rozwigzanie:

< q | T
= i = i
[ rrate=m, [ e = i frete(ol)

T T
= 1li tg(T) —arctg(0)) = = — 0= —
lim (arctg(T) —arctg(0) = 5 —0= 3
Zadanie 32. Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji f(z) = —x2 + 4
oraz g(z) = x + 2.
Rozwiqgzanie:
Na poczatek wyznaczymy punkty przeciecia wykresow funkcji f(a:) = —22 + 4 oraz
g(z) =1z + 2.
— 2 4d=x+4+2 = 2242 —-2=0
Pierwiastki rownania to x; = —2 oraz z, = 1. Obliczymy teraz pole jako catke ozna-

czong w nastepujgcy sposob

1 1

P:/_1 [(—x2+4)—(m+2)]d$:[ (—2? —x +2)dz = {—%x?’—%xQ—i—Qm i

1 1 8 7 10 7 20 27
( 532" ) (3 ) 6 ( 3) st -6t

Yy y=z+2

7

P | 5

Zadanie 33. Oblicz pole figury ograniczonej wykresami funkcji f(z) = 1, g(z) = /&
oraz prostg x = e.
Rozwiqgzanie:
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Wyznaczamy punkt przecigcia wykreséw funkcji f(x) = % ig(x) =x.

1
V== = z/z =1 — 32=1 = =1
T

Pole figury na przedziale [1, e] gdzie \/E = % obliczymy wykorzystujgc catke ozna-
czona.

e 1 e 1 2 e
P:/ (ﬁ——) dx:/ <w1/2——) dr = {—x3/2—ln|az|]
1 z 1 L 3 1

2 2 2 2 2
= <—e e—lne)—(—-l—lnl) =_—eve—1—>-="¢ e—§
3 3 3 3 3 3
2ﬁy y=+z
1.5 ¢ /
1 ‘ 3
0.5 | | 3
1 1 T
1 }—)
i e

Zadanie 34. Oblicz pole figury ograniczonej od gory wykresami funkcji f(x) = x?
oraz g(x) = %, osig OX oraz prostg z = e.

Rozwiqgzanie:

Na poczatek wyznaczamy punkt przecigcia funkeji f(z) = 22 i g(z) = %

1
=" = 13=1= =1
x

Obszar musimy podzieli¢ na dwa pola.
I. 0d z = 0 do = = 1 pole ograniczone jest od géry parabolg f(z) = .

2. 0d z = 1 do = = e pole ograniczone jest od gdry hiperbola g(z) = %
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L5+, I

N /

0.5

I
I
I
I
I
I I
I |
I l
1 e

Pole catkowite obliczymy sumujac pola powyzszych figur P = P, + P,

1 e 3 1
1 1 1 4
P:/ £U2d:17+/ —d:c:lx—} +[njz]f==—-0+he—Inl==+1=-.
. 2 3], 173 3 3

Zadanie 35. Oblicz objeto$¢ bryty powstatej przez obrét wykresu funkcji f(x) = /x
wokét osi OX dla z € [0,4].
Rozwiqgzanie:

Objetos$¢ V bryty powstatej przez obrét funkeji f(x) wokdt osi OX na przedziale [a, b]
obliczamy ze wzoru

V= w/b[f(x)]Q dz.

a

Po podstawieniu danych otrzymujemy

4 4 1,4 1 1
V=r[ Vo)’de=m Jid$:7'('|:—$2:| :71'(—-42——-02>:87T
2 2 2
0 0 0
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Zadanie 36. Oblicz objeto$¢ bryty powstatej przez obrot wykresu funkcji f(z) =
YNz yokot osi OX dlaz € [1, €.
Rozwigzanie:

Podstawiajgc do wzoru na objeto$c¢ otrzymujemy nastepujgcg catke, ktdrg obliczymy
stosujac metode przez podstawienie

t=Ilnx
“lnzx dt = Ld Ly 1
V=nx —da:— z T =T —dt=m te tdt
r|1]e et
0 0
t|0]1
Nastepnie bedziemy catkowac przez czesci w nastepujgcy sposob

‘f(t)zt f1(t) =1
() =e" g(t)=—e"

Objetosc¢ bryty wyraza sie poprzez:

Zadanie 37. Oblicz dftugos¢ jednego fuku cykloidy danej réwnaniami parametrycz-
nymi z(t) = a(t —sint) oraz y(t) = a(1 — cost), gdzie t € [0, 27]..
Rozwigzanie:
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2a

T

am 2am

Dfugosé fuku L krzywej danej parametrycznie obliczamy ze wzoru

o
L= [ VRO P
tl
Na poczatek wyznaczymy pochodne z’(t) = a(1—cost), y'(t) = asintiwstawimy
je do wyrazenia pod pierwiastkiem
[/ (1)]2 + [ (t)]? = a®(1 — cost)? 4+ a® sin®t = a?(1 — 2cost + cos? t 4 sin t).
Korzystajac z sin® t + cos? t = 1 mozemy zapisaé, ze
[’ ()] + [y (£)]? = a®(2 — 2cost) = 2a%(1 — cost)

Nastepnie stosujgc wzor na sinus pofowy kata (1 — cost = 2 sin? %] otrzymujemy

t t t
\/2&2-2sin2§ = 4a2sin2§ = 2asin§

Poniewaz dlat € [0, 27r] funkcja sin % jest nieujemna, wiec mozemy poming¢ wartosc¢
bezwzgledng a dfugosc¢ tuku rozwazanej krzywej wynosi

27 27
t t
L= / 2a sin 5 dt = 2a {—2 cos 5] = —4a(cosm—cos0) = —4a(—1—1) = 8a
0 0

Zadanie 38. Oblicz dtugo$é tuku krzywej y = 223/% dla z € [0, 3].
Rozwigzanie:
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y = 20/?

Rozwiqgzanie:
Dfugosc¢ fuku L obliczamy ze wzoru:

b
L= / VIT P @P da

Obliczamy pochodna funkcji i podstawiamy do wyrazenia pod pierwiastkiem 1+[f’ (x)]?:

, 2 ..\ 2 3
Flz) = <§$3/2> = S ==

Zatem 1 + (y/x)? = 1 + x. Dtugo$é tuku krzywej y = %x?’/Q mozemy zapisac jako

u=1+x

3 du=dx 4 2 4 2
L:/ V1i4+xdr=| x|0|3 :/ ul/Qdu:[—u\/ﬂ] :—(4\/4_1—1\/I>
0 ulll4 1 3 ;3
2 14 2
3( ) 3 3

Zadanie 39. Oblicz pole S powierzchni powstatej przez obrot tuku krzywej f(x) =
323, gdzie z € [0, 1], wokot osi OX.

Rozwigzanie:
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Korzystamy ze wzoru na pole powierzchni obrotowej bryty:

S=on / f@)VI+ [ @P de
0

Obliczamy pochodna i podstawiamy do wzoru. f(z) = 22 = [f/(z)]? = 2 Zatem

t=1+a4

11 9 1 dt:4:1:3d:1:
S:27T/ —:1:3\/1—|—:1:4da;:—7r/ 23V 1+ xtde = :1:3da::%dt
0 3 3 0 x| 0|1
t|1]2

2 1 [? T2 .,,]° 7
=7 t1/2dt:—[—t3/2] = —(2v2—-1
3" 4/1 63" |, 5(2V2-1)

Zadania do samodzielnego rozwigzywania

Zadanie 40. Oblicz catki oznaczone

1. j;e2 Vrlnzdz.

2. fﬂ 22 sin z dzx.
0
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w

1
.j(;xze?’wdx.

4, fle In? z dz.

(&)

.j(;w/2emcosxdx.
6. Ll/zarcsinxdx.
7. flzlg—fdx.

8. jfm&c.

9. j(;l rn(1 + 2?) du,

17. fooo e " dz.
18 [Fw-e du.
19. f1°° L_dz.
20. ff’%dm.

21,

S
[\]

0

[
i

|

QL

8
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Zadanie 41. Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresem funkcji f(x) = ze ¥, 08ig
OX oraz prostg x = 1.

Zadanie 42. Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji f(x) = Inx oraz
g(x) =1—=xiosig OX.

Zadanie 43. Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji f(x) = \/x oraz

g(z) = 23

Zadanie 44. Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji f(x) = sinx
i g(z) = cosx na przedziale [0, 7/2].

Inx

Zadanie 45. Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresem funkcji f(a:) = == 0Sig
OX oraz prostg x = e.

Zadanie 46. Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresamifunkcji f(x) = €%, g(x) =
e * oraz prostg z = In 2.

Zadanie 47. Oblicz objetos$c¢ bryty powstatej przez obrét wokdét osi O X wykresu funk-

cji f(x) = zv/sinz dlaz € [0, 7).

Zadanie 48. Oblicz objetos$¢ bryty powstatej przez obrét wokot osi OX wykresu funk-
cii f(z) =+/ze " dlaz € [0,1].

Zadanie 49. Oblicz objeto$¢ bryty powstatej przez obrot wokdt osi OX wykresu funk-
cii f(x) =Inxdlazx € [1,¢].

Zadanie 50. Oblicz dtugos¢ tuku krzywej y = %3,3 — %lnx dlaz € [1,e€].
Zadanie 51. Oblicz dtugo$¢ tuku krzywej y = In(sinz) dla x € [7/3, 7/2].

Zadanie 52. Oblicz pole S powierzchni powstatej przez obrét wokdét osi OX fuku
krzywej f(x) = y/z dlaz € [0, 2].

Zadanie 53. Oblicz pole S powierzchni powstatej przez obrdot wokdét osi OX fuku

krzywej f(x) = v4 —x dlax € [0,4].

Zadanie 54. Oblicz pole S powierzchni powstatej przez obrét wokdt osi OX fuku
krzywej f(z) = 322 dlaz € [0, V/3].
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[1] Krysicki, Wtodzimierz, i in. Analiza matematyczna w zadaniach. Cz. I. Wydawnic-
two Naukowe PWN, 2003.

[2] Krysicki, Wfodzimierz, iin. Analiza matematyczna w zadaniach. Cz. 2. Wydawnic-
two Naukowe PWN, 2003.

[3] Gewert, Marian, i in. Analiza matematyczna I: przyktady i zadania. Oficyna Wy-
dawnicza GiS, 2018.
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Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

Obliczanie catki oznaczonej funkcji jest jednym z podstawowych zagadnien anali-
zy matematycznej. W wielu praktycznych problemach funkcja podcatkowa bywa zna-
na jedynie w postaci tabeli wartosci lub jest zbyt ztozona, aby znalez¢ jej catke ana-
litycznie. W takich sytuacjach stosuje sie metody numeryczne catkowania, ktore po-
legajg na przyblizonym wyznaczaniu wartosci catki

b n
/ f@)da~ 3 Af(a)

poprzez zastgpienie funkcji prostszymi funkcjami na krotkich odcinkach przedziatu
[a, b].

Przedziat catkowania dzielimy na n czesci, w szczegodlnosci poprzez réwnoodle-
gte punkty z;, gdzie:

h = , x;=a+1th, 1=0,1,...,n.

Ztozony wzor prostokatow

Najprostsza metoda polega na przyblizeniu pola pod wykresem funkcji sumag pol
prostokatow. Dla punktéw srodkowych:

/abf(x)dx%hff(a:i—kg).

i=0
Btad globalny:

(b—a)®
Erl < ——— max|f"(x
Ep| < S5 g max|f ()
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Ztozony wzor trapezow

Funkcje na kazdym podprzedziale zastepuje sie odcinkiem proste;j:

b n—1
| fade~ [f<x0> YOy ) + f(xn)] .

Btad globalny:

C=9) x| (@)

Erl < —
Bzl < 12n2  Ja,b)

Ztozona metoda Simpsona

Funkcje aproksymuje sie parabolg (wielomianem drugiego stopnia). Dla n parzy-
stych mamy wzor

b n/2 n/2—1
/ f(z)dz ~ g [f(mo) + 4Zf($2i—1) +2 Z f(ze;) + f(xn)] :

Btad globalny:

(b—a)® (@)

Metoda Simpsona jest najdokfadniejsza sposrdd przedstawionych metod, ponie-
waz btad maleje proporcjonalnie do h?.

|Eg| <

Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 55. Obliczy¢ przyblizenie

/2(:62 + 1)dz

metodg prostokatow srodkowych dlan = 4.
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Rozwigzanie:
2-0

Dtugos$c przedziatéw podziatu: h = =~ = 0.5

Punkty podziatu: zj = 0,2z, = 0.5,25 = 1,25 = 1.5, 2, = 2.
Punkty $rodkowe:

To+ 2 =025z +2=0752,+2=1252,+2=175
Wartosci funkcji podcatkowej w punktach srodkowych:

£(0.25) = 1.0625
£(0.75) = 1.5625
£(1.25) = 2.5625
F(1.75) = 4.0625

Stad, stosujgc wzoér na przyblizenie metodg prostokgtéw mamy:

2
/ (22 4 1)da ~ 0.5(1.0625 + 1.5625 + 2.5625 + 4.0625) = 0.5(9.25) = 4.625
0

Zadanie 56. Obliczy¢ metodg trapezow

3
/ x2dx
1

dlan = 2.

Rozwiqgzanie:

Dfugosé przedziatéw podziatu: h = 1.

Punkty podziatu: zj = 1,2, = 2,2, = 3.

Wartoéci funkcji podcatkowej w punktach podziatu: f(1) = 1, f(2) =4, f(3) = 9.
Przyblizona wartosc¢ cafki:

3
1 18
/ ?dr~-[1+2-4+9=—=9
A 2 2
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Wartosé doktadna catki wynosi:

Wl

3
27, 11,313 _ 1
/ zidr = [z ]1—5-27—
1
Zadanie 57. Obliczy¢ stosujac wzor Simpsona

2
1
/ 2d:c
o 1+
dlan = 4.

Rozwiqzanie: DYugos$é przedziatéw podziatu: h = 0.5
Punkty podziatu: zy = 0,2z, = 0.5,2y = 1,253 = 1.5, 24, = 2
Wartosci funkcji podcatkowej w punktach podziatu:

Stosujemy ztozony wzor Simpsona:

2
1 0.5
dr ~ —[1 +4(0.840.3077) + 2(0.5) + 0.2] =
/01+x2:1: 3[—|—(+ ) +2(0.5) 4+ 0.2]

1 1
= S[L+4(1.1077) + 1+ 0.2] = £(6.6308) = 1.1051

Zadanie 58.
Dla funkcji f(x) = e® na przedziale [0, 1] obliczy¢ przyblizenie catki dla n = 2
metodami:

(a) prostokatéow srodkowych

(b) trapezéw
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(c) Simpsona

oraz porownac z wartoscig doktadna.
Rozwiqgzanie:
Wartos¢ doktadna:

1
I = / efdr =e— 1~ 1.718281828
0

Podziat: h = 152 = 0.5, punkty: 25 = 0,2, = 0.5, 2, = 1.
Metoda prostokqgtow srodkowych
Punkty $rodkowe: 0.25,0.75

Ip ~ 0.5 (%% +€%75) = 0.5(1.284025417 + 2.117000017) = 1.700512717

Metoda trapezow

05[

Iy ~ 142V3+ e} = 0.25(1+2-1.648721271+2.718281828) = 1.753931093

Metoda Simpsona

0.5

I
s~ 73

1
——(1+4e%5 +¢e) = 6(1 + 6.594885083 + 2.718281828) = 1.718861152

Poréwnanie btedow

1T — I ~ 0.017769111
I — I ~ 0.035649265
T — Ig| ~ 0.000579324

Widzimy, ze metoda Simpsona jest najdoktadniejsza.

Zadanie 59. Zmierzono predkosé obiektu co 2 sekundy:

tls] |0 2 4 6 8
v(t)[m/s] |0 3 5 4 2

Obliczy¢ przebytg droge w czasie 8 s metoda:

(a) trapezow
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(b) Simpsona.
Rozwigzanie: Przebyta droga dana jest wzorem:

5= / ? (bt

1

Krok catkowania: h = 2.
Metoda trapezéw

2
Sp = 5[0+2-(3+5+4)+2] = 26[m|
Metoda Simpsona

2 2
SS:§[O+4-(3+4)+2-(5)—|—2]:3-40:26.67[m]

Zadanie 60. Oszacuj btad przyblizenia catki

2
I :/ In(x + 1)dx
0

metodg Simpsona dla n = 4 podprzedziatéw.
Rozwigzanie: Wzor na bfgd metody Simpsona:
(b—a)®
Fol < ————— max ) ()]
[Es| 180n* zefab) F5 @)
Mamy f(z) = In(z + 1).
Kolejne pochodne:
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4 _ 6
) = (x - 1%

Na przedziale [0, 2] maksimum modutu czwartej pochodnej jest w x = 0:
max |4 (x)| = 6.

Podstawiamy do wzoru:

(2—0)°
180 - 44
32 6 192 1
180-256 46080 240

|Es| < - 6.

|Eg| <

|Eg| < 0.00417.
Btad metody Simpsona nie przekracza 0.00417.

Zadanie 61. Obliczy¢ przyblizenie cafki
7
I = / Vzdr
3

metodg Simpsona dla n = 2 na dwa sposoby:
(a) bezposrednio na przedziale [a, b]
(b) po sprowadzeniu catki do przedziatu [0, 1]

Rozwiqgzanie:
1. Rozwigzanie bezposrednio na [a, b]
Krok catkowania:

Punkty podziatu:
xO:?), $1:5, $2:7

Wartosci funkcji f(x) = \/x w punktach z,:

f(3)=1.7321, f(5)=2.2361, f(7)=2.6458
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Wz6r Simpsona: "
Ig = g[f(xo) +4f(xy) + f(x3)]

2
Iq = 5(1.7321 +4-2.2361 + 2.6458) = 8.8815

2. Rozwigzanie po zmianie przedziatu na [O, 1] Wprowadzamy podstawienie li-
niowe:
r =3+ 4t, dr = 4dt

Granice:

Catka:

1
I:/ V3 + 4t - 4dt
0
Niech f(t) = 4v/3 + 4t.

Krok catkowania:

Punkty podziatu:
tO — O, tl = 05, tQ = 1

Wartosci funkcji f w punktach z;:
£(0) = 4V/3 = 6.9282

£(0.5) = 4v/5 = 8.9443
f(1) = 4V/7 = 10.5830
Wz06r Simpsona:
I = D[f(t) + 4 (t,) + (&)

3
0.5
Iq = ?(6.9282 + 4 -8.9443 + 10.5830) = 8.8815

1
2
:/ e vdx
0

Zadanie 62. Przyblizy¢ catke
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metodg Simpsona przy podziale na n = 6 podprzedziatow.
Rozwiqgzanie:
Krok catkowania

Punkty podziatu:

2y =0, x,=0.1667, z,=0.3334, x4 = 0.5001,
z, = 0.6668, z.=0.8335, z,=1.002

Tabela 1: Wartosci funkgji f(x) = e~** w punktach podziatu.
Ly ‘ f(z;)
0.0000 | 1.0000
0.1667 | 0.9726
0.3333 | 0.8948
0.5000 | 0.7787
0.6667 | 0.6411
0.8333 | 0.4992
1.0000 | 0.3677

Wzdr metody Simpsona dla n = 6:

I~ g (@) + 4F (1) + 2F (z5) + Af () + 2/ (24) + 4f (35) + f(6)]

Zatem:

1
I~ 0.1667

[1+4(0.9726) + 2(0.8948) + 4(0.7787)

+2(0.6411) + 4(0.4992) + 0.3677]
~0.1667

-13.4415
~ 0.7469

Przyblizenie catki metodg Simpsona przy n = 6 podprzedziatach:
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Zadania do samodzielnego rozwigzywania

Zadanie 63. Obliczy¢ metoda trapezéw (n = 4):

2
/ erdx
0

Zadanie 64. Obliczyé metodg prostokgtéw dla punktéw srodkowych (n = 5):

1
/ In(1+ x)dx
0

Zadanie 65. Obliczy¢ metodg Simpsona (n = 6):

3
/ (223 —x + 1)dx
0

Zadanie 66. Dane:

t|
v

0 3 4
0 2 1

1 2
2 3
Obliczyé droge metodg trapezow i Simpsona.

Zadanie 67. Dane pomiarowe temperatury w ciggu dnia:

tlhl [0 4 8 12 16 20
T()rcl| 10 12 18 22 19 14

Oszacowac srednig temperature w ciggu doby metoda Simpsona.

Zadanie 68. Dana jest catka:

2
/ (23 — 22 + 1)dz.
0
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Obliczy¢ przyblizenia metodami: prostokatow srodkowych, trapezow i Simpsona dla

n = 2. Porownac z wartoscig dokfadna.

Zadanie 69. lle podprzedziatéw potrzeba, aby btagd metody Simpsona dla

1
/ etdx
0

Zadanie 70. Obliczy¢ przyblizenie catki

11
Iz/ e’dx
10

metoda trapezow dla n = 2 na dwa sposoby:

byt mniejszy niz 1072,

(a) bezposrednio na przedziale [a, b]

(b) po sprowadzeniu catki do przedziatu [0, 1].

[1] Kincaid, David, i in. Analiza numeryczna. Wydawnictwa Naukowo-Techniczne,
2006.

[2] M. Dryja, J. i M. Jankowscy: Przeglad metod i algorytmdw numerycznych. Cz. 1.
WNT, Warszawa 1982.

[3] J. Krupka, A. Miekina, R.Z. Morawski, L.J. Opalski: Wstep do metod numerycz-
nych. Dla studentow elektroniki i technik informacyjnych, Oficyna Wydawnicza
Politechniki Warszawskiej, Warszawa 2009.

[4] J. M. Jankowscy: Przeglad metod i algorytmow numerycznych. Cz. 2, WNT, War-

szawa 1981.
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CWICZENIA IV

Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

Celem ¢wiczen jest zapoznanie sie z pewnymi metodami rozwigzywania wybra-
nych typow rownan rézniczkowych zwyczajnych metodami analitycznymi.
Réwnaniem rézniczkowym rzedu pierwszego nazywamy rownanie postaci

y = f(z,y),

gdzie y oznacza niewiadoma funkcje zmiennej x, zas f jest funkcjg ciggtfa na pewnym
obszarze D € R?.

Réwnaniem rézniczkowym o rozdzielonych zmiennych nazywamy rdwnanie roz-
niczkowe postaci

1. Jesli istnieje y, takie, ze h(y,) = 0, to funkcja stata y(x) = y, jest rozwigza-
niem tego réwnania.

2. Jesli h(y) =+ 0, to réwnanie o rozdzielonych zmiennych mozna zapisa¢ w po-

staci rézniczkowe
dy

h(y)

3. Jeslifunkcje g i h sg ciggte, to rozwigzanie rownania rozniczkowego znajdujemy cat-

kujgc 4

Réwnaniem rézniczkowym jednorodnym wzgledem x i y nazywamy réwnanie
rézniczkowe postaci
Y
y =1 (—)
T

1. Rownanie takie rozwigzujemy poprzez sprowadzenie go do réwnania o rozdzie-
lonych zmiennych przez podstawienie

= g(x)dz

Z ¢
X
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czyliy=t-x

2. Funkcje t oraz y sg funkcjami zmiennej x, wiec po zrézniczkowaniu tej rownosci stro-
nami wzgledem x otrzymujemy

dy _ dt T+t
dr dx

czyliy’:%-az—l—t

3. Po podstawieniu y oraz 3y’ do réwnania wyj$ciowego, otrzymujemy réwnanie o roz-
dzielonych zmiennych.

Réwnaniem rézniczkowym liniowym nazywamy rownanie rézniczkowe postaci
y +p(z)y =q(z)
1. Jesli g(x) # 0 to powyzsze réwnanie nazywamy réwnaniem rézniczkowym

liniowym niejednorodnym.

2. Jesli ¢(x) = 0 to powyzsze rdwnanie ma postac

y +p(x)y=0

i nazywamy je rGwnaniem rézniczkowym liniowym jednorodnym.

Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 71. Rozwigz rownanie rézniczkowe:

, 2xy

V= Er

z warunkiem poczatkowym y(0) = 5.

Rozwiqgzanie:

Zaczniemy od rozdzielenia zmiennych i zapisania y’ jako %' Dokonujgc elementar-
nych operacji otrzymamy:

d 2x
By 2 g,
Y 4+ 1
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Catkujgc obustronnie powyzsze rownanie mozna zauwazyg, ze nalezy obliczy¢ na-

stepujgce cafki:
—dy =
/ v / 21

katwo zauwazy¢, ze: [ dy = In[y|. Natomiast catke [ ;2
ze wzoru )
f'(x)

QH obliczymy korzystajgc

= In|f(z)|

Zauwazmy, ze licznik (2z) jest doktadnie pochodnag mianownika (z? + 1). W takim
przypadku rozwazana catka to:

2
/ 2f_1da::1n(:c2+1)
x

Ostatecznie:
Inly| =In(z? +1)+C

Aby uprosci¢ nasze dalsze obliczenia zamiast pisa¢ +C, zapiszemy + In |C/|
In|y| = In(2? + 1) +1n|C|,
a nastepnie wykorzystamy dziatania na logarytmach:
Infy| = In|C(a? + 1)

Zatem
y=Ca*+1)

Po podstawieniu warunku poczatkowego y(0) = 5 (czyliz = 0 iy = 5) do otrzyma-
nego rozwigzania otrzymamy:

5=C(0°+1) = C=5

Rozwigzanie rownania jest zatem postaci:

y=>5(x%+1)
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Zadanie 72. Rozwigz réwnanie rézniczkowe jednorodne:

, Yty
y_—

2

z warunkiem poczatkowym y(1) = 1.
Rozwiqgzanie:
Zauwazmy, ze:

2 2
x
y =5+ = <y> +2
x T T T
Podstawiajgc:
t = J — y=t-x
T
y =tz +t
do rozwigzywanego rdwnania mamy:
tox+t=1>+1
Zatem:
t'x =t2.

Po rozdzieleniu zmiennych i podstawieniu t’ = j—i otrzymamy:

dt ., dt dx

€rT— = _— —
dx 12 x

Catkujgc obustronnie powyzsze rownanie mozemy zapisac, ze

1
/t_th = /—d:c,
e

1

Wracajac do zmiennej y mamy, zet = ¥,to 1 = o
x

—— =In|z|+ C.
Yy

Z warunku y(1) = 1 wyznaczymy statg X. Podstawiamy = = 1 oraz y = 1 do otrzy-
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manego rozwigzania otrzymamy:
1

Podstawiajgc C do rozwigzania mamy, ze:

—Ezln|x|—1

Po przeksztatceniach zapisujemy ostateczng postac rozwigzania

X

Y1 lnfa

Zadanie 73. Rozwiagz réwnanie rézniczkowe liniowe niejednorodne:
y — 2y = 4x.

Rozwiqgzanie:

Rozwigzanie sktada sig zdwoch czesci: y = y,+y, czylirozwigzanie ogdlne rownania
jednorodnego + rozwigzanie szczegolne réwnania niejednorodnego. Aby rozwigzac
rownanie jednorodnego przyjmujemy, ze

y — 2y = 0.
Jest to rdwnanie o rozdzielonych zmiennych:

d d
dx Y

Zatem
Yo = Ce™

Rozwigzanie szczegolne y, znajdziemy metodg przewidywan. Przyjrzyjmy sie prawe;
stronie oryginalnego réwnania q(x) = 4x. Jest to wielomian pierwszego stopnia.
Przewidujemy wiec, ze rozwigzanie szczegodlne tez bedzie wielomianem pierwszego
stopnia:

y, = Az + B.

Teraz obliczymy pochodng naszego przewidywanego rozwigzania: y; — Aipodsta-
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wimy y, oraz y. do rdwnania, ktére mieliémy rozwigzaé vy’ — 2y = 4z. Zatem
A—2(Az+ B) =4z

A—2Ax — 2B = 4zx.

Wyznaczamy wspoétczynniki A i B poréwnujac obie strony rownania i otrzymujemy
—2A =4 — A = —2o0raz A— 2B = 0. Podstawiamy A = —2 do réwnania
i otrzymujemy —2 = 2B — B = —1. Zatem nasze rozwigzanie szczegodlne to:

Yy, = 2z —1
Ostateczne rozwigzanie réwnania y’ — 2y = 4z to:
y=y; +y,
y=Ce* —2x — 1.
Zadanie 74. Rozwigz rownanie rézniczkowe liniowe niejednorodne:
y — 2y = e3”,

Rozwiqgzanie:
Na poczatek rozwigzemy réwnanie:

y —2y =0.
Rozdzielajgc zmienne i catkujgc obustronnie otrzymujemy:

d d
d—y:2y — Y ooiy = Inly|=22+C = y,=C-e>*.
L Y

Skorzystamy teraz z metody uzmienniania statej, zaktadajac ze stata C nie jest sta-
ta, ale funkcja C'(x) mozemy zapisag, ze

y=C(x) e**

Obliczamy pochodng ¥’ i otrzymamy:
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Podstawiamy y oraz i’ do rozwigzywanego réwnania ' — 2y = e3* dostajac:
(C'(x)e*® +2C(x)e?*) — 2(C(x)e?*) = e32.

Po skréceniu mamy
C’'(z)e** = e37.

Wykonujac proste przeksztatcenia mamy, ze

63:3

C'(z) = = e”.

_ e2x

Catkujemy obustronnie powyzsze réwnanie aby znalez¢ C'(x) i otrzymujemy
C(x) = /exdx =e"+ ()

Podstawiamy wyliczone C(x) do naszego wzoru na y otrzymujac rozwigzanie postaci

y=(e"+Cy) - €.

Zadania do samodzielnego rozwigzywania

Zadanie 75. Rozwiagz réwnanie rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych:

z warunkiem poczatkowym y(0) = 2.
Zadanie 76. Rozwigz rownanie rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych:
y =y ctg(r)

z warunkiem poczatkowym y (%) = 3.
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Zadanie 77. Rozwigz rodwnanie rozniczkowe jednorodne:

, T+ 2y
X

z warunkiem poczatkowym y(1) = 2.

Zadanie 78. Rozwigz rownanie rézniczkowe jednorodne:

z warunkiem poczatkowym y(1) = 2.
Zadanie 79. Rozwigz réwnanie rozniczkowe liniowe niejednorodne:
v +y=a®+1
z warunkiem poczatkowym y(0) = 0.
Zadanie 80. Rozwigz rownanie rézniczkowe liniowe metodg uzmienniania statej:
y +y-tg(w) = cos(w)
z warunkiem poczatkowym y(0) = 1.

Zadanie 81. Rozwigz rédwnanie rozniczkowe liniowe niejednorodne:

y + 2y = 22 + 2z.

Zadanie 82. Rozwigz rdwnanie rézniczkowe liniowe metodg uzmienniania state;j:

, Y
— 7 — rln(z).
v= r In(x)

Zadanie 83. Rozwigz réwnanie rozniczkowe Bernoulliego:

Yy +xy = ay’.
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Zadanie 84. Rozwigz rdwnanie rézniczkowe Bernoulliego:

—z2,3

y.

[1] Marian Gewert, iin. Rownania réZniczkowe zwyczajne. Teoria, przyktady, zadania.
Oficyna Wydawnicza GiS, 2025.

y —xy=—e

[2] Krysicki, Wfodzimierz, iin. Analiza matematyczna w zadaniach. Cz. 2. Wydawnic-
two Naukowe PWN, 2003.
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CWICZENIAV

Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

Celem ¢wiczen jest przedstawienie podstawowych algorytméw stosowanych do
znajdowania przyblizonych rozwigzan réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu z wa-
runkiem poczatkowym. Niejednokrotnie nie znamy analitycznej postaci rozwigzania
poczatkowego z czego wynika koniecznos$¢ stosowania metod numerycznych.

Rozwazamy zagadnienie poczatkowe opisane réGwnaniami

x'(t) = f(t,x), z(ty) = .
Rozwigzaniem numerycznym jest tablica przyblizen x; warto$ci doktadnego rozwig-
zania x w punktach ¢;, czyli szukamy wartos$ci funkcji w punktach siatki: t;, = t, +ih,
gdzie h jest krokiem catkowania.
Metoda Eulera
Jest to najprostsza metoda oparta na wzorze Taylora. Opisuje jg wzor:
x(t+h)~z(t)+ hft, ).

Jest to metoda rzedu 1 (btad globalny O(h)).

Metoda Heuna

Najpierw wykonujemy krok predykcji (Euler), a nastepnie poprawke:

x(t+h)~xz(t) + %(Fl + F,),

gdzie
Fl::hf(tax)a F2::hf(t+h,$+F1)

Stad
w(t+h) ~ x(t) + 5 [f(t,2) + f(t+ h,w + hf(t,2))].

Metoda ma rzad 2 (btad globalny O(h?)) i jest znacznie dokfadniejsza.
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Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 85. Znalez¢ numeryczne rozwigzanie metoda Eulera na odcinku [0, 0.3] z kro-
kiem h = 0, 1 zagadnienia poczatkowego:

Rozwigzanie:
Mamy, ze f(t,x) = x(t).

tg=0, x5=1

t, =01, z; =x(t;) = x(ty) + hf(ty,zy) =14+01-1=1.1

ty =02 zy=2x(ty) = x(ty) + hf(ty,z;) =1.140.1-1.1=1.21

ts = 0.3, x5 =2x(t3) =~ x(ty) + hf(ty,z5) =1.214+0.1-1.21 = 1.331

Zadanie 86. Rozwigzac¢ rownanie z poprzedniego zadania stosujac metode Heuna.

Poréwnaé z rozwigzaniem doktadnym z = el.

Rozwigzanie:

Krok 1:
h . 0.1
Ty =T+ 5 [f(tg,zg) + f(ty,2%)] =1+ 7(1 +1.1) = 1.105
Krok 2:

h 0.1
1y = w1+ 5 [t @) + [ty 23)] = 1105+ —~(1.105 + 1.2155) = 1.221025

Krok 3:

2 = Ty + hf (g, ty) = 1.221025 + 0.1 - 1.221025 = 1.3431275

h 0.1
1y = @5 + 5 [ty 25) + f(ty, 23)] = 1.221025 + —~(1.221025 + 1.3431275) =
= 1.349232625
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Tabela 2: Poréwnanie wynikéw numerycznych i rozwigzania doktadnego
n t, Euler  Heun

G

0 | 0.0 1.000 | 1.000000 | 1.000000
110.1]1.100 | 1.105000 | 1.105171
2 0.2 ] 1.210 | 1.221025 | 1.221403
3103 1.331 | 1.349233 | 1.349859

Zadanie 87. Rozwazamy réwnanie rozniczkowe:

r=x—t*+1, x(0)=0.5

Znalez¢ numeryczne przyblizenie wartosci x(0.4) stosujac metode Eulera z krokiem
h =0.1.
Rozwiqgzanie:

Mamy f(t,z) =z —t* + 1.
Wyznaczamy punkty podziatu

Dana jest warto$¢ poczatkowa x, = (0) = 0.5.
Wyznaczamy kolejne przyblizenia:

Krok 1:
x, = 2(0.1) = 2y + hf(ty,zy) = 0.54+0.1-(0.5—0%+1) = 0.65
Krok 2
1y = 2(0.2) = 2y + hf(ty, ;) = 0.65 + 0.1(0.65 — 0.12 + 1) = 0.814
Krok 3

Ty = x(0.3) = x5 + hf(ty,z5) = 0.814 + 0.1(0.814 — 0.22 + 1) =0.9914
Krok 4

z, = 2(0,4) = x4 + hf(ts, z3) = 0.9914 + 0.1(0.9914 — 0.32 + 1) = 1.18154
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Zatem przyblizona warto$¢ wynosi (0.4) = 1.18154.

Zadanie 88. Znalez¢ numeryczne rozwigzanie metodg Heuna na [0, 0.4] z krokiem
h = 0.2 zagadnienia poczatkowego:

' =2z, xz(0)=1.

Rozwiqgzanie:
Mamy, ze f(t, x) = —2x. Bedziemy szukaé rozwigzania przyblizonego w punktach:

Krok 1:
i =x(0)+ hf(ty,zy) =140.2-(=2-1)=0.6
h *
ry = 1(0.2) = 2(0) + 5 [f(tg,zo) + f(ty,27)]
=14+01(—2-1+—-2-0.6) =0.68
Krok 2:

o = 2(0.2) + hf(t;,z,) = 0.68 + 0.2 - (—2 - 0.68) = 0.408

h
Ty =2(0.4) = 2(0.2) + 5 [f(ty, 1) + f(ty, 25)]
=0.6840.1(—2-0.68 + —2- 0.408) = 0.4624

Zadanie 89. Stosujgc metode Eulera i Heuna znalez¢ numeryczne przyblizenie roz-
wigzania réwnania
v =z22—t, x(0)=0,

na przedziale [0, 0.3] gdzie h = 0.1.
Rozwiqgzanie:
Mamy f(t,z) = x? — t. Szukamy rozwigzania w punktach

Metoda Eulera
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xy = 2(0.1) = x(ty) + hf(tg, 7)) =0+0.1-(02—0)=0

2y = 2(0.2) ~ z(t;) + hf(ty, ;) = 0+ 0.1(02 — 0.1) = —0.01

zg = 2(0.3) & z(ty) + hf(ty, 25) = —0.01 4 0.1((—0.01)2 — 0.2) = —0.02999

Metoda Heuna

Krok 1
2t = 2(0) + hf(ty,z9) =0+0.1-(02—-0) =0
h *
ry =z(0,1) = z(0) + 5 [f(tg, o) + f(t1,2])] =
=04 0.05-(0+—0.1) = —0.005
Krok 2:

25 = 2(0.1) + hf(t;,z,) = —0.005 4 0.1 - ((—0.005)2 — 0.1) = —0.0149975

vy = 2(0.2) = 2(0.1) + o [F(1y,20) + [t 23)] =

= —0.005 + 0.05 - ((—0.005)% — 0.1 + (—0.0149975)% — 0.2) =
= —0.0199875

Krok 3:

2t = 2(0.2) + hf(ty, zy) = —0.0199875 + 0.1 - ((—0.0199875)2 — 0.2) =
= —0.03994755

h
3 = 2(0.3) = 2(0.2) + 5 [f(t2, w2) + f(ts,23)] =
= —0.0199875 + 0.05 - ((—0.0199875)2 — 0.2 + (—0.03994755)2 — 0.3) =

= —0.04488773
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Tabela 3: Numeryczne rozwigzania réwnaniaz’ = 22 —t, z(0) =0
n| t, Euler | Heun |
0.0 | 0.0000 0.00000000
0.1 | 0.0000 | —0.00500000
0.2 | —0.0100 | —0.0199875
0.3 | —0.0299 | —0.04488773

W= O

Zadania do samodzielnego rozwigzywania

Zadanie 90. Znalez¢ metoda Eulera numeryczne przyblizenie z(0.4) , gdy:

' =2t+x, x(0)=0, h=0.2

Zadanie 91. Obliczyé metoda Heuna warto$¢ z(0.3), gdy:

¥ =t—z, x(0)=1, h=0.1.

Zadanie 92. Niech:
v =x—t>+1, 2(0)=05 h=0.2
Wykonac¢ dwa kroki metodg Eulera i Heuna i poréwnac¢ wyniki.

Zadanie 93. Wykonac¢ 5 krokdw metodg Eulera dla zagadnienia poczatkowego

dla h = 0.1.

Zadanie 94. Pordwnac rozwigzania metoda Eulera i Heunadlaz’ =t + x, x(0) = 0,
h = 0.25.

Zadanie 95. Zbadac¢ wptyw zmniejszenia kroku o pofowe na btgd metody Eulera.
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Zadanie 96. Niech

Obliczy¢ x(0.2):
(a) metodg Eulera h = 0.1
(b) metodg Heuna h = 0.1

(c) poréwnaé z dokfadnym rozwigzaniem x(t) = t2 — 2t + 2 — e,

[1] Kincaid, David, i in. Analiza numeryczna. Wydawnictwa Naukowo-Techniczne,
2006.

[2] M. Dryja, J. i M. Jankowscy: Przeglad metod i algorytmdw numerycznych. Cz. 1.
WNT, Warszawa 1982.

[3] Leszek Marcinkowski, Numeryczne rozwigzywanie rownan réZzniczkowych, Uni-
wersytet Warszawski, 2011
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CWICZENIA VI

Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

Celem ¢wiczen jest zapoznanie sie z podstawami rachunku macierzowego oraz
opanowanie elementarnych dziatan na macierzach. Sg to pojecia powszechnie sto-
sowane w matematyce, fizyce i zastosowaniach inzynierskich.

Macierze zapisujemy w postaci prostokgtnych tablic liczb utozonych w wierszach

i kolumnach:
ayp Q2 A1m
A= | Q21 @22 G2m
anl an2 anm

lub w wersji uproszczonej A = [aij]nxm. Macierz A to macierz wymiaru n X m, gdzie
n oznacza liczbe wierszy, zas m liczbe kolumn. Wprowadzimy kilka poje¢ dotyczacych
macierzy:

* macierz kwadratowa stopnia n, to macierz dla ktérejm = n

» przekatna gtdwna macierzy, to zbiér elementéw a, ;, dla ktérych 7 = j

ij’
« macierz zerowa 0 = [0],,..,,,, to macierz dowolnego wymiaru ztozona z samych
zer

* macierz diagonalna, to macierz kwadratowa, ktdrej wszystkie elementy poza
gtdwng przekatng sg rowne zero

* macierz jednostkowa (/) jest to macierz diagonalna o elementach na gtéwne;j
przekatnej rownych jeden

* macierz trojkgtna gorna (dolna), to macierz kwadratowa, ktérej wszystkie ele-
menty stojgce pod (nad) gftéwna przekatng sg réwne zero

« macierz transponowana A7, to macierz, ktéra powstaje z macierzy A = [aij]nxm

przez zamiang wierszy na kolumny, tj. A” = [a;;],,,.,-
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Dwie macierze A i B s3g réwne wtedy i tylko wtedy, gdy majg ten sam wymiar
i wszystkie odpowiadajgce sobie elementy s3 sobie réwne.
Jezeli A = [a B=1[ oraz o € R, to definiujemy dziatania

ij]nxm' ij]nxm

« dodawanie macierzy: A + B = [a;; + b;;],xm
« iloczyn przez skalar: A = [aa; ], -

lloczyn macierzy 4, ,, -Bmxp jest okreslony tylko wtedy, gdy liczba kolumn macie-
rzy A jest rowna liczbie wierszy macierzy B. Macierz wynikowa C' = A - B ma wymiar
n X p, a jej elementy Cij oblicza sie ze wzoru:

m
Cij = E :aikbkj'
k=1

Elementem neutralnym dodawania macierzy jest macierz zerowa. Elementem neu-
tralnym mnozenia macierzy jest macierz jednostkowa.

Macierzg odwrotnqg A 1do macierzy kwadratowej A nazywamy takg macierz kwa-
dratowa, ze A- A1 =A"1. A=1.

Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 97. Wykonaj nastepujgce dziatania arytmetyczne dla podanych macierzy.

. [2-1 351 , [t -35 —2
(a) 2A+B,gd2|eA_[5 8 _5 2],8_{0 1 o 8}

(b) B +2A — 3C, gdzie

5 2 8 -2 =5 3
A_[O 1 3}’ B_[8 7 2}’ ¢

|
—
—= N
= Ot
w N
—

(c) 2A — 7B + C, gdzie

0 = 5 2 37 5
e S B O P
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(d) 24T — 2B, gdzie

2 0 1
A‘L 1 0}’ b=

(e) A+2BT —CT7, gdzie

5 3 0 5 2 8 210
A=10 03|, B=|118|, ¢c=19 20
3 7 3 5 0 1 110
(f) A- B, gdzie
5 2 8 5 0 3
A=1{1128|, B=1]00 3
5 0 1 3 0 3
(g) AT - (A — B), gdzie
2 3 3 3
=l =33

Rozwiqgzania:

(a)

2A+B:2{2 -1 3 5}+[7 -3 5 —2]

11 -5 11 8
5 8 —5 2 0 1 2 8

10 17 —8 12
(b)

—2 —5 3], [10 4 16] [6 15 6] [2 —16 13
B+2A_3C_{8 7 2}*[0 2 6}_l3 3 9}_[5 6 —1}

(c]

—27 4 —7m 0 0 3
e o R R MR R R
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(d)
2 1 —4 —10
AT = |0 1], 23—{2 0]
10 —6 —4
2 1 —4 —10 0 -8
2AT —2B =210 1]+[2 0]_!2 2}
10 —6 —4 —4 —4
(e)
515 2 91
BT_210,CT_121}
8 8 1 0020
5 3 0 10 2 10 -2 -9 -1 13 —4 9
A+2BT—CT =10 0 3|+|4 2 O|+|-1 —2 1| =3 0 2
373 [16 16 2 0 0 0 19 23 5
(f)
5 2 8 5 0 3
A-B=1|118|-|00 3|=
5 0 1 3 0 3

1-54+1-04+8-3 1-0+1-04+8-0 1-3+1-3+8-3
5:-5+0-0+1-3 5-04+0-0+1-0 5-34+0-3+1-3

49 0 45
=129 0 30

[5-5+2-0+8-3 5-0+2-0+8-0 5-3+2-3+8-3

28 0 18

(9)
r ]2 2 L [-1 o0
=5 d) a-e=

. (2o (-1D)+2-(=6) 2-0+2-6] [-8 12
A '(A—B)—[3.(_1)+8.(_6) 3.0+8-6}_[—51 48}

Zadanie 98. Wyznacz macierz X.
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@) X +A-B=CT

2
5
8

A=

5 =2 7
CB=[2 3. 02{3 - _3}

(b) AT . BT —2X =3C

13 2
20 1 2 4
T R s 101
530 5 8 0 11
) XT+A.-BT =20 .- BT
1 —2 T 0 1
A= 14 1], B:{_1 1], C=12 -3
3 0 4 —1
(d) AX+2B=C-D
1 1 1 -1 1
A=|0 1|, B=|4% -1|, C=|1|, D=[-2 —1]
-1 0 -5 2

Rozwiqgzania:

(a)

5 3
cT=1|-2 -1/,

7 =3
2 2-(—=2) 2-3 —4 6
A-B=1|5|-[-2 3]=[5-(-2) 5-3| =|-10 15
8 8-(—2) 8-3 —16 24
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5 3 —4 6 9 -3
X=|—-2 —1| —|—10 15| = |8 —16
7T =3 —16 24 9 27

AT.BT 2X =3C = —2X=30-AT.BT — X=-—

25 -3
0 3], BT:E 2} —30 = 0
1 0 33

T2

1O+ (AT - BT)

2

wlww%

2:24+5-4 2-545-8
0-24+3-4 0-5+3-8
1-24+0-4 1-5+0-8

-3 -3 24 50 —1
-2 0 | +5|12 24| = 12

2 5

12 24

$ )
2

(c)
XT+A.BT=20-Bf — XT=20—A-BT

0 2
20 =4 —6 BT:{_ll _11}
8 -2

1+ (=2) (=1 1-(—1)+(—2)-1} F —3
. : : =13 -3

0 2 3 3] [-3 5 s s
XT=14 6|3 3|=]1 -3 = X:{5 L 1}
8 —2] [3 -3 5 1
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(d)
AX+2B=C-D

2 -2 1 —2 —1
2B=|1 —2|, ¢-D=|1|-D=[-2 —1]=|-2 -1
5 —2 2 —4 =2

11 —2 —1] 2 -2
0 1| -X=|-2 —-1|—-|1 -2
~10 —4 —2] |-5 —2

11 —4 1
0 1| Xyn=|-31
-1 0], 1 0

X2 - 3x2

[loczyn macierzy o wymiarach 3 x 2 z macierzg X ma daé¢ macierz o wymiarach 3 x 2,
stagd macierz X musi by¢ wymiaréw 2 x 2.

1 1 b —4 1
e f
—1 0] L° 1 0
a+c b+d —4 1
-
—a —b 1 0

Macierze bedg réwne, jesli wszystkie odpowiednie elementy sg réwne. Mamy zatem
uktad rownan:

(a+c=—4
b+d=1 a=—1
<c:—3 N b=20
d=1 c=-3
—a=1 d=
(—b=20
Stad:
1 0
=4

Zadanie 99. Oblicz potegi podanych macierzy.
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(a) A4
1 2
=lis
(b) B3
1 0 2
B=|0 3 0:|
4 01

Rozwiqgzania:

(a)

1 2] [t 2] [t-1+2-4 1-2+2-3] [9 8
2 _ A A — . — —
AT=4-4 {4 3} {4 31 {4-1+3-4 4-2+3-3] l16 17}

At a2.2_ |9 8][9 8]_[9-9+48-16 9-8+8-17 ] _[209 208
16 17) [16 17| ~ [16-9+17-16 16-8+17-17] ~ |416 417

(b)

102 102
B2=B-B=10 3 0] -]0 3 0| =

4 01 4 01

0-1+3-0+0-4 0-04+3-34+0-0 0-24+3-0+40-1
4-1+0-0+1-4 4-04+0-3+1-0 4-240-0+4+1-1

9 0 4
=109 0
8 09

[1-1+0-0+2-4 1-0+0-3+2-0 1-240-0+2-1

9 0 4 1 0 2
B3=B?.B=10 9 0|-(0 3 0| =
8 09 4 0 1
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0-1+9-0+0-4 0-04+9-3+0-0 0-249-040-1

[9-1+0-0+4-4 9-0+0-3+4-0 9-24+0-0+4-1
8-1+0-0+9-4 8-:04+0-3+9-0 8-240-049-1

25 0 22
=10 27 0
44 0 25

Zadanie 100. Sprawdz, czy macierz B jest macierzg odwrotna do macierzy A.

(a)

(b) i

I e
A=l ol 7]
(c)
0 2 2 [0 -1 0
A=|-10 0|, B=|—35 -3 1
-3 21 1 3 -1

Rozwigzania:

(a)
A.B— 21 . 12 2-14+1-2 2-2+1-3| (4 7
132 2 3 |3-1+2-2 3-24+2-3| |7 12
Odpowiedz: Macierz B nie jest macierzg odwrotng do macierzy A.

(b)

a 1] [2 —& a-2+1-0 a-(—5)+1-3 10
A-B= ' =108 9.0 0. (=L I
02/ |0 3 0-2+2-0 0-(—355)+25 01
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Odpowiedz: Macierz B jest macierzg odwrotng do macierzy A.

(c)
0 2 2 0 —1 0
-1 00|-|—2 =3 1|=
-3 21 1 3 -1

0-0+2-(—3)+2-1 0-(=1)4+2-(=3)+2-3 0-0+2-14+2-(—1)
—1-040-(-3)+0-1 —-1-(-1)+0-(-3)+0-3 —1-0+0-1+0-(-1)
(—3)-04+2-(—3)+1-1 (=3)-(-1)+2-(=3)+1-3 (=3)-0+2-1+1-(-1)

100
=1010
001

0 —1 0 0 2 2
B-A=|—3 -3 1]{—100]:

1 3 - -3 21
0-0+(=1)-(=1)+0-(=3) 0-2+(=1)-04+0-2 0-2+(—1)-04+0-1
[(%)-03 (—1)+1-(=3) (—3)-2—-3-0+1-2 (—3)-2—3-0+1-1
1-0+3-(-1)+(-1)-(—=3) 1-24+3-0+(—1)-2 1-24+3-0+(—1)-1

Odpowiedz: Macierz B jest macierzg odwrotng do macierzy A.

Zadania do samodzielnego rozwigzywania

Zadanie 101. Wykonaj nastepujgce dziatania arytmetyczne dla podanych macierzy.

3 7 -1 -1 -5 3
() 2A—B,gdzieA=1|3 5 0|, B=|4 -2 1
2 =2 8 0 -1 7
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(b) 2A — B + 3C, gdzie

1 2
A=l dom

Il
- 1
=~ DN
o |

—_
| IS

Q

|

I
O_(OD
| =
(V]
| IS

(c) eA — B + 2eC, gdzie
0 3 2 —e 1 -3
e B i IR

(d) 34 + BT, gdzie

0 2
2 —1 0 2 -3 1
A‘L 3 4 7]’ B=15 4
2 =2
(e) AT —3B +2C7T, gdzie
1 -3 0 2 0 -1 -2 1 3
A=|-2 9 1|, B=|4 —2 4|, c=|0 2 —4
5 —2 0 -1 -5 3 0O 0 1
(f) A- B, gdzie
1 —1 0 3 0 2
A=10 -3 2|, B=|—-1 4 1
3 1 0 -1 -3 0

(g) (A+ BT).C, gdzie
3 —1 1 2 0 1
e Y Rl R PR e

Zadanie 102. Wyznacz macierz X.
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(@) A- B+ X =207

2 1
4 —1 0 0o —1
=5 mefo sl o= O

b) 2X —A=B-CT +24
3 —4 2 0 8 0 —1 —2
A“{—3 3}’ 'B“{7 -3 —2}’ C7_|; 2 01
(c) 2XT + A=2C - BT

3 1
3 1
{ S AN

3 3

d X-AT=B.C

2 — 1 2 —1
A:E—igy B=1l0 3 o], c=|5 o0
5 —1 —2 3 1
Zadanie 103. Oblicz potegi podanych macierzy.
(a) A°
0 2
=[]
(b) B?
0 —1
o=t ]
(c) C3
1 0 O
C=1|-110 2
1 0 —1
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(d) D*

D=

200
02 2
2 0 2

Zadanie 104. Sprawdz, czy macierz B jest macierzg odwrotng do macierzy A.
(a)
A=

(b)

(c]

(d)

1 00 1 0 0
A=1-2 1 0}, B=1|2 1 0]
-7 10 -5 1 —1
(e)
2 5 7 1 -1 1
A=16 3 4|, B=|-38 41 34]
5 —2 —3 27 —29 24

[1] Jurlewicz, Teresa,iin. Algebra liniowa I: przyktady i zadania. Oficyna Wydawnicza
GiS, 2005.

[2] Jurlewicz, Teresa, iin. Algebra liniowa I: definicje, twierdzenia, wzory. Oficyna Wy-
dawnicza GiS, 2005.

[3] Topp, Jerzy. Algebra liniowa. Wyd. 2. Wydawnictwo Uniwersytetu Gdarskiego,
Gdansk, 2019.
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CWICZENIA VII

Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

Cwiczenia dotycza metod obliczania wyznacznika macierzy. Jest to pojecie klu-
czowe przy praktycznych zastosowaniach macierzy, np przy rozwigzywaniu uktadow
rownan.

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A stopnian nazywamy liczbe det(A) przy-
porzgdkowang w sposoéb jednoznaczny na podstawie jej elementdow. Pozwala okresli¢
czy dana macierz jest odwracalna. Macierz kwadratowa jest odwracalna (istnieje dla
niej macierz odwrotna) wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik macierzy jest rézny od
zera.

Metody obliczania wyznacznika macierzy:

1. Macierz kwadratowa stopnia 1

detla;;] = aq;

2. Macierz kwadratowa stopnia 2

app Qo _
det L‘ a = Q11099 — Q1079
21 Qg9

3. Macierz kwadratowa stopnia 3 — reguta Sarrusa
a1 Qpe Ags
Q31 QAgzz A3z
= (11099033 + A12093031 T Q13021039 — A31U9013 — U320930711 — U33021012
Wzor mozna tatwo zastosowacé dopisujgc po prawej stronie macierzy jej dwie

pierwsze kolumny i sumujgc iloczyny elementdw przekatnej gtdwnej i przekat-
nych nad diagonalng i odejmujgc iloczyny elementéw przeciwprzekatnych.

Reguf+a ta nie przenosi sie na wyznaczniki macierzy wyzszych stopni.
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Niech A = [aij] bedzie macierzg kwadratowg stopnia n > 2. Dopefnieniem al-
gebraicznym elementu a;; macierzy A nazywamy liczbe
gdzie Aij oznacza macierz stopnia n — 1 otrzymang przez skreslenie :-tego wiersza
i j-tej kolumny macierzy A.

4. Rozwiniecie Laplace’a
Niech A = [aij] bedzie macierzg kwadratowg stopnian > 2 oraz niech 7, j beda
ustalonymi liczbami naturalnymi takimi, ze ¢, j € {1,2, ..., n}. Wtedy wyznacz-
nik macierzy A mozna obliczyé na podstawie nastepujgcych wzordw:

detA = aildil + a/iQd,L'Q + ey d

mtn

wzOr nazywamy rozwinieciem Laplace’a wzgledem i-tego wiersza

wz0r nazywamy rozwinieciem Laplace’a wzgledem j-tej kolumny.

5. Macierz diagonalna, tréjkgtna gdrna lub dolna
Jezelimacierz A = [aij] jest macierzg diagonalng lub macierza trojkgtng stop-
nia n, to jej wyznacznik jest rowny iloczynowi elementow stojgcych na gtownej

przekatnej tej macierzy, tj. det A = a1 G495 ... G,,,, -

6. Metoda przeksztatcen elementarnych
Metoda ta polega na przeksztatceniu danej macierzy do postaci macierzy troj-
katnej wykorzystujgc jedynie przeksztatcenia elementarne na wierszach ma-
cierzy tj..
» dodawanie do wybranego wiersza kombinac;ji liniowej pozostatych wierszy

» zamiana kolejnosci wierszy.

WYasnosci wyznacznikow:

* Wyznacznik macierzy kwadratowej zawierajgcej kolumne lub wiersz zfozony z sa-
mych zer jest rowny 0.
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* Wyznacznik macierzy kwadratowej zawierajgcej dwie jednakowe kolumny lub
dwa jednakowe wiersze jest rowny O.

* Wyznacznik macierzy kwadratowej zawierajacej dwie kolumny proporcjonalne
lub dwa wiersze proporcjonalne jest rowny O.

* Wyznacznik macierzy kwadratowej zmieni znak, jezeli przestawimy w niej mie-
dzy sobg dwa wiersze albo dwie kolumny.

» Jezeliwszystkie elementy pewnej kolumny lub pewnego wiersza macierzy kwa-
dratowej posiadajg wspadlny czynnik, to mozna go wy+tgczyc¢ przed wyznacznik
tej macierzy.

* Wyznacznik macierzy kwadratowej nie zmieni sie jesli do dowolnej kolumny tej
macierzy dodamy inng kolumne pomnozong przez pewng statg lub do dowol-
nego wiersza dodamy inny wiersz pomnozony przez pewng stata.

o det A = det AT dla dowolnej macierzy kwadratowej A

« Jezeli Ai B sgmacierzami kwadratowymi tego samego stopnia, to det(A-B) =
det A - B.

» Dla dowolnej macierzy kwadratowej A oraz dowolnego n € N prawdziwa jest
rowno$c¢ det(A™) = (det A)".

Macierz kwadratowg A nazywamy macierzq nieosobliwg, jezeli jej wyznacznik
det A 7& 0. W przeciwnym przypadku méwimy, ze A jest osobliwa. Macierz kwadrato-
wa jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieosobliwa.

Jezelimacierze Ai B sg tego samego stopniaisg odwracalneoraza € R, n € N,
to macierze A~!, AT, AB, oA, A™ sa réwniez odwracalne i zachodza nastepujace
rownosci:

det(A™1) = (det A), (A71)L=4A, (AT)1 = (AT,
(AB)' = B1A7, (ad)l =141, (A1 = (A7),
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Metody wyznaczania macierzy odwrotne;j:

1. Metoda dopetnien algebraicznych
Macierz odwrotng mozna wyznaczyc¢ ze wzoru:

1
~ det(A)

A—l

[di]"

iJ
gdzie [dij]T to transponowana macierz dopetnien algebraicznych.

2. Metoda eliminacji Gaussa-Jordana
Polega na utworzeniu macierzy rozszerzonej:

(AT

i wykonywaniu operacji elementarnych na wierszach do momentu, gdy lewa
czesc przyjmie postaé macierzy jednostkowej. Wowczas prawa czes¢ stanowi
macierz odwrotna:

(] A™]

Metoda ta jest szeroko stosowana w obliczeniach numerycznych oraz w pro-
gramach komputerowych.

Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 105. Oblicz wyznacznik macierzy, wykorzystujgc podstawowe wzory oraz
regute Sarrusa.

(a) (c)

2 3 2 —1 3
A‘{14} C=|4 0 1
-2 5 2
(b)
_ =15 (d)
B_[Q 01 0 1 2
D=3 —1 4
2 5 1
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Rozwigzania:

(a)

2 3
detA—detL 4}—2-4—1-3—5
(b)
—1 5
detB:det{2 01:(—1)-0—2-5:—10

(c]

—2 5 2 —2 5 2/ -2 5
detC =2-0-2+4(—=1)-1-(=2)+3-4-5—(=2)-0-3—-5-1-2—2-4.(=1) =
=04+2+60—0—10+8 = 60

2 —1 3 2 -1 3 2 -1
detC=det | 4 0 1|l= 4 0 1 4 0

(d)
0o 1 2 0O 1 2|0 1
det D=det |3 —1 4| = 3 —1 4|3 —1
2 5 1 2 5 1/2 5

detD=0-(—1)-14+1-4-242-3.5—2.(=1)-2—5-4-0—1-3-1=
=0+8+30+4—0—3=39

Zadanie 106. Oblicz wyznacznik macierzy stosujgc metode rozwiniecia Laplace’a.

(a) (c)

120 [1 0 2 0]
A=13 45 o_|3401
0 6 7 10 2 50
1 0 0 3]
(b)
2 01 (d)
B={|—-1 3 2 (2 1 0 0]
4 10 0340
b= 5 0 1 2
00 2 6
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Rozwigzania:

(a) Rozwiniecie wzgledem pierwszego wiersza:

120 4 5 3 5
det A=det |3 4 5| =1-(—1)'"!det +2- (=112 det
06 7 6 7 07

3 5
07

det A=1-(=2)42-(—1)-21 = —44

det[;l ?] =4-7—6-5=28-30= -2, det{

}:3-7—0-5:21

(b) Rozwiniecie wzgledem trzeciej kolumny:

2 01 -1 3 20
det B=det |[—1 3 2 :1-(—1)1+3det{ }+2-(—1)2+3detl ]
4 1 4 1
4 10
-1 3 2 0
olet{4 1]_(—1)-1—4-3_—13, detL 1}_2-1—4-0_2

det B=1-(—13)+2-(~1)-2=—17

(c] Rozwiniecie wzgledem czwartego wiersza:

REE . o

det C' = det =1-(=1)%*tdet |4 0 1| +3-(=1)*4det |3 4 0
0250 250 0 25
1 00 3

020 41
det [4 0 1| =2-(=1)1"2det =-—2-(4-0—-2-1)=4
2 50 20

1 0 2
det |3 4 0f =1-(=1)"""det r O] +2- (—1)13 det F 41 =
025 25 0 2

1-(4-5—2-0)+2-(3-2—0-4) =20+ 6 = 26
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Ll

det C = (—1)-4+3-26="74

(d) Rozwiniecie wzgledem pierwszego wiersza:

(2) ;) 2 8 340 040
det D = det =2-(=1)tdet [0 1 2| +1-(—1)2det |5 1 2

5 012 0 26 0 26

0026

340 -

_ 141 L2y _
det [0 1 2| =3 (=1)"*! det —3.(1-6-2-2)=6
0 26 2 6

5 2]

—4-(=1)-(5-6—0-2)=—120

040
det |5 1 2| =4-(—1)*2det lo 6
0 26 -

det D =264 (—1) - (—120) = 132

Zadanie 107. Oblicz wyznacznik macierzy sprowadzajgc macierz do postaci trojkat-
nej.

(a) (c)

123 [1 2 3 4]
A456] C,_2571
789 3126
4 2 5 3
(b)
2 -1 3 (d)
B[l 0 4] 2 1 3 0]
5 2 6 4 2 61
D=11523
3 1 4 2]

Rozwiqgzania:
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(a)

123 12 37, . 1 2 3
det A=det |4 5 6] = 'det|0 —3 —6| ‘= "det|0 —3 —6| =

789 78 9 0 —6 —12
. 1 2 3
= "det [0 =3 —6| =1-(=3)-0=0

0 0 0

(b)

2 —1 37 -1 2 3 -1 2 3
ki<rky wz+2wq
det B=det |1 0 4 ="—det| 0O 1 4 = —det| 0O 1 4

5 2 6] 2 56 0 9 12
. —1 2 3
=7 det |01 4 | =—[(—1)-1-(—24)] = —24
0 0 —24
(c)
1 2 3 4 1 23 4 1 2 3 4
2 5 7 1| wy—2w 01 1 —7| wzg—3w, o 1 1 =7
det C' = det 31 2 6 = det 3192 6 = det 0 _5 7 _¢
4 2 5 3 4 25 3 4 2 5) 3
1 2 3 4 1 2 3 4
wy—4w, 0 1 1 —7 | ws+5w, 0 1 1 —7
R Y B N S
0 -6 —7 —13 0 6 —7 —13
1 2 3 4 1 2 3 4
wy+6w, 01 1 —7]| wa3we o1 1 -7
= Aty 0 2 4 det 1o 0 2 —a1| =
00 —1 —55 00 0 —-%
=1-1-(=2)-—% =69
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(d)
2130 2 1 3
426 1| wssws | 4 2 6
detD=det |, o o ="| 13 1 _q4
31 4 2 3 1 4
9 1 3 0 1
W Wy -5 —3 —8 0 w2__§w3_
11 -1 —16 0| ~
4 2 6 1
1 13
3 ~1i5 13 Y 0 !
“rfigvs | 5 —5 0 0| witiovs
= 11 -1 —16 o =
4 2 6 1
=— (5 (=2) - (~16)-1) = —4

Ll

N O = O

=~ ,|_.t\3|»—\ ()
—

N }Lleng
—_

Zadanie 108. Wyznacz macierz odwrotng (o ile istnieje].

(a) (d)

2 1
=13
(b)
(e)

(c]

Rozwiqgzania:

(a)
2 1

det A = det {5 5
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Macierz A jest macierzag nieosobliwg, istnieje macierz odwrotna.
_ L g3 -5 _[3 -1
det(A) —1 2 —5 2

(b) Obliczymy wyznacznik macierzy metodg Laplace’a stosujgc rozwiniecie wzdtuz pierw-
szego wiersza.

A—l

2 10 11 11
detB=det [1 1 1| =2-(—1)'"!det { } +1- (=12 det [ } =
02 1 2 1 01

=2-(1-1-2-1)—1-(1-1-0-1) = -3

Macierz B jest odwracalna. Wyznaczymy macierz dopetnien algebraicznych.

11 11 11
10 2 0 21
dﬂz_‘z 1‘:_1’ d22:‘0 1‘:2’ d23:_‘0 2‘:_4’
10 2 0 21
—1 -1 2 —1 —1 1
di]=|-1 2 —4|, [d,)T=|-1 2 -2
1 -2 1 2 —4 1
Ostatecznie:
-1 —-1 1 i 1 _1
1 1 303 3
det(B) t 3 32 43 31
2 -4 1 —3 3 73
(c)
2 01 2 012 0
detC=det |1 3 2= 13 21 3
011 01 1,01
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detC=6+0+1-0—-4—-0=3%0

Macierz C' jest macierzg odwracalng. Elementy macierzy dopetnien algebraicznych:

3 2 1 2 1 3
d”:‘l 1|:1’ d12:_|0 1‘:_1’ d13:|0 1|:1’

2 1 20
d21 ‘1 1‘ = 17 d22 = ‘0 1| = 27 d23 = - ‘0 1‘ = _27
01 21 20
1 -1 1 1 1 -3
d]=11 2 —2|, [d)"=|-1 2 -3
-3 -3 6 1 —2 6
1 1 -3 B!
1 1 3,3
Ct= Jd ) ==-1-1 2 =3|=|-% 2 -1
det(B) J 3 1 —92 6 I %3 _3% 9
2 3 1 2
1. (_1\3+1 C(_1)\3+3 —
detD=1-(—1) 53‘4—8( DRl

1-(6—15)+8-(5—4)=—1

Poniewaz det D # 0 wyznaczymy macierz odwrotna. Skorzystamy z metody elimi-
nacji Gaussa-Jordana. Utwdrzmy macierz rozszerzona.

123100
[D\I]: 25 3/010
1 0 8/0 0 1
Doprowadzimy lewg czesé powyzszej macierzy do macierzy jednostkowej stosujgc
operacje elementarne na wierszach. Najpierw przeksztatcimy lewg cze$¢é macierzy
do trojkatnej gornej, gdzie na gfownej przekatnej bedg same jedynki. Element a4,
jest juz réwny 1, wiec teraz wyzerujemy elementy w pierwszej kolumnie. Zrobimy to
odejmujac od drugiego wiersza podwojony wiersz pierwszy a nhastepnie odejmujac od
trzeciego wiersza wiersz pierwszy.
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SRR DI

wpzw [12 31 007, , 1 2 3|1 00
—~']lo1 3 —=210] = |0 1 —3-210
10 8 0 01 0 —2 5 —101

Znowu mamy | na gtdwnej przekgtnej. Wykorzystamy wiersz 2 do wyzerowania ele-
mentéw pod gtéwng przekatng w drugiej kolumnie.

12 3,1 007 _ 12 3,1 0 O
w3 +2w; (—Dws
— 01 -3/—2 10 — 01 -3/—2 1 0

00 —-1|-5 21 00 1|5 -2 -1

Poniewaz na gtdwnej przekatnej w trzecim wierszu stata liczba —1 to przemnozyli-
Smy caty trzeci wiersz przez skalar. Teraz przystepujemy do zerowania elementow
nad gféwng przekatng. Za pomocg wiersza 3 wyzerujemy elementy w trzeciej kolum-
nie, a nastepnie uzywajgc wiersza drugiego wyzerujemy elementy w kolumnie drugie;j.

wiawe [120/-14 6 37, 5, [1 2040 16 9
— 010 13 -5 =3 — 010 13 —5 =3
o001 5 —2 —1 001 5 -2 —1
Otrzymali$my macierz postaci | I \ D! ]. Ostatecznie:
1 2 0/—40 16 9
D'=|010| 13 —5 —3
001 5 -2 —1

(€]

2100 )10 1o
det E = det —2. (=DM 1 2 1|41 (=D)20 2 1| =
0Lz 1 01 2 01 2
0012

=2.(2:2:241:1.0+0-1-1—0-2.0—1-1-2—2-1-1)—(2:2—1-1) = 2-(8—2—2)—3 = 5

Macierz F jest macierzg nieosobliwa. Znajdziemy macierz odwrotng metoda elimi-
nacji Gaussa-Jordana.
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2 100[1000T 12 00/2 000
121001002 |1 210/0100 “’2_—7;)1
01210010 01 21/0 010
00120001, 1001 2/000O0°1
1 1 . - 1 1
120030001, [1500 3 000
0510/ —3 1003701350 —3 3500/
01 21,0 010 01 21 0 01O0
0012 0 0O0T1 ] L0012 0 0O01
1 1 1 1
1001 000 . 1o -fo[2 -1oo
01 20— 2 00|™2%2101 2 0 —2 2 00]a"s
i 1 % — i 1P %
0051 3 —§1O 00 3 1 3 —§1O
0012 0 0 01 00 1 2|0 0 01
1 2 1 1 2 1 wy+3qw
10—§0§—§OO 10—§O§—§00 123
01 5 0= 3 00 w01 5 0 —3 5 0 0|3
3 1 1 3 3 1 1 3
00 1 2,0 0 01 00 0 2 -1 1 3
1
W= Wy
1
Wo+375W
100 33 —3 3 0], [LOO 3 3 —3 3 0]%73™
010—%—%1—%03_”;010—%—%1—%0@“3—_{”4
3 1 1 3 3 1 1 3
PO SR A PO S I I
000 3/-3 32 —711 000 1 1—5 5 -5 3
4 3 2 1
000 1|—=5 5 -5 3
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Zatem

4 3 2 _1
5 5 5 5
3 60 a2

—1

E==19" % ¢ %
S s
5 5 5 5

Zadanie 109. Oblicz wyznacznik macierzy, wykorzystujagc podstawowe wzory oraz
regufe Sarrusa.

(a) (d)

7T 2 201
A_[B —6} D= {3 1 4]
5 2 6
(b) (e)
1 0 -1 2 0
B —
[—1 3} E=|3 —4 5]
2 1 3
(c)

Zadanie 110. Oblicz wyznacznik macierzy stosujgc metode rozwiniecia Laplace’a.

(a) (b)

1 20 3 00
A=10 4 6 B=12 00
00 2 050
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(c] (e)

2 0 4 1 0 2 3

c=1030 |45 60

6 07 07T 89

2 01 4

(d)

2134 o 230 1
D:O506 00450
1203 123 4

Zadanie 111. Oblicz wyznacznik macierzy sprowadzajgc macierz do postaci trojkatne;j.

(a) (d)

3 1 2 31 4 2
A= 16 2 4 H_ |62 84
1 50 |1 520
2 3 17
(b) (e)
L 01 123 4
B=|3 4 2 5 2 4 6 8
210 13125
4 01 3
& (f
o_|46210 1216
Zadanie 112. Wyznacz macierz odwrotng (o ile istnieje).
(a) (b)
1 2 1 0 2
A= {3 4} B= |01 3]
0 01
93
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
E dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU
SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) "POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00



~
‘\ZEDDELEI;LEID [:][ POLITECHNIKA
o LUBELSKA

Lo
TECHNOLOQIEX]

(c) (e

123 1023

C=101 4 L2101

56 0 =321 0

0121

(d)

1201 () 01 3 1

p= |0 132 1022
2110 F=13 91 0

[1] Jurlewicz, Teresa,iin. Algebra liniowa I: przyktady i zadania. Oficyna Wydawnicza
GiS, 2005.

[2] Jurlewicz, Teresa, iin. Algebra liniowa I: definicje, twierdzenia, wzory. Oficyna Wy-
dawnicza GiS, 2005.

[3] Topp, Jerzy. Algebra liniowa. Wyd. 2. Wydawnictwo Uniwersytetu Gdanskiego,
Gdanisk, 2019.
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CWICZENIA VIII

Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

Cwiczenia dotycza rozwiazywania ukfaddw réwnan liniowych. Podamy pewne me-
tody rozwigzywania ukfadow rdwnan liniowych oraz twierdzenie, dzieki ktéremu moz-
liwe bedzie okreslenie typu uktadu réwnan (oznaczony, nieoznaczony, sprzeczny) bez
koniecznosci rozwigzywania.

Ukfadem m réwnan liniowych z n niewiadomymi z,, z,, ... z,,, gdzie m € N oraz
n € N, nazywamy uktad réwnan postaci:

amlxl "‘ am2$2 + + amnxn — bm

gdzie a;; € Rorazb; € Rdlai € {1,2,...,m}orazj € {1,2,...,n}.
Ukfad réwnan liniowych mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:

AX = B,
gdzie
11 Q12 A1n
a a a
A — 21 @22 2n |
Am1 A2 Amn
L
Lg
X = ,
| Ty,
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b

L Ym 4

Macierz A nazywamy macierzg gtowng ukfadu réwnan liniowych, macierz X macierzg
(kolumng) niewiadomych, zas macierz B macierza (kolumng) wyrazéw wolnych.
Przejdziemy teraz do omdwienia kwadratowych uktadéw rownan.

1. Niech macierz gtdwna A liniowego uktadu rownan bedzie macierzg kwadratowa.

2. Twierdzenie (Cramera)
Uk+ad rownan ma doktadnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy macierz
A jest nieosobliwa, tzn. detA # 0. Rozwigzanie to dane jest nastepujgcymi
wzorami Cramera:

/ _ detA;
L1 = JetA
_ detA,
Lo = detA

4
_ detA,
 Tn = geia

gdzie macierz A, otrzymujemy z macierzy A przez zastapienie i -tej kolumny kolumna
wyrazow wolnych.

Jesli macierz A jest nieosobliwa, tzn. detA #+ 0 to rozwigzanie mozemy znalezé
poprzez wyznaczenie macierzy odwrotnej, wtedy X = AIB.

Metoda eliminacji Gaussa dla uktadéw Cramera.

1. Zat6zmy najpierw, ze dany jest uktad rownan liniowych w postaci macierzowe;j
AX = B, gdzie A jest kwadratowg macierzg nieosobliwa.

2. Ztwierdzenia Cramera wynika, ze ma on doktadnie jedno rozwigzanie.

3. Zamiastrozwigzywac uktad rownan w klasycznej postaci, bedziemy przeksztat-
cac¢ macierz rozszerzong uktadu [A | B].

e letap [A | B] — [A’ | B’], gdzie A’-macierz tréjkatna gérna z jedynkami
na gféwnej przekatne;.
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e lletap[A | B] — [A" | B'] — [I | R], gdzie R-macierz rozwigzan uktadu.
Operacje na wierszach macierzy, ktore nie zmieniajg rozwigzan uktadu réwnan:
» zamiana dwdch wierszy macierzy (zamiana kolejnosci réwnan) w; < w;

e pomnozenie wiersza przez statg rézng od 0 (pomnozenie stronami réwnania
przez statg rézna od 0) cw;.

» dodanie do elementdw pewnego wiersza odpowiadajgcych im elementow inne-
go wiersza pomnozonych przez dowolng liczbe r6zng od 0 (dodawanie réwnan
stronami) w; + cw;.

Twierdzenie Kroneckera-Capelliego.

Rozwazmy uktad m réwnan liniowych o n niewiadomych. Niech U bedzie macierzg
o0 wymiarze m X (n + 1) powstatg z macierzy A wymiaru m X n przez dotgczenie do
macierzy A dodatkowej kolumny - wektora prawej strony B, tj.

a1 A9 Ay by
U — (g1 Qg2 Gop, by
aml amZ amn bm

Tak utworzong macierz U nazywamy macierzq uzupetnionq rozwazanego ukta-
du.

Twierdzenie Kroneckera-Capelliego mowi, ze uktad rownan posiada rozwigzanie
wtedy i tylko wtedy, gdy rzedy macierzy A oraz U sgréwne, tj. 1z A = rz U. Ponadto:

e jezelitrzA =rzU = n [n - liczba niewiadomych), to rozwigzanie to jest jedyne;

e jezelitrzA = rzU = r < n, to rozwigzan jest nieskonczenie wiele i zalezg one
od n — r parametrow;

e jezelirz A # rz U, to ukfad réwnan jest sprzeczny.
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Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 113. Stosujgc twierdzenie Cramera, rozwigz ukfad rédwnan:

2r+y—z2=4
r+3y+z2=1
3r —y—+2z=25.

Rozwiqgzania:

Wyznacznik gtdwny macierzy uktadu obliczymy stosujagc metode Laplace’a w naste-
pujacy sposob:

—1

1
3 1[=206+1)—12-3)—1(—=1—9)=14+1+ 10 = 25.
—1 2

Al =

W = N

Poniewaz |A| = 0 to uk#ad jest oznaczony. Obliczymy wyznaczniki pomocnicze:

41 -1

A l=[1 3 1|=4(7)—1(—3)—1(—16) = 28 + 3 + 16 = 47,
5 —1 2
2 4 —1

A =1 1 1|=2(-3)—4(2-3)—1(2)=—6+4—2=—4,
35 2
2 1 4

A =[1 3 1|=2(16) —1(2) + 4(—10) = 32 — 2 — 40 = —10.
3 -1 5

Powyzsze wyznaczniki mozna tez obliczy¢ korzystajgc z metody Sarrusa. Ostatecz-
ne otrzymujemy rozwigzanie postaci:

4] ~ 25 Al ~ 25 Al ~ 5
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Zadanie 114. Rozwigz uktad rownan metodg macierzy odwrotne;j:

Rozwigzanie:

Szukane rozwigzanie mozemy zapisaé w postaci X = A~! - B, gdzie

2
1
3

A

1
—1
2

1
2

)

L1
Lo
L3

X =

)

B =

4
5
1

Aby wyznaczy¢ macierz odwrotng do macierzy A skorzystamy ze wzoru

-1

1

_ (DT
~ det A (Dij)"

Na poczatek obliczymy wyznacznik macierzy A:

detA=2-(1-4)—-1-(-1—-6)+1-(24+3)=—6+T7+5=6.

Nastepnie nalezy wyznaczy¢ dopetnienia algebraiczne Dij

Dy =+
Dy =+
Dyy =+
D3y =+
D3z =+

Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego

2|_

—1
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s
_11:_3
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Transpozycja macierzy dopetnien algebraicznych (Dij)T wyglgda nastepujgco:

-3 3 3
5 —1 =3

Macierz odwrotna A~ mozna zapisaé¢ w nastepujacy sposéb:

1 -3 3 3
Ail — 6 7 —5 _3
5o —1 —3

Rozwigzaniem rozwazanego uktadu rownan jest

-3 3 3 4 1
7 =5 =3| |5 =10
o —1 —3] [1 2

X—Al.B=2
6

Zadanie 115. Rozwigz uktad réwnan metodg eliminacji Gaussa:

r+y+2=26

20 —y+z2=3

T —2y=-—3
Rozwigzania:

Zapisujemy macierz rozszerzong uktadu réwnan [A|B] i wykonujemy operacje ele-
mentarne na wierszach:

11 1167 4 swwew [ 1 1167, ., [1 1 16
PR S B At T 3 W2

2 -1 1| 3 v 10 -3 19| ——= |0 -3 -1 -9

1 -2 0 -3 0 -3 —1 —9 00 00

Nastepnie okreslamy rzedy macierzy:
1z(A) =2, 1z([A|B])=2, n=3

Poniewaz rz(A) = rz([A|B]) = 2 < n, uktad posiada nieskoriczenie wiele rozwia-
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zan zaleznych od n —rz(A) = 3 — 2 = 1 parametru. Wyznaczymy teraz rozwigzanie
ogdlne. Przyjmujemy parametr z = t, gdziet € Riz przeksztatconej macierzy otrzy-
mujemy réwnania:

1
—3y—2=—9 = 3y=—-9+t = y=3—§t
2

1
r+y+z2=6 = $=6—(3—§t>—t = x:3—§t

Rozwigzaniem ogdlnym uktadu jest:

:1::3—%15
yzB—%t gdziet € R

z=1

Zadanie 116. Rozwigz uktad réwnan metodg eliminacji Gaussa:

Ty + Ty +T3—74 =1
20, a9y —23+ 24 =4
T, + 22y +4xs —4x, =1
4o, + 4wy + 425 — 42, =9

Rozwigzanie:
Zapiszemy macierz rozszerzong ukfadu réwnan [A|B] i wykonamy operacje elemen-
tarne na wierszach ustawiajac 1 w miejscu a,; macierzy [A|B] i wyzerujemy elementy

znajdujgce sig pod elementem a:

111 -1 17%3 1 1 —1)1
2 1 —1 1 |4 | wadw 0O -1 -3 3 |2
1 2 4 —4]1 O 1 3 -3 0
4 4 4 —419 0O 0 0 0|5
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Nastepnie wyzerujemy elementy pod a,,:

1 1 1 —-1]1 11 1 —-1]1
0 -1 =3 3 |2 | wstwz | 0 —1 —3 3 |2
0o 1 3 —-3/0 0 0 0 0|2
0 0 0 015 0 0 0 015

Z otrzymanej postaci schodkowej wyznaczamy rzedy macierzy:

. rz(A) = 2 (mamy dwa niezerowe wiersze w macierzy gftéwnej i tatwo znajdzie-
my niezerowy wyznacznik typu 2 x 2J.

* 1z([A|B]) = 3 bo:

1 1 1 —-11 1 1 1 —-1/1
0 -1 =3 3 2| wa25w3 | 0 -1 =3 3 |2
00 0 0 2 0O 0 0 0 2
0 0 0 015 0 0 0 010
Zatem
1 1 1
det(M)=[0 —1 2|=1-(=1)-2=—2+£0.
0 0 2
Poniewaz rz(A) # rz([A|B]), a w szczegdlnosci:
2#3

to ukfad réwnan jest sprzeczny. Ostatnie dwa wiersze macierzy odpowiadajg réwna-
niom:

0=2 oraz 0=5
co potwierdza nasze wnioski z twierdzenia Kroneckera-Capellego, ze ukfad nie po-
siada rozwigzan.

Zadanie 117. Rozwigz uktad réwnan metodg eliminacji Gaussa:

T+ ryg+as+ay=4

201 +3x9 + x5+ 714 =7
T+ xy+20534+32, =7
3ry + 29 + x5 + 22, =8
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Rozwigzanie:
Macierz rozszerzong ukfadu réwnan zapiszemy w postaci [A|B]:

N = W =
N W = =
o N &~

1
1
2
1

W = N =

Rozpoczniemy od wyzerowania pierwszej kolumny pod elementem a:

111 1[47 %2 r1 1 1 1|4
2311 7| wdw |0 1 —1 —1 -1
11237 "loo 1 23
321 28 0 -1 -2 —1|—4

Wyzerujemy teraz pewne elementy drugiej kolumny znajdujgce sie pod elementem
a45. Wykonujemy operacje: w, + w, i otrzymamy:

11 1 1 4
01 -1 —1|-1
00 1 2|3
00 -3 —2/-5

Wyzerujemy teraz elementy trzeciej kolumny znajdujgce sig pod elementem as;. W tym
celu wykonamy operacje: w, + 3ws:

11 1 1 4
01 -1 —1|-1
00 1 23
00 0 4|4

Z uzyskanej postaci schodkowej wyznaczamy niewiadome w nastepujgcy sposob:
z czwartego wiersza:
ey =4 = x, =1

Z trzeciego wiersza:

104
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU
SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) "POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00



X poLLub
o —DOLLUD [)[ ] POLITECHNIKA

TECHHDLDQIE&. LUBELSKA

Ne

Z drugiego wiersza:
Ty —T3—Ty=—1 = 29—1—-1=—-1 = 25=1
Z pierwszego wiersza:
Tty trstary, =4 = o, +14+14+1=4 = ;=1

Rozwigzaniem uktadu jest:

:L‘2 — 1
$4 — 1

Mozemy tez kontynuowac zerowanie elementdw macierzy w postaci schodkowej nad
gtdwng przekatng w nastepujgcy sposab:

111 147 L1 1 147 w2
001 —1 —1/—1| &% |01 1 —1/—1| v
00 1 2|3 00 1 2 3 }
00 0 44 00 0 11
11 1 0[37 0 [1 1002 1000|1
01 -100|w=w 01001 ww 01001
00 1 01 "loo 101 "loo 101
00 0 11 00011 000 11

Zadania do samodzielnego rozwigzywania

Zadanie 118. Stosujgc twierdzenie Cramera, rozwigz ponizszy uktad réwnan linio-
wych:

r+2y+z2=4

20 —y+3z2=9

3r+y—2z=1
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Zadanie 119. Rozwigz uktad rédwnan metodg macierzy odwrotne;j:

rT+y+z2=295
r+2y+22=9
z+2y+32=10

Zadanie 120. Rozwigz uktad rdwnan metodg eliminacji Gaussa:

T+2y—z=2
2 —y+z2=1
3r+y=2>5

Zadanie 121. Rozwigz uktad rownan metodg eliminacji Gaussa:

(21 + 2y +25+2,+T5=5
Ty — Ty + 225 —xy + 205 =3
22y + 3x3 + x5 = 10

T, + 229+ —x5 =4

(T + 329 + T3 + 224 — 225 = 2

A\

Zadanie 122. Metodg eliminacji Gaussa rozwigz ponizszy ukfad rownan liniowych:

20, +3x9 — x5+ 24 =1
3, —xy + 225+ 22, =7
T +2xy + 323 —x4 =D
20 —xy — 23+ 32, =4

[1] Jurlewicz, Teresa,iin. Algebra liniowa I: przyktady i zadania. Oficyna Wydawnicza

GiS, 2005.
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     ∫  0    𝑑  𝑥  =  𝐶  ,      𝑥  ∈  ℝ  
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   𝛼 
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   𝐹 


   𝑓 
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   𝑔 


     ∫  (  𝑓  (  𝑥  )  +  𝑔  (  𝑥  )  )  𝑑  𝑥  =  ∫  𝑓  (  𝑥  )  𝑑  𝑥  +  ∫  𝑔  (  𝑥  )  𝑑  𝑥  ,  
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   (  𝑎  ,  𝑏  ) 
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   (  𝛼  ,  𝛽  ) 
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   ∫  𝑐  𝑓  (  𝑥  )  𝑑  𝑥  =  𝑐  ∫  𝑓  (  𝑥  )  𝑑  𝑥 
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   𝑓  (  𝑥  )  =    𝑥  9   +        𝑥  2   +  1       𝑥  3     +    1    𝑥  7   


         ∫    (    𝑥  9   +        𝑥  2   +  1       𝑥  3     +    1    𝑥  7    )       𝑑  𝑥     =  ∫    (    𝑥  9   +    𝑥    2  −    3  2     +    𝑥    −    3  2     +    𝑥    −  7    )       𝑑  𝑥          =  ∫    𝑥  9     𝑑  𝑥  +  ∫    𝑥    −    1  2       𝑑  𝑥  +  ∫    𝑥    −    3  2       𝑑  𝑥  +  ∫    𝑥    −  7      𝑑  𝑥          =      𝑥   10     10    +  2    𝑥    1  2    −  2    𝑥    −    1  2     −      𝑥    −  6    6   +  𝐶    .    


   𝑓  (  𝑥  )  =        𝑥  2   +  3       𝑥  2   +  1   


         ∫        𝑥  2   +  3       𝑥  2   +  1      𝑑  𝑥     =  ∫    (        𝑥  2   +  1       𝑥  2   +  1    +    2      𝑥  2   +  1    )       𝑑  𝑥  =  ∫  1    𝑑  𝑥  +  ∫    2    1  +    𝑥  2       𝑑  𝑥          =  𝑥  +  2       arc      tg        𝑥  +  𝐶    .    


   𝑓  (  𝑥  )  =  2     sin     𝑥     cos     𝑥  . 


         ∫  2     sin     𝑥     cos     𝑥    𝑑  𝑥     =  2  ∫   sin     𝑥     cos     𝑥    𝑑  𝑥  =    |            𝑡     =      sin     𝑥        𝑑  𝑡     =      cos     𝑥    𝑑  𝑥        |   =  2  ∫  𝑡    𝑑  𝑡          =  2  ⋅    1  2     𝑡  2   +  𝐶  =     sin   2     𝑥  +  𝐶    .    


   𝑓  (  𝑥  )  =      3  𝑥  +  8    . 
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         ∫    1    𝑒    8  𝑥       𝑑  𝑥     =  ∫    𝑒    −  8  𝑥      𝑑  𝑥  =    |            𝑡     =     −  8  𝑥        𝑑  𝑡     =     −  8    𝑑  𝑥        −    1  8     𝑑  𝑡     =     𝑑  𝑥        |   =  −    1  8   ∫    𝑒  𝑡     𝑑  𝑡  =  −    1  8     𝑒  𝑡   +  𝐶          =  −    1  8     𝑒    −  8  𝑥    +  𝑐  =  −    1    8    𝑒    8  𝑥      +  𝐶    .    


   𝑓  (  𝑥  )  =      2  𝑥       1  −   16     𝑥  4      . 
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   𝑓  (  𝑥  )  =      𝑑  𝑥       𝑒    −  2  𝑥    +    𝑒    2  𝑥      . 
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   𝑓  (  𝑥  )  =      𝑥  +  9       𝑥  −  3   7      . 


         ∫      𝑥  +  9       𝑥  −  3   7      𝑑  𝑥     =    |            𝑡     =     𝑥  −  3        𝑡  +  3     =     𝑥        𝑑  𝑡     =     𝑑  𝑥        |   =  ∫      𝑡  +  3  +  9     𝑡  7      𝑑  𝑡  =  ∫    𝑡    𝑡  7      𝑑  𝑡  +  ∫     12     𝑡  7      𝑑  𝑡          =  ∫    𝑡    1  −    1  7       𝑑  𝑡  +   12   ∫    𝑡    −    1  7       𝑑  𝑡  =  ∫    𝑡    6  7      𝑑  𝑡  +   12   ∫    𝑡    −    1  7       𝑑  𝑡          =    1     13   7      𝑡     13   7    +   12   ⋅    7  6     𝑡    6  7    +  𝐶  =    7   13    (  𝑥  −  3    )     13   7    +   14   (  𝑥  −  3    )    6  7    +  𝐶    .    


   𝑓  (  𝑥  )  =    1    𝑥       sin   2   (   ln     𝑥  )      . 


         ∫    1    𝑥       sin   2   (   ln     𝑥  )      𝑑  𝑥     =  ∫    1       sin   2   (   ln     𝑥  )    ⋅    1  𝑥     𝑑  𝑥  =    |            𝑡     =      ln     𝑥        𝑑  𝑡     =       1  𝑥     𝑑  𝑥        |   =  ∫    1       sin   2     𝑡      𝑑  𝑡          =  −   ctg     𝑡  +  𝐶  =  −   ctg     (   ln     𝑥  )  +  𝐶    .    


   𝑓  (  𝑥  )  =   ctg     𝑥  . 


         ∫   ctg     𝑥    𝑑  𝑥     =  ∫       cos     𝑥      sin     𝑥      𝑑  𝑥  =  ∫   cos     𝑥  ⋅    1     sin     𝑥      𝑑  𝑥  =    |            𝑡     =      sin     𝑥        𝑑  𝑡     =      cos     𝑥    𝑑  𝑥        |   =  ∫      𝑑  𝑡   𝑡           =   ln     |  𝑡  |  +  𝑐  =   ln     |   sin     𝑥  |  +  𝐶    .    


   𝑓  (  𝑥  )  =    1    6  𝑥  +  8      . 


   ∫        𝑓  ′   (  𝑥  )     𝑓  (  𝑥  )      𝑑  𝑥  =   ln     |  𝑓  (  𝑥  )  |  +  𝑐    . 


         ∫    1    6  𝑥  +  8      𝑑  𝑥  =    1  6   ∫    6    6  𝑥  +  8      𝑑  𝑥  =    1  6   ∫      (  6  𝑥  +  8    )  ′      6  𝑥  +  8      𝑑  𝑥  =    1  6    ln     |  6  𝑥  +  8  |  +  𝐶    .    


   𝑓  (  𝑥  )  =    1    1  −  7  𝑥      . 


         ∫    1    1  −  7  𝑥      𝑑  𝑥  =  −    1  7   ∫      −  7     1  −  7  𝑥      𝑑  𝑥  =  −    1  7    ln     |  1  −  7  𝑥  |  +  𝐶    .    


   𝑓  (  𝑥  )  =  2  𝑥     ln     𝑥    . 


         ∫  2  𝑥   ln     𝑥    𝑑  𝑥     =    |            𝑓  (  𝑥  )     =      ln     𝑥       𝑔  ′   (  𝑥  )  =  𝑥          𝑓  ′   (  𝑥  )     =       1  𝑥      𝑔  (  𝑥  )  =    1  2     𝑥  2         |   =  2  ⋅    1  2     𝑥  2   ⋅   ln     𝑥  −  2  ∫    1  𝑥   ⋅    1  2     𝑥  2     𝑑  𝑥          =  2  ⋅    1  2     𝑥  2    ln     𝑥  −  2  ⋅    1  2   ∫  𝑥    𝑑  𝑥  =    𝑥  2      ln     𝑥  −    1  2     𝑥  2   +  𝐶    .    


   𝑓  (  𝑥  )  =  𝑥    𝑒  𝑥     . 


         ∫  𝑥    𝑒  𝑥     𝑑  𝑥  =    |            𝑓  (  𝑥  )     =     𝑥       𝑔  ′   (  𝑥  )     =       𝑒  𝑥           𝑓  ′   (  𝑥  )     =     1     𝑔  (  𝑥  )     =       𝑒  𝑥         |   =  𝑥    𝑒  𝑥   −  ∫  1  ⋅    𝑒  𝑥     𝑑  𝑥  =  𝑥    𝑒  𝑥   −    𝑒  𝑥   +  𝐶    .    


   𝑓  (  𝑥  )  =    𝑥  2     𝑒  𝑥     . 


         ∫    𝑥  2     𝑒  𝑥     𝑑  𝑥     =    |            𝑓  (  𝑥  )     =       𝑥  2        𝑔  ′   (  𝑥  )     =       𝑒  𝑥           𝑓  ′   (  𝑥  )     =     2  𝑥     𝑔  (  𝑥  )     =       𝑒  𝑥         |   =    𝑥  2     𝑒  𝑥   −  ∫  2  𝑥  ⋅    𝑒  𝑥     𝑑  𝑥          =    𝑥  2     𝑒  𝑥   −  2  ∫  𝑥    𝑒  𝑥     𝑑  𝑥    .    


   ∫    𝑥  2     𝑒  𝑥     𝑑  𝑥  =    𝑥  2     𝑒  𝑥   −  2  ⋅    (  𝑥    𝑒  𝑥   −    𝑒  𝑥   )   +  𝐶  =    𝑥  2     𝑒  𝑥   −  2  𝑥    𝑒  𝑥   +  2    𝑒  𝑥   +  𝐶    . 


   𝑓  (  𝑥  )  =  (  3  𝑥  −  4  )    𝑒    8  𝑥      . 


         ∫  (  3  𝑥  −  4  )    𝑒    8  𝑥      𝑑  𝑥     =    |            𝑓  (  𝑥  )     =     3  𝑥  −  4       𝑔  ′   (  𝑥  )     =       𝑒    8  𝑥            𝑓  ′   (  𝑥  )     =     3     𝑔  (  𝑥  )     =       1  8     𝑒    8  𝑥          |           =  (  3  𝑥  −  4  )  ⋅    1  8     𝑒    8  𝑥    −  ∫  3  ⋅    1  8     𝑒    8  𝑥      𝑑  𝑥          =    (    3  8   𝑥  −    4  8   )       𝑒    8  𝑥    −    3  8   ∫    𝑒    8  𝑥      𝑑  𝑥  =    (    3  8   𝑥  −    1  2   )       𝑒    8  𝑥    −    3  8   ⋅    1  8     𝑒    8  𝑥    +  𝐶          =    (    3  8   𝑥  −    1  2   −    3   64    )       𝑒    8  𝑥    +  𝐶  =    (    3  8   𝑥  −     35    64    )       𝑒    8  𝑥    +  𝐶    .    


   𝑓  (  𝑥  )  =  (  −  7    𝑥  2   +  9  𝑥  )   ln     𝑥    . 


         ∫  (  −  7    𝑥  2   +  9  𝑥  )   ln     𝑥    𝑑  𝑥     =    |            𝑓  (  𝑥  )     =      ln     𝑥       𝑔  ′   (  𝑥  )     =     −  7    𝑥  2   +  9  𝑥          𝑓  ′   (  𝑥  )     =         1  𝑥       𝑔  (  𝑥  )     =     −      7  3      𝑥  3   +      9  2      𝑥  2         |           =    (  −    7  3     𝑥  3   +    9  2     𝑥  2   )      ln     𝑥  −  ∫    (  −    7  3     𝑥  3   +    9  2     𝑥  2   )   ⋅    1  𝑥     𝑑  𝑥          =    (  −    7  3     𝑥  3   +    9  2     𝑥  2   )      ln     𝑥  −  ∫    (  −    7  3     𝑥  2   +    9  2   𝑥  )       𝑑  𝑥          =    (  −    7  3     𝑥  3   +    9  2     𝑥  2   )      ln     𝑥  −    (  −    7  9     𝑥  3   +    9  4     𝑥  2   )   +  𝐶          =    (    9  2     𝑥  2   −    7  3     𝑥  3   )      ln     𝑥  +    7  9     𝑥  3   −    9  4     𝑥  2   +  𝐶    


   ∫      3  𝑥  −  1       𝑥  2   −  𝑥  −  6      𝑑  𝑥 


   3 


   −  2 


   𝐴 


   𝐵 


     𝑥  2   −  𝑥  −  6  =  (  𝑥  −  3  )  (  𝑥  +  2  )  . 


       3  𝑥  −  1       𝑥  2   −  𝑥  −  6   


       3  𝑥  −  1     (  𝑥  −  3  )  (  𝑥  +  2  )    =    𝐴    𝑥  −  3    +    𝐵    𝑥  +  2     


   3  𝑥  −  1  =  𝐴  (  𝑥  +  2  )  +  𝐵  (  𝑥  −  3  ) 


          Dla    𝑥     =  3  ∶    mamy    3  ⋅  3  −  1  =  𝐴  (  3  +  2  )    więc    8  =  5  𝐴    zatem    𝐴  =    8  5          Dla    𝑥     =  −  2    mamy    3  ⋅  (  −  2  )  −  1  =  𝐵  (  −  2  −  3  )    zatem    −  7  =  −  5  𝐵    więc    𝐵  =    7  5     


   ∫    1    𝑥  +  𝑎    𝑑  𝑥  =   ln   |  𝑥  +  𝑎  |  +  𝐶 


         ∫      3  𝑥  −  1       𝑥  2   −  𝑥  −  6    ,  𝑑  𝑥     =  ∫    (      8  /  5     𝑥  −  3    +      7  /  5     𝑥  +  2    )   ,  𝑑  𝑥  =    8  5   ∫    1    𝑥  −  3    ,  𝑑  𝑥  +    7  5   ∫    1    𝑥  +  2    ,  𝑑  𝑥          =    8  5      ln   |  𝑥  −  3  |  +    7  5      ln   |  𝑥  +  2  |  +  𝐶  =    1  5       (  8     ln   |  𝑥  −  3  |  +  7     ln   |  𝑥  +  2  |  )   +  𝐶          =    1  5      ln       |  (  𝑥  −  3    )  8   (  𝑥  +  2    )  7   |   +  𝐶    


   ∫      3  𝑥  +  1     (  𝑥  −  1    )  2       𝑑  𝑥 


   (  𝑥  −  𝑎    )  2  


   (  𝑥  −  𝑎  ) 


             3  𝑥  +  1     (  𝑥  −  1    )  2        =    𝐴    𝑥  −  1    +    𝐵    (  𝑥  −  1    )  2     .    


   3  𝑥  +  1  =  𝐴  (  𝑥  −  1  )  +  𝐵  . 


          Dla    𝑥     =  1    mamy    3  ⋅  1  +  1  =  𝐵    zatem    𝐵  =  4         Dla    𝑥     =  0    mamy    3  ⋅  0  +  1  =  𝐴  (  0  −  1  )  +  4    więc    1  =  −  𝐴  +  4    mamy    𝐴  =  3  .    


         ∫      3  𝑥  +  1     (  𝑥  −  1    )  2     ,  𝑑  𝑥     =  ∫    (    3    𝑥  −  1    +    4    (  𝑥  −  1    )  2     )   ,  𝑑  𝑥  =  3  ∫    1    𝑥  −  1    ,  𝑑  𝑥  +  4  ∫  (  𝑥  −  1    )    −  2    ,  𝑑  𝑥          =  3     ln   |  𝑥  −  1  |  +  4  ⋅      (  𝑥  −  1    )    −  1       −  1    +  𝐶  =  3     ln   |  𝑥  −  1  |  −    4    𝑥  −  1    +  𝐶    


   ∫      3  𝑥       1  −   81     𝑥  4        𝑑  𝑥 


   ∫    1    𝑒    5  𝑥       𝑑  𝑥 


   ∫      𝑑  𝑥       𝑒    −  6  𝑥    +    𝑒    6  𝑥     


   ∫      𝑥  −  8       𝑥  +  2   5      𝑑  𝑥 


   ∫    1    𝑥       sin   2   (   ln     𝑥  )      𝑑  𝑥 


   ∫   tg     𝑥    𝑑  𝑥 


   ∫    1    8  𝑥  −  6      𝑑  𝑥 


   ∫    1     15   −  9  𝑥      𝑑  𝑥 


   ∫  6  𝑥   ln     𝑥    𝑑  𝑥 


   ∫    𝑥  3     𝑒  𝑥     𝑑  𝑥 


   ∫  (  2  𝑥  −  3  )    𝑒    4  𝑥      𝑑  𝑥 


   ∫  (  −  9  𝑥  −  5  )   sin     𝑥    𝑑  𝑥 


   ∫  (  3    𝑥  3   +  5  𝑥  +  4  )   cos     3  𝑥    𝑑  𝑥 


   ∫  (  9    𝑥  2   −  6  𝑥  )   ln     𝑥    𝑑  𝑥 


   ∫    𝑒    2  𝑥       cos     4  𝑥    𝑑  𝑥 


   ∫     sin   2     𝑥    𝑑  𝑥 


   ∫     cos   7     𝑥    𝑑  𝑥 


   ∫      2  𝑥  +   10        𝑥  2   +  2  𝑥  −  3      𝑑  𝑥 


   ∫      2  𝑥  −  3     3    𝑥  2   −  5  𝑥  +  2      𝑑  𝑥 


   ∫      5  𝑥  −  2     (  𝑥  +  2    )  2       𝑑  𝑥 


   ∫    𝑥    9    𝑥  2   −   12   𝑥  +  4      𝑑  𝑥 


   ∫      𝑥  +  1     2    𝑥  2   +  6  𝑥  +  5      𝑑  𝑥 


   <  𝑎  ;  𝑏  >  , 


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )  𝑑  𝑥  =  𝐹  (  𝑏  )  −  𝐹  (  𝑎  )  , 


   <  𝑎  ;  𝑏  >  . 


   <  𝑎  ,  𝑏  > 


       ∫  𝑎  𝑏   (  𝑓  (  𝑥  )  +  𝑔  (  𝑥  )  )  𝑑  𝑥  =    ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )  𝑑  𝑥  +    ∫  𝑎  𝑏   𝑔  (  𝑥  )  𝑑  𝑥  ,  


       ∫  𝑎  𝑏   (  𝑓  (  𝑥  )  −  𝑔  (  𝑥  )  )  𝑑  𝑥  =    ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )  𝑑  𝑥  −    ∫  𝑎  𝑏   𝑔  (  𝑥  )  𝑑  𝑥  ,  


       ∫  𝑎  𝑏   𝑐  𝑓  (  𝑥  )  𝑑  𝑥  =  𝑐    ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )  𝑑  𝑥  


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )    𝑔  ′   (  𝑥  )  𝑑  𝑥  =  [  𝑓  (  𝑥  )  𝑔  (  𝑥  )    ]  𝑎  𝑏   −    ∫  𝑎  𝑏     𝑓  ′   (  𝑥  )  𝑔  (  𝑥  )  𝑑  𝑥  . 


   𝑔  (  𝛼  )  =  𝑎 


   𝑔  (  𝛽  )  =  𝑏 


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )  𝑑  𝑥  =    ∫  𝛼  𝛽   𝑓  (  𝑔  (  𝑡  )  )    𝑔  ′   (  𝑡  )  𝑑  𝑡 


   <  𝑎  ;  𝑏  > 


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )  𝑑  𝑥 


   𝑓  (  𝑥  )  ⩽  𝑔  (  𝑥  ) 


   𝑥  ∈  <  𝑎  ;  𝑏  > 


   |  𝐷  |  =    ∫  𝑎  𝑏   [  𝑔  (  𝑥  )  −  𝑓  (  𝑥  )  ]  𝑑  𝑥 


   𝛤  =  {  (  𝑥  ,  𝑓  (  𝑥  )  )  ∶  𝑥  ∈  <  𝑎  ;  𝑏  >  } 


   |  𝛤  |  =    ∫  𝑎  𝑏       1  +  [    𝑓  ′   (  𝑥  )    ]  2     𝑑  𝑥  . 


   |  𝑉  |  =  𝜋    ∫  𝑎  𝑏   [  𝑓  (  𝑥  )    ]  2   𝑑  𝑥 


   |  𝑉  |  =  2  𝜋    ∫  𝑎  𝑏   𝑥  ⋅  𝑓  (  𝑥  )  𝑑  𝑥 


   ∑ 


   |  ∑  |  =  2  𝜋    ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )      1  +  [    𝑓  ′   (  𝑥  )    ]  2     𝑑  𝑥 


   |  ∑  |  =  2  𝜋    ∫  𝑎  𝑏   𝑥      1  +  [    𝑓  ′   (  𝑥  )    ]  2     𝑑  𝑥 


     ∫  1  𝑒    ln     𝑥    𝑑  𝑥  . 


           ∫  1  𝑒    ln     𝑥    𝑑  𝑥     =    ∫  1  𝑒   1  ⋅   ln     𝑥    𝑑  𝑥  =    |            𝑓  (  𝑥  )     =      ln     𝑥       𝑔  ′   (  𝑥  )     =     1          𝑓  ′   (  𝑥  )     =       1  𝑥      𝑔  (  𝑥  )     =     𝑥        |           =      [  𝑥     ln     𝑥  ]   1  𝑒   −    ∫  1  𝑒   𝑥  ⋅    1  𝑥     𝑑  𝑥  =  (  𝑒     ln     𝑒  −  1     ln     1  )  −    ∫  1  𝑒   1    𝑑  𝑥          =  (  𝑒  ⋅  1  −  0  )  −  [  𝑥    ]  1  𝑒   =  𝑒  −  (  𝑒  −  1  )  =  1    


     ∫  0  𝜋   𝑥     sin     𝑥    𝑑  𝑥  . 


           ∫  0  𝜋   𝑥     sin     𝑥    𝑑  𝑥     =    |            𝑓  (  𝑥  )     =     𝑥       𝑔  ′   (  𝑥  )     =      sin     𝑥          𝑓  ′   (  𝑥  )     =     1     𝑔  (  𝑥  )     =     −   cos     𝑥        |           =      [  −  𝑥     cos     𝑥  ]   0  𝜋   −    ∫  0  𝜋   1  ⋅  (  −   cos     𝑥  )    𝑑  𝑥          =  (  −  𝜋     cos     𝜋  −  (  −  0     cos     0  )  )  +    ∫  0  𝜋    cos     𝑥    𝑑  𝑥          =  (  −  𝜋  ⋅  (  −  1  )  +  0  )  +  [   sin     𝑥    ]  0  𝜋           =  𝜋  +  (   sin     𝜋  −   sin     0  )  =  𝜋  +  (  0  −  0  )  =  𝜋    


     ∫  0    𝜋  /  2      𝑒  𝑥      sin     𝑥    𝑑  𝑥  . 


         𝐼     =    ∫  0    𝜋  /  2      𝑒  𝑥      sin     𝑥    𝑑  𝑥  =    |            𝑓  (  𝑥  )  =   sin     𝑥       𝑔  ′   (  𝑥  )  =    𝑒  𝑥           𝑓  ′   (  𝑥  )  =   cos     𝑥     𝑔  (  𝑥  )  =    𝑒  𝑥         |           =      [    𝑒  𝑥      sin     𝑥  ]   0    𝜋  /  2    −    ∫  0    𝜋  /  2      𝑒  𝑥      cos     𝑥    𝑑  𝑥          =  (    𝑒    𝜋  /  2    ⋅  1  −  0  )  −    |            𝑓  (  𝑥  )  =   cos     𝑥       𝑔  ′   (  𝑥  )  =    𝑒  𝑥           𝑓  ′   (  𝑥  )  =  −   sin     𝑥     𝑔  (  𝑥  )  =    𝑒  𝑥         |           =    𝑒    𝜋  /  2    −    (      [    𝑒  𝑥      cos     𝑥  ]   0    𝜋  /  2    +    ∫  0    𝜋  /  2      𝑒  𝑥      sin     𝑥    𝑑  𝑥  )           =    𝑒    𝜋  /  2    −    (  (  0  −  1  )  +  𝐼  )   =    𝑒    𝜋  /  2    +  1  −  𝐼    


   𝐼  =    𝑒    𝜋  /  2    +  1  −  𝐼 


   2  𝐼  =    𝑒    𝜋  /  2    +  1    ⟹    𝐼  =        𝑒    𝜋  /  2    +  1   2  


     ∫  1  𝑒   (   ln     𝑥    )  2     𝑑  𝑥  . 


           ∫  1  𝑒   (   ln     𝑥    )  2     𝑑  𝑥     =    |            𝑓  (  𝑥  )  =  (   ln     𝑥    )  2        𝑔  ′   (  𝑥  )  =  1          𝑓  ′   (  𝑥  )  =  2     ln     𝑥  ⋅    1  𝑥      𝑔  (  𝑥  )  =  𝑥        |   =      [  𝑥  (   ln     𝑥    )  2   ]   1  𝑒   −  2    ∫  1  𝑒    ln     𝑥    𝑑  𝑥          =  (  𝑒  ⋅    1  2   −  0  )  −  2      (    |            𝑓  (  𝑥  )  =   ln     𝑥       𝑔  ′   (  𝑥  )  =  1          𝑓  ′   (  𝑥  )  =    1  𝑥      𝑔  (  𝑥  )  =  𝑥        |   )           =  𝑒  −  2      (      [  𝑥     ln     𝑥  ]   1  𝑒   −    ∫  1  𝑒   𝑥  ⋅    1  𝑥     𝑑  𝑥  )   =  𝑒  −  2      (  (  𝑒     ln     𝑒  −  1     ln     1  )  −  [  𝑥    ]  1  𝑒   )           =  𝑒  −  2      (  𝑒  −  (  𝑒  −  1  )  )   =  𝑒  −  2  (  1  )  =  𝑒  −  2    


     ∫  0  2       4  𝑥  +  1      𝑑  𝑥  . 


     ∫  0  2       4  𝑥  +  1      𝑑  𝑥  =    |            𝑡  =  4  𝑥  +  1        𝑑  𝑡  =  4    𝑑  𝑥        𝑑  𝑥  =    1  4   𝑑  𝑡        �        |   =  =    ∫  1  9     𝑡   ⋅    1  4     𝑑  𝑡  =    1  4     ∫  1  9     𝑡    1  /  2      𝑑  𝑡 


   =    1  4         [      𝑡    3  /  2      3  /  2    ]   1  9   =    1  4   ⋅    2  3         [      𝑡  3    ]   1  9   =  =    1  6       (      9  3    −      1  3    )   =    1  6   (   27   −  1  )  =     26   6   =     13   3  


     ∫  𝑒    𝑒  2      1    𝑥     ln     𝑥      𝑑  𝑥  . 


     ∫  𝑒    𝑒  2      1    𝑥     ln     𝑥      𝑑  𝑥  =    |            𝑡  =   ln     𝑥        𝑑  𝑡  =    1  𝑥     𝑑  𝑥        �        |   =  =    ∫  1  2     1  𝑡     𝑑  𝑡  =      [   ln   |  𝑡  |  ]   1  2   =   ln     2  −   ln     1  =   ln     2 


     ∫  0  1     𝑥  3     𝑒    𝑥  2      𝑑  𝑥  . 


           ∫  0  1     𝑥  3     𝑒    𝑥  2      𝑑  𝑥     =    ∫  0  1     𝑥  2   ⋅    𝑒    𝑥  2    ⋅  𝑥    𝑑  𝑥  =    |            𝑡  =    𝑥  2         𝑑  𝑡  =  2  𝑥    𝑑  𝑥        𝑥    𝑑  𝑥  =    1  2   𝑑  𝑡        �        |   =    ∫  0  1   𝑡  ⋅    𝑒  𝑡   ⋅    1  2     𝑑  𝑡  =    1  2     ∫  0  1   𝑡    𝑒  𝑡     𝑑  𝑡    


           1  2     ∫  0  1   𝑡    𝑒  𝑡     𝑑  𝑡     =    |            𝑓  (  𝑡  )  =  𝑡       𝑔  ′   (  𝑡  )  =    𝑒  𝑡           𝑓  ′   (  𝑡  )  =  1     𝑔  (  𝑡  )  =    𝑒  𝑡         |   =    1  2       (  [  𝑡    𝑒  𝑡     ]  0  1   −    ∫  0  1     𝑒  𝑡     𝑑  𝑡  )   =          =    1  2       (  (  1  ⋅    𝑒  1   −  0  ⋅    𝑒  0   )  −  [    𝑒  𝑡     ]  0  1   )   =    1  2   (  𝑒  −  (    𝑒  1   −    𝑒  0   )  )  =    1  2   (  𝑒  −  𝑒  +  1  )  =    1  2     


     ∫  0  ∞   𝑥    𝑒    −  𝑥      𝑑  𝑥  . 


     ∫  0  ∞   𝑥    𝑒    −  𝑥    𝑑  𝑥  =     lim     𝑇  →  ∞      ∫  0  𝑇   𝑥    𝑒    −  𝑥    𝑑  𝑥 


   ∫  𝑥    𝑒    −  𝑥    𝑑  𝑥 


         ∫  𝑥    𝑒    −  𝑥    𝑑  𝑥     =    |            𝑓  (  𝑥  )  =  𝑥       𝑓  ′   (  𝑥  )  =  1          𝑔  ′   (  𝑥  )  =    𝑒    −  𝑥       𝑔  (  𝑥  )  =  −    𝑒    −  𝑥          |           =  −  𝑥    𝑒    −  𝑥    −  ∫  1  ⋅  (  −    𝑒    −  𝑥    )  𝑑  𝑥  =  −  𝑥    𝑒    −  𝑥    −    𝑒    −  𝑥    =  −    𝑒    −  𝑥    (  𝑥  +  1  )    


           ∫  0  ∞   𝑥    𝑒    −  𝑥      𝑑  𝑥     =     lim     𝑇  →  ∞          [  −    𝑒    −  𝑥    (  𝑥  +  1  )  ]   0  𝑇           =     lim     𝑇  →  ∞        (      −  (  𝑇  +  1  )     𝑒  𝑇    −  (  −    𝑒  0   (  0  +  1  )  )  )           =  0  +  1  =  1    


     ∫  0  ∞     1    1  +    𝑥  2     𝑑  𝑥  . 


           ∫  0  ∞     1    1  +    𝑥  2     𝑑  𝑥     =     lim     𝑇  →  ∞      ∫  0  𝑇     1    1  +    𝑥  2     𝑑  𝑥  =     lim     𝑇  →  ∞          [     arc      tg    (  𝑥  )  ]   0  𝑇           =     lim     𝑇  →  ∞        (     arc      tg    (  𝑇  )  −     arc      tg    (  0  )  )   =    𝜋  2   −  0  =    𝜋  2     


   𝑓  (  𝑥  )  =  −    𝑥  2   +  4 


   𝑔  (  𝑥  )  =  𝑥  +  2 


   −    𝑥  2   +  4  =  𝑥  +  2    ⟹      𝑥  2   +  𝑥  −  2  =  0 


     𝑥  1   =  −  2 


     𝑥  2   =  1 


         𝑃     =    ∫    −  2   1     [  (  −    𝑥  2   +  4  )  −  (  𝑥  +  2  )  ]     𝑑  𝑥  =    ∫    −  2   1   (  −    𝑥  2   −  𝑥  +  2  )  𝑑  𝑥  =      [  −    1  3     𝑥  3   −    1  2     𝑥  2   +  2  𝑥  ]     −  2   1           =    (  −    1  3   −    1  2   +  2  )   −    (    8  3   −  2  −  4  )   =    7  6   −    (  −     10   3   )   =    7  6   +     20   6   =     27   6   =   4,5   .    


   𝑓  (  𝑥  )  =    1  𝑥  


   𝑔  (  𝑥  )  =    𝑥  


   𝑥  =  𝑒 


     𝑥   =    1  𝑥     ⟹    𝑥    𝑥   =  1    ⟹      𝑥    3  /  2    =  1    ⟹    𝑥  =  1 


   [  1  ,  𝑒  ] 


     𝑥   ⩾    1  𝑥  


         𝑃     =    ∫  1  𝑒     (    𝑥   −    1  𝑥   )     𝑑  𝑥  =    ∫  1  𝑒     (    𝑥    1  /  2    −    1  𝑥   )     𝑑  𝑥  =      [    2  3     𝑥    3  /  2    −   ln   |  𝑥  |  ]   1  𝑒           =    (    2  3   𝑒    𝑒   −   ln     𝑒  )   −    (    2  3   ⋅  1  −   ln     1  )   =    2  3   𝑒    𝑒   −  1  −    2  3   =    2  3   𝑒    𝑒   −    5  3     


   𝑓  (  𝑥  )  =    𝑥  2  


   𝑔  (  𝑥  )  =    1  𝑥   , 


   𝑂  𝑋 


   𝑥  =  𝑒  . 


   𝑔  (  𝑥  )  =    1  𝑥  


     𝑥  2   =    1  𝑥     ⟹      𝑥  3   =  1    ⟹    𝑥  =  1 


   𝑥  =  0 


   𝑥  =  1 


   𝑓  (  𝑥  )  =    𝑥  2  


   𝑔  (  𝑥  )  =    1  𝑥  


   𝑃  =    𝑃  1   +    𝑃  2  


   𝑃  =    ∫  0  1     𝑥  2     𝑑  𝑥  +    ∫  1  𝑒     1  𝑥     𝑑  𝑥  =      [      𝑥  3   3   ]   0  1   +      [   ln   |  𝑥  |  ]   1  𝑒   =    1  3   −  0  +   ln     𝑒  −   ln     1  =    1  3   +  1  =    4  3   . 


   𝑓  (  𝑥  )  =    𝑥  


   𝑥  ∈  [  0  ,  4  ] 


   𝑉 


   𝑓  (  𝑥  ) 


   [  𝑎  ,  𝑏  ] 


   𝑉  =  𝜋    ∫  𝑎  𝑏   [  𝑓  (  𝑥  )    ]  2     𝑑  𝑥  . 


   𝑉  =  𝜋    ∫  0  4   (    𝑥     )  2     𝑑  𝑥  =  𝜋    ∫  0  4   𝑥    𝑑  𝑥  =  𝜋        [    1  2     𝑥  2   ]   0  4   =  𝜋      (    1  2   ⋅    4  2   −    1  2   ⋅    0  2   )   =  8  𝜋  . 


   𝑓  (  𝑥  )  =         ln     𝑥    𝑥  


   𝑥  ∈  [  1  ,  𝑒  ] 


   𝑉  =  𝜋    ∫  1  𝑒        ln     𝑥     𝑥  2      𝑑  𝑥  =    |            𝑡  =   ln     𝑥        𝑑  𝑡  =    1  𝑥   𝑑  𝑥        �        |   =  𝜋    ∫  0  1     𝑡    𝑒  𝑡      𝑑  𝑡  =  𝜋    ∫  0  1   𝑡    𝑒    −  𝑡      𝑑  𝑡 


   |            𝑓  (  𝑡  )  =  𝑡       𝑓  ′   (  𝑡  )  =  1          𝑔  ′   (  𝑡  )  =    𝑒    −  𝑡       𝑔  (  𝑡  )  =  −    𝑒    −  𝑡          | 


           𝑉     =  𝜋      (      [  𝑡  ⋅  (  −    𝑒    −  𝑡    )  ]   0  1   −    ∫  0  1   1  ⋅  (  −    𝑒    −  𝑡    )    𝑑  𝑡  )   =  𝜋      (      [  −  𝑡    𝑒    −  𝑡    ]   0  1   +    ∫  0  1     𝑒    −  𝑡      𝑑  𝑡  )             =  𝜋      (  (  −  1  ⋅    𝑒    −  1    −  0  )  +      [  −    𝑒    −  𝑡    ]   0  1   )   =  𝜋      (  −    𝑒    −  1    +  (  −    𝑒    −  1    −  (  −    𝑒  0   )  )  )             =  𝜋      (  −    𝑒    −  1    −    𝑒    −  1    +  1  )   =  𝜋      (  1  −    2  𝑒   )   .    


   𝑥  (  𝑡  )  =  𝑎  (  𝑡  −   sin     𝑡  ) 


   𝑦  (  𝑡  )  =  𝑎  (  1  −   cos     𝑡  ) 


   𝑡  ∈  [  0  ,  2  𝜋  ] 


   𝐿 


   𝐿  =    ∫    𝑡  1     𝑡  2        [    𝑥  ′   (  𝑡  )    ]  2   +  [    𝑦  ′   (  𝑡  )    ]  2       𝑑  𝑡  . 


     𝑥  ′   (  𝑡  )  =  𝑎  (  1  −   cos     𝑡  )  ,      𝑦  ′   (  𝑡  )  =  𝑎     sin     𝑡 


   [    𝑥  ′   (  𝑡  )    ]  2   +  [    𝑦  ′   (  𝑡  )    ]  2   =    𝑎  2   (  1  −   cos     𝑡    )  2   +    𝑎  2        sin   2     𝑡  =    𝑎  2   (  1  −  2     cos     𝑡  +     cos   2     𝑡  +     sin   2     𝑡  )  . 


      sin   2     𝑡  +     cos   2     𝑡  =  1 


   [    𝑥  ′   (  𝑡  )    ]  2   +  [    𝑦  ′   (  𝑡  )    ]  2   =    𝑎  2   (  2  −  2     cos     𝑡  )  =  2    𝑎  2   (  1  −   cos     𝑡  ) 


   1  −   cos     𝑡  =  2       sin   2       𝑡  2  


       2    𝑎  2   ⋅  2       sin   2       𝑡  2     =      4    𝑎  2        sin   2       𝑡  2     =  2  𝑎     sin       𝑡  2  


    sin       𝑡  2  


   𝐿  =    ∫  0    2  𝜋    2  𝑎     sin       𝑡  2     𝑑  𝑡  =  2  𝑎        [  −  2     cos       𝑡  2   ]   0    2  𝜋    =  −  4  𝑎  (   cos     𝜋  −   cos     0  )  =  −  4  𝑎  (  −  1  −  1  )  =  8  𝑎 


   𝑦  =    2  3     𝑥    3  /  2   


   𝑥  ∈  [  0  ,  3  ] 


   𝐿  =    ∫  𝑎  𝑏       1  +  [    𝑓  ′   (  𝑥  )    ]  2       𝑑  𝑥 


   1  +  [    𝑓  ′   (  𝑥  )    ]  2  


     𝑓  ′   (  𝑥  )  =      (    2  3     𝑥    3  /  2    )   ′   =    2  3   ⋅    3  2     𝑥    1  /  2    =    𝑥    1  /  2    =    𝑥   . 


   1  +  (    𝑥     )  2   =  1  +  𝑥 


           𝐿     =    ∫  0  3       1  +  𝑥      𝑑  𝑥  =    |          𝑢  =  1  +  𝑥           𝑑  𝑢  =  𝑑  𝑥           �      |   =    ∫  1  4     𝑢    1  /  2      𝑑  𝑢  =      [    2  3   𝑢    𝑢   ]   1  4   =    2  3       (  4    4   −  1    1   )             =    2  3   (  8  −  1  )  =     14   3   =  4    2  3     


   𝑆 


   𝑓  (  𝑥  )  =    1  3     𝑥  3  


   𝑥  ∈  [  0  ,  1  ] 


   𝑆  =  2  𝜋    ∫  0  1   𝑓  (  𝑥  )      1  +  [    𝑓  ′   (  𝑥  )    ]  2       𝑑  𝑥 


     𝑓  ′   (  𝑥  )  =    𝑥  2     ⟹    [    𝑓  ′   (  𝑥  )    ]  2   =    𝑥  4  


         𝑆     =  2  𝜋    ∫  0  1     1  3     𝑥  3       1  +    𝑥  4       𝑑  𝑥  =    2  3   𝜋    ∫  0  1     𝑥  3       1  +    𝑥  4       𝑑  𝑥  =    |            𝑡  =  1  +    𝑥  4         𝑑  𝑡  =  4    𝑥  3     𝑑  𝑥          𝑥  3     𝑑  𝑥  =    1  4   𝑑  𝑡        �        |           =    2  3   𝜋  ⋅    1  4     ∫  1  2     𝑡    1  /  2      𝑑  𝑡  =    𝜋  6         [    2  3     𝑡    3  /  2    ]   1  2   =    𝜋  9   (  2    2   −  1  )    


     ∫  1    𝑒  2      𝑥      ln     𝑥    𝑑  𝑥  . 


     ∫  0  𝜋     𝑥  2      sin     𝑥    𝑑  𝑥  . 


     ∫  0  1     𝑥  2     𝑒    3  𝑥      𝑑  𝑥  . 


     ∫  1  𝑒      ln   2     𝑥    𝑑  𝑥  . 


     ∫  0    𝜋  /  2      𝑒  𝑥      cos     𝑥    𝑑  𝑥  . 


     ∫  0    1  /  2       arc      sin      𝑥    𝑑  𝑥  . 


     ∫  1  2        ln     𝑥     𝑥  5      𝑑  𝑥  . 


     ∫  1  2     1      𝑥  2   +  5  𝑥  +  4      𝑑  𝑥  . 


     ∫  0  1   𝑥     ln   (  1  +    𝑥  2   )    𝑑  𝑥  , 


     ∫  𝑒  ∞     1    𝑥  (   ln     𝑥    )  2       𝑑  𝑥  . 


     ∫  0  ∞     𝑥    1  +    𝑥  4       𝑑  𝑥 


     ∫  0  ∞     𝑥  2   ⋅    𝑒      −  𝑥   2      𝑑  𝑥  . 


     ∫  1  ∞     1      𝑥  2   +  1      𝑑  𝑥  . 


     ∫  1  ∞     1    𝑥  2      𝑑  𝑥  . 


     ∫  1  ∞     1  𝑥     𝑑  𝑥  . 


     ∫  1  ∞     1    𝑥      𝑑  𝑥  . 


     ∫  0  ∞     𝑒    −  𝑥      𝑑  𝑥  . 


     ∫  0  ∞   𝑥  ⋅    𝑒    −    𝑥  2       𝑑  𝑥  . 


     ∫  1  ∞     1      𝑥  2   +  𝑥      𝑑  𝑥  . 


     ∫  2  6     1      (  4  −  𝑥    )  2    3      𝑑  𝑥  . 


     ∫  0  2     1    (  𝑥  −  1    )  2       𝑑  𝑥  . 


   𝑓  (  𝑥  )  =  𝑥    𝑒    −  𝑥   


   𝑥  =  1 


   𝑓  (  𝑥  )  =   ln     𝑥 


   𝑔  (  𝑥  )  =  1  −  𝑥 


   𝑔  (  𝑥  )  =    𝑥  3  


   𝑓  (  𝑥  )  =   sin     𝑥 


   𝑔  (  𝑥  )  =   cos     𝑥 


   [  0  ,  𝜋  /  2  ] 


   𝑓  (  𝑥  )  =       ln     𝑥   𝑥  


   𝑥  =  𝑒 


   𝑓  (  𝑥  )  =    𝑒  𝑥  


   𝑔  (  𝑥  )  =    𝑒    −  𝑥   


   𝑥  =   ln     2 


   𝑓  (  𝑥  )  =  𝑥       sin     𝑥   


   𝑥  ∈  [  0  ,  𝜋  ] 


   𝑓  (  𝑥  )  =    𝑥     𝑒    −  𝑥   


   𝑦  =    1  2     𝑥  2   −    1  4      ln     𝑥 


   𝑦  =   ln   (   sin     𝑥  ) 


   𝑥  ∈  [  𝜋  /  3  ,  𝜋  /  2  ] 


   𝑥  ∈  [  0  ,  2  ] 


   𝑓  (  𝑥  )  =      4  −  𝑥   


   𝑓  (  𝑥  )  =    1  2     𝑥  2  


   𝑥  ∈  [  0  ,    3   ] 


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )  𝑑  𝑥  ≈    ∑    𝑖  =  0   𝑛     𝐴  𝑖   𝑓  (    𝑥  𝑖   ) 


   [  𝑎  ,  𝑏  ] 


   𝑛 


     𝑥  𝑖  


   ℎ  =      𝑏  −  𝑎   𝑛   ,      𝑥  𝑖   =  𝑎  +  𝑖  ℎ  ,    𝑖  =  0  ,  1  ,  …  ,  𝑛  . 


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )  𝑑  𝑥  ≈  ℎ    ∑    𝑖  =  0     𝑛  −  1    𝑓        (    𝑥  𝑖   +    ℎ  2   )   . 


   |    𝐸  𝑃   |  ⩽      (  𝑏  −  𝑎    )  3       24     𝑛  2          max     [  𝑎  ,  𝑏  ]    |    𝑓  ″   (  𝑥  )  | 


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )  𝑑  𝑥  ≈    ℎ  2       [  𝑓  (    𝑥  0   )  +  2    ∑    𝑖  =  1     𝑛  −  1    𝑓  (    𝑥  𝑖   )  +  𝑓  (    𝑥  𝑛   )  ]   . 


   |    𝐸  𝑇   |  ⩽      (  𝑏  −  𝑎    )  3       12     𝑛  2          max     [  𝑎  ,  𝑏  ]    |    𝑓  ″   (  𝑥  )  | 


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )  𝑑  𝑥  ≈    ℎ  3       [  𝑓  (    𝑥  0   )  +  4    ∑    𝑖  =  1     𝑛  /  2    𝑓  (    𝑥    2  𝑖  −  1    )  +  2    ∑    𝑖  =  1     𝑛  /  2  −  1    𝑓  (    𝑥    2  𝑖    )  +  𝑓  (    𝑥  𝑛   )  ]   . 


   |    𝐸  𝑆   |  ⩽      (  𝑏  −  𝑎    )  5       180     𝑛  4          max     [  𝑎  ,  𝑏  ]    |    𝑓    (  4  )    (  𝑥  )  | 


     ℎ  4  


     ∫  0  2   (    𝑥  2   +  1  )  𝑑  𝑥 


   𝑛  =  4 


   ℎ  =      2  −  0   4   =  0  .  5 


     𝑥  0   =  0  ,    𝑥  1   =  0  .  5  ,    𝑥  2   =  1  ,    𝑥  3   =  1  .  5  ,    𝑥  4   =  2 


     𝑥  0   +      ℎ  2    =  0  .   25   ,    𝑥  1   +      ℎ  2    =  0  .   75   ,    𝑥  2   +      ℎ  2    =  1  .   25   ,    𝑥  3   +      ℎ  2    =  1  .   75  


           𝑓  (  0  .   25   )     =  1  .   0625           𝑓  (  0  .   75   )     =  1  .   5625           𝑓  (  1  .   25   )     =  2  .   5625           𝑓  (  1  .   75   )     =  4  .   0625     


     ∫  0  2   (    𝑥  2   +  1  )  𝑑  𝑥  ≈  0  .  5  (  1  .   0625   +  1  .   5625   +  2  .   5625   +  4  .   0625   )  =  0  .  5  (  9  .   25   )  =  4  .   625  


     ∫  1  3     𝑥  2   𝑑  𝑥 


   𝑛  =  2 


   ℎ  =  1 


     𝑥  0   =  1  ,    𝑥  1   =  2  ,    𝑥  2   =  3 


   𝑓  (  1  )  =  1  ,  𝑓  (  2  )  =  4  ,  𝑓  (  3  )  =  9 


     ∫  1  3     𝑥  2   𝑑  𝑥  ≈    1  2       [  1  +  2  ⋅  4  +  9  ]   =     18   2   =  9 


     ∫  1  3     𝑥  2   𝑑  𝑥  =      [      1  3      𝑥  3   ]   1  3   =      1  3    ⋅   27   −      1  3    ⋅  1  =  9  −      1  3    =  8  .  (  6  )  . 


     ∫  0  2     1    1  +    𝑥  2     𝑑  𝑥 


   ℎ  =  0  .  5 


     𝑥  0   =  0  ,    𝑥  1   =  0  .  5  ,    𝑥  2   =  1  ,    𝑥  3   =  1  .  5  ,    𝑥  4   =  2 


           𝑓  (  0  )     =  1          𝑓  (  0  .  5  )     =  0  .  8          𝑓  (  1  )     =  0  .  5          𝑓  (  1  .  5  )     =  0  .   3077           𝑓  (  2  )     =  0  .  2    


     ∫  0  2     1    1  +    𝑥  2     𝑑  𝑥  ≈      0  .  5   3   [  1  +  4  (  0  .  8  +  0  .   3077   )  +  2  (  0  .  5  )  +  0  .  2  ]  = 


   =    1  6   [  1  +  4  (  1  .   1077   )  +  1  +  0  .  2  ]  =    1  6   (  6  .   6308   )  =  1  .   1051  


   𝑓  (  𝑥  )  =    𝑒  𝑥  


   [  0  ,  1  ] 


   𝐼  =    ∫  0  1     𝑒  𝑥   𝑑  𝑥  =  𝑒  −  1  ≈  1  .   718281828  


   ℎ  =      1  −  0   2   =  0  .  5 


     𝑥  0   =  0  ,    𝑥  1   =  0  .  5  ,    𝑥  2   =  1 


   0  .   25   ,  0  .   75  


     𝐼  𝑅   ≈  0  .  5      (    𝑒    0  .   25     +    𝑒    0  .   75     )   =  0  .  5  (  1  .   284025417   +  2  .   117000017   )  =  1  .   700512717  


     𝐼  𝑇   ≈      0  .  5   2       [  1  +  2    3   +  𝑒  ]   =  0  .   25   (  1  +  2  ⋅  1  .   648721271   +  2  .   718281828   )  =  1  .   753931093  


     𝐼  𝑆   ≈      0  .  5   3   (  1  +  4    𝑒    0  .  5    +  𝑒  )  =    1  6   (  1  +  6  .   594885083   +  2  .   718281828   )  =  1  .   718861152  


           |  𝐼  −    𝐼  𝑅   |     ≈  0  .   017769111           |  𝐼  −    𝐼  𝑇   |     ≈  0  .   035649265           |  𝐼  −    𝐼  𝑆   |     ≈  0  .   000579324     


   2 


   𝑡 


   0 


   4 


   6 


   8 


   𝑣  (  𝑡  ) 


   5 


   𝑠  =    ∫    𝑡  1     𝑡  2    𝑣  (  𝑡  )  𝑑  𝑡  . 


   ℎ  =  2 


     𝑆  𝑇   =    2  2       [  0  +  2  ⋅  (  3  +  5  +  4  )  +  2  ]   =   26   [  m  ] 


     𝑆  𝑆   =    2  3   [  0  +  4  ⋅  (  3  +  4  )  +  2  ⋅  (  5  )  +  2  ]  =    2  3   ⋅   40   =   26   .   67   [  m  ] 


   𝐼  =    ∫  0  2    ln   (  𝑥  +  1  )  𝑑  𝑥 


   |    𝐸  𝑆   |  ⩽      (  𝑏  −  𝑎    )  5       180     𝑛  4          max     𝑥  ∈  [  𝑎  ,  𝑏  ]    |    𝑓    (  4  )    (  𝑥  )  |  . 


   𝑓  (  𝑥  )  =   ln   (  𝑥  +  1  ) 


     𝑓  ′   (  𝑥  )  =    1    𝑥  +  1    , 


     𝑓  ″   (  𝑥  )  =  −    1    (  𝑥  +  1    )  2     , 


     𝑓    (  3  )    (  𝑥  )  =    2    (  𝑥  +  1    )  3     , 


     𝑓    (  4  )    (  𝑥  )  =  −    6    (  𝑥  +  1    )  4     . 


   [  0  ,  2  ] 


    max   |    𝑓    (  4  )    (  𝑥  )  |  =  6  . 


   |    𝐸  𝑆   |  ⩽      (  2  −  0    )  5       180   ⋅    4  4     ⋅  6  . 


   |    𝐸  𝑆   |  ⩽     32      180   ⋅   256     ⋅  6  =     192    46080    =    1   240    . 


   |    𝐸  𝑆   |  ⩽  0  .   00417   . 


   0  .   00417  


   𝐼  =    ∫  3  7     𝑥   𝑑  𝑥 


   ℎ  =      7  −  3   2   =  2 


     𝑥  0   =  3  ,      𝑥  1   =  5  ,      𝑥  2   =  7 


   𝑓  (  𝑥  )  =    𝑥  


   𝑓  (  3  )  =  1  .   7321   ,    𝑓  (  5  )  =  2  .   2361   ,    𝑓  (  7  )  =  2  .   6458  


     𝐼  𝑆   =    ℎ  3   [  𝑓  (    𝑥  0   )  +  4  𝑓  (    𝑥  1   )  +  𝑓  (    𝑥  2   )  ] 


     𝐼  𝑆   =    2  3   (  1  .   7321   +  4  ⋅  2  .   2361   +  2  .   6458   )  =  8  .   8815  


   𝑥  =  3  +  4  𝑡  ,    𝑑  𝑥  =  4  𝑑  𝑡 


   𝑥  =  3  →  𝑡  =  0  ,    𝑥  =  7  →  𝑡  =  1 


   𝐼  =    ∫  0  1       3  +  4  𝑡    ⋅  4  𝑑  𝑡 


   𝑓  (  𝑡  )  =  4      3  +  4  𝑡   


   ℎ  =      1  −  0   2   =  0  .  5 


     𝑡  0   =  0  ,      𝑡  1   =  0  .  5  ,      𝑡  2   =  1 


   𝑓  (  0  )  =  4    3   =  6  .   9282  


   𝑓  (  0  .  5  )  =  4    5   =  8  .   9443  


   𝑓  (  1  )  =  4    7   =   10   .   5830  


     𝐼  𝑆   =    ℎ  3   [  𝑓  (    𝑡  0   )  +  4  𝑓  (    𝑡  1   )  +  𝑓  (    𝑡  2   )  ] 


     𝐼  𝑆   =      0  .  5   3   (  6  .   9282   +  4  ⋅  8  .   9443   +   10   .   5830   )  =  8  .   8815  


   𝐼  =    ∫  0  1     𝑒    −    𝑥  2     𝑑  𝑥 


   𝑛  =  6 


   ℎ  =      𝑏  −  𝑎   𝑛   =      1  −  0   6   =  0  .   1667  


     𝑥  0   =  0  ,      𝑥  1   =  0  .   1667   ,      𝑥  2   =  0  .   3334   ,      𝑥  3   =  0  .   5001   , 


       𝑥  4   =  0  .   6668   ,      𝑥  5   =  0  .   8335   ,      𝑥  6   =  1  .   002  


   𝑓  (  𝑥  )  =    𝑒    −    𝑥  2    


   𝑓  (    𝑥  𝑖   ) 


   0  .   0000  


   1  .   0000  


   0  .   1667  


   0  .   9726  


   0  .   3333  


   0  .   8948  


   0  .   5000  


   0  .   7787  


   0  .   6667  


   0  .   6411  


   0  .   8333  


   0  .   4992  


   0  .   3677  


   𝐼  ≈    ℎ  3       [  𝑓  (    𝑥  0   )  +  4  𝑓  (    𝑥  1   )  +  2  𝑓  (    𝑥  2   )  +  4  𝑓  (    𝑥  3   )  +  2  𝑓  (    𝑥  4   )  +  4  𝑓  (    𝑥  5   )  +  𝑓  (    𝑥  6   )  ]  


         𝐼     ≈      0  .   1667    3   [  1  +  4  (  0  .   9726   )  +  2  (  0  .   8948   )  +  4  (  0  .   7787   )               +  2  (  0  .   6411   )  +  4  (  0  .   4992   )  +  0  .   3677   ]               =      0  .   1667    3   ⋅   13   .   4415                ≈  0  .   7469          


    ��  


     ∫  0  2     𝑒  𝑥   𝑑  𝑥 


   𝑛  =  5 


     ∫  0  1    ln   (  1  +  𝑥  )  𝑑  𝑥 


     ∫  0  3   (  2    𝑥  3   −  𝑥  +  1  )  𝑑  𝑥 


   1 


   𝑣 


    12  


    16  


    20  


   𝑇  (  𝑡  ) 


       ∘  


    10  


    18  


    22  


    19  


    14  


     ∫  0  2   (    𝑥  3   −  2  𝑥  +  1  )  𝑑  𝑥  . 


     ∫  0  1     𝑒  𝑥   𝑑  𝑥 


      10     −  4   


   𝐼  =    ∫   10    11      𝑒  𝑥   𝑑  𝑥 


     𝑦  ′   =  𝑓  (  𝑥  ,  𝑦  )  , 


   𝑦 


   𝐷  ∈    ℝ  2   . 


     𝑦  ′   =  𝑔  (  𝑥  )  ⋅  ℎ  (  𝑦  ) 


     𝑦  0  


   ℎ  (    𝑦  0   )  =  0 


   𝑦  (  𝑥  )  =    𝑦  0  


   ℎ  (  𝑦  )  ≠  0  , 


       𝑑  𝑦     ℎ  (  𝑦  )    =  𝑔  (  𝑥  )  𝑑  𝑥 


   ∫      𝑑  𝑦     ℎ  (  𝑦  )    =  ∫  𝑔  (  𝑥  )  𝑑  𝑥 


     𝑦  ′   =  𝑓      (    𝑦  𝑥   )  


     𝑦  𝑥   =  𝑡 


   𝑦  =  𝑡  ⋅  𝑥 


       𝑑  𝑦     𝑑  𝑥    =      𝑑  𝑡     𝑑  𝑥    ⋅  𝑥  +  𝑡 


     𝑦  ′   =      𝑑  𝑡     𝑑  𝑥    ⋅  𝑥  +  𝑡 


     𝑦  ′  


     𝑦  ′   +  𝑝  (  𝑥  )  𝑦  =  𝑞  (  𝑥  ) 


   𝑞  (  𝑥  )  ≠  0 


   𝑞  (  𝑥  )  =  0 


     𝑦  ′   +  𝑝  (  𝑥  )  𝑦  =  0 


     𝑦  ′   =      2  𝑥  𝑦       𝑥  2   +  1   


   𝑦  (  0  )  =  5 


       𝑑  𝑦     𝑑  𝑥   


       𝑑  𝑦   𝑦   =      2  𝑥       𝑥  2   +  1    𝑑  𝑥 


   ∫    1  𝑦   𝑑  𝑦  =  ∫      2  𝑥       𝑥  2   +  1    𝑑  𝑥 


   ∫    1  𝑦   𝑑  𝑦  =   ln   |  𝑦  | 


   ∫      2  𝑥       𝑥  2   +  1   


   ∫        𝑓  ′   (  𝑥  )     𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  =   ln   |  𝑓  (  𝑥  )  | 


   2  𝑥 


     𝑥  2   +  1 


   ∫      2  𝑥       𝑥  2   +  1    𝑑  𝑥  =   ln   (    𝑥  2   +  1  ) 


    ln   |  𝑦  |  =   ln   (    𝑥  2   +  1  )  +  𝐶 


   +  𝐶 


   +   ln   |  𝐶  | 


    ln   |  𝑦  |  =   ln   (    𝑥  2   +  1  )  +   ln   |  𝐶  |  , 


    ln   |  𝑦  |  =   ln   |  𝐶  (    𝑥  2   +  1  )  | 


   𝑦  =  𝐶  (    𝑥  2   +  1  ) 


   𝑦  =  5 


   5  =  𝐶  (    0  2   +  1  )    ⟹    𝐶  =  5 


   𝑦  =  5  (    𝑥  2   +  1  ) 


     𝑦  ′   =        𝑦  2   +  𝑥  𝑦     𝑥  2   


   𝑦  (  1  )  =  1 


     𝑦  ′   =      𝑦  2     𝑥  2    +      𝑥  𝑦     𝑥  2    =      (    𝑦  𝑥   )   2   +    𝑦  𝑥   . 


   𝑡  =    𝑦  𝑥     ⟹    𝑦  =  𝑡  ⋅  𝑥 


     𝑦  ′   =    𝑡  ′   𝑥  +  𝑡 


     𝑡  ′   𝑥  +  𝑡  =    𝑡  2   +  𝑡 


     𝑡  ′   𝑥  =    𝑡  2   . 


     𝑡  ′   =      𝑑  𝑡     𝑑  𝑥   


   𝑥      𝑑  𝑡     𝑑  𝑥    =    𝑡  2     ⟹        𝑑  𝑡     𝑡  2    =      𝑑  𝑥   𝑥  


   ∫    𝑡    −  2    𝑑  𝑡  =  ∫    1  𝑥   𝑑  𝑥  , 


   −    1  𝑡   =   ln   |  𝑥  |  +  𝐶 


   𝑡  =    𝑦  𝑥  


     1  𝑡   =    𝑥  𝑦  


   −    𝑥  𝑦   =   ln   |  𝑥  |  +  𝐶  . 


   𝑋 


   𝑦  =  1 


   −    1  1   =   ln   (  1  )  +  𝐶    ⟹    𝐶  =  −  1 


   𝐶 


   −    𝑥  𝑦   =   ln   |  𝑥  |  −  1 


   𝑦  =    𝑥    1  −   ln   |  𝑥  |    . 


     𝑦  ′   −  2  𝑦  =  4  𝑥  . 


   𝑦  =    𝑦  𝑜   +    𝑦  𝑠  


     𝑦  ′   −  2  𝑦  =  0  . 


       𝑑  𝑦     𝑑  𝑥    =  2  𝑦    ⟹        𝑑  𝑦   𝑦   =  2  𝑑  𝑥    ⟹     ln   |  𝑦  |  =  2  𝑥  +  𝐶  . 


     𝑦  𝑜   =  𝐶    𝑒    2  𝑥   


     𝑦  𝑠  


   𝑞  (  𝑥  )  =  4  𝑥 


     𝑦  𝑠   =  𝐴  𝑥  +  𝐵  . 


     𝑦  𝑠  ′   =  𝐴 


     𝑦  𝑠  ′  


     𝑦  ′   −  2  𝑦  =  4  𝑥 


   𝐴  −  2  (  𝐴  𝑥  +  𝐵  )  =  4  𝑥 


   𝐴  −  2  𝐴  𝑥  −  2  𝐵  =  4  𝑥  . 


   −  2  𝐴  =  4    ⟹    𝐴  =  −  2 


   𝐴  −  2  𝐵  =  0  . 


   𝐴  =  −  2 


   −  2  =  2  𝐵    ⟹    𝐵  =  −  1  . 


     𝑦  𝑠   =  −  2  𝑥  −  1 


   𝑦  =    𝑦  𝑗   +    𝑦  𝑝  


   𝑦  =  𝐶    𝑒    2  𝑥    −  2  𝑥  −  1  . 


     𝑦  ′   −  2  𝑦  =    𝑒    3  𝑥    . 


       𝑑  𝑦     𝑑  𝑥    =  2  𝑦    ⟹        𝑑  𝑦   𝑦   =  2  𝑑  𝑥    ⟹     ln   |  𝑦  |  =  2  𝑥  +  𝐶    ⟹      𝑦  𝑜   =  𝐶  ⋅    𝑒    2  𝑥    . 


   𝐶  (  𝑥  ) 


   𝑦  =  𝐶  (  𝑥  )  ⋅    𝑒    2  𝑥   


     𝑦  ′   =    𝐶  ′   (  𝑥  )  ⋅    𝑒    2  𝑥    +  𝐶  (  𝑥  )  ⋅  (  2    𝑒    2  𝑥    ) 


     𝑦  ′   −  2  𝑦  =    𝑒    3  𝑥   


   (    𝐶  ′   (  𝑥  )    𝑒    2  𝑥    +  2  𝐶  (  𝑥  )    𝑒    2  𝑥    )  −  2  (  𝐶  (  𝑥  )    𝑒    2  𝑥    )  =    𝑒    3  𝑥    . 


     𝐶  ′   (  𝑥  )    𝑒    2  𝑥    =    𝑒    3  𝑥    . 


     𝐶  ′   (  𝑥  )  =      𝑒    3  𝑥      𝑒    2  𝑥     =    𝑒  𝑥   . 


   𝐶  (  𝑥  )  =  ∫    𝑒  𝑥   𝑑  𝑥  =    𝑒  𝑥   +    𝐶  1  


   𝑦  =  (    𝑒  𝑥   +    𝐶  1   )  ⋅    𝑒    2  𝑥    . 


     𝑦  ′   =      3    𝑥  2   𝑦       𝑥  3   +  1   


   𝑦  (  0  )  =  2 


     𝑦  ′   =  𝑦  ⋅   ctg   (  𝑥  ) 


   𝑦      (    𝜋  2   )   =  3 


     𝑦  ′   =      𝑥  +  2  𝑦   𝑥  


   𝑦  (  1  )  =  2 


     𝑦  ′   =    𝑦  𝑥   −    𝑥  𝑦  


     𝑦  ′   +  𝑦  =    𝑥  2   +  1 


   𝑦  (  0  )  =  0 


     𝑦  ′   +  𝑦  ⋅   tg   (  𝑥  )  =   cos   (  𝑥  ) 


   𝑦  (  0  )  =  1 


     𝑦  ′   +  2  𝑦  =    𝑥  2   +  2  𝑥  . 


     𝑦  ′   −    𝑦  𝑥   =  𝑥     ln   (  𝑥  )  . 


     𝑦  ′   +  𝑥  𝑦  =  𝑥    𝑦  3   . 


     𝑦  ′   −  𝑥  𝑦  =  −    𝑒    −    𝑥  2       𝑦  3   . 


     𝑥  ′   (  𝑡  )  =  𝑓  (  𝑡  ,  𝑥  )  ,    𝑥  (    𝑡  0   )  =    𝑥  0   . 


     𝑡  𝑖  


     𝑡  𝑖   =    𝑡  0   +  𝑖  ℎ 


   ℎ 


   𝑥  (  𝑡  +  ℎ  )  ≈  𝑥  (  𝑡  )  +  ℎ  𝑓  (  𝑡  ,  𝑥  )  . 


   𝑂  (  ℎ  ) 


   𝑥  (  𝑡  +  ℎ  )  ≈  𝑥  (  𝑡  )  +      1  2    (    𝐹  1   +    𝐹  2   )  , 


     𝐹  1   ∶  =  ℎ  𝑓  (  𝑡  ,  𝑥  )  ,      𝐹  2   ∶  =  ℎ  𝑓  (  𝑡  +  ℎ  ,  𝑥  +    𝐹  1   ) 


   𝑥  (  𝑡  +  ℎ  )  ≈  𝑥  (  𝑡  )  +      ℎ  2        [  𝑓  (  𝑡  ,  𝑥  )  +  𝑓  (  𝑡  +  ℎ  ,  𝑥  +  ℎ  𝑓  (  𝑡  ,  𝑥  )  )  ]   . 


   𝑂  (    ℎ  2   ) 


   [  0  ,  0  .  3  ] 


   ℎ  =  0  ,  1 


     𝑥  ′   (  𝑡  )  =  𝑥  (  𝑡  )  ,    𝑥  (  0  )  =  1  . 


   𝑓  (  𝑡  ,  𝑥  )  =  𝑥  (  𝑡  ) 


             𝑡  0   =  0  ,       𝑥  0   =  1          𝑡  1   =  0  .  1  ,       𝑥  1   =  𝑥  (    𝑡  1   )  ≈  𝑥  (    𝑡  0   )  +  ℎ  𝑓  (    𝑡  0   ,    𝑥  0   )  =  1  +  0  .  1  ⋅  1  =  1  .  1          𝑡  2   =  0  .  2       𝑥  2   =  𝑥  (    𝑡  2   )  ≈  𝑥  (    𝑡  1   )  +  ℎ  𝑓  (    𝑡  1   ,    𝑥  1   )  =  1  .  1  +  0  .  1  ⋅  1  .  1  =  1  .   21           𝑡  3   =  0  .  3  ,       𝑥  3   =  𝑥  (    𝑡  3   )  ≈  𝑥  (    𝑡  2   )  +  ℎ  𝑓  (    𝑡  2   ,    𝑥  2   )  =  1  .   21   +  0  .  1  ⋅  1  .   21   =  1  .   331       


   𝑥  =    𝑒  𝑡  


     𝑥  1  ∗   =    𝑥  0   +  ℎ  𝑓  (    𝑥  0   ,    𝑡  0   )  =  1  +  0  .  1  ⋅  1  =  1  .  1 


     𝑥  1   =    𝑥  0   +    ℎ  2       [  𝑓  (    𝑡  0   ,    𝑥  0   )  +  𝑓  (    𝑡  1   ,    𝑥  ∗   )  ]   =  1  +      0  .  1   2   (  1  +  1  .  1  )  =  1  .   105  


     𝑥  2  ∗   =    𝑥  1   +  ℎ  𝑓  (    𝑥  1   ,    𝑡  1   )  =  1  .   105   +  0  .  1  ⋅  1  .   105   =  1  .   2155  


     𝑥  2   =    𝑥  1   +    ℎ  2       [  𝑓  (    𝑡  1   ,    𝑥  1   )  +  𝑓  (    𝑡  2   ,    𝑥  2  ∗   )  ]   =  1  .   105   +      0  .  1   2   (  1  .   105   +  1  .   2155   )  =  1  .   221025  


     𝑥  3  ∗   =    𝑥  2   +  ℎ  𝑓  (    𝑥  2   ,    𝑡  2   )  =  1  .   221025   +  0  .  1  ⋅  1  .   221025   =  1  .   3431275  


             𝑥  3      =    𝑥  2   +    ℎ  2       [  𝑓  (    𝑡  2   ,    𝑥  2   )  +  𝑓  (    𝑡  3   ,    𝑥  3  ∗   )  ]   =  1  .   221025   +      0  .  1   2   (  1  .   221025   +  1  .   3431275   )  =            =  1  .   349232625     


     𝑡  𝑛  


     𝑒  𝑡  


   0  .  0 


   1  .   000  


   1  .   000000  


   0  .  1 


   1  .   100  


   1  .   105000  


   1  .   105171  


   0  .  2 


   1  .   210  


   1  .   221025  


   1  .   221403  


   0  .  3 


   1  .   331  


   1  .   349233  


   1  .   349859  


     𝑥  ′   =  𝑥  −    𝑡  2   +  1  ,    𝑥  (  0  )  =  0  .  5 


   𝑥  (  0  .  4  ) 


   ℎ  =  0  .  1 


   𝑓  (  𝑡  ,  𝑥  )  =  𝑥  −    𝑡  2   +  1 


     𝑡  0   =  0  ,      𝑡  1   =  0  .  1  ,      𝑡  2   =  0  .  2  ,      𝑡  3   =  0  .  3  ,      𝑡  4   =  0  .  4  . 


     𝑥  0   =  𝑥  (  0  )  =  0  .  5 


     𝑥  1   =  𝑥  (  0  .  1  )  =    𝑥  0   +  ℎ  𝑓  (    𝑡  0   ,    𝑥  0   )  =  0  .  5  +  0  .  1  ⋅  (  0  .  5  −    0  2   +  1  )  =  0  .   65  


     𝑥  2   =  𝑥  (  0  .  2  )  =    𝑥  1   +  ℎ  𝑓  (    𝑡  1   ,    𝑥  1   )  =  0  .   65   +  0  .  1  (  0  .   65   −  0  .    1  2   +  1  )  =  0  .   814  


     𝑥  3   =  𝑥  (  0  .  3  )  =    𝑥  2   +  ℎ  𝑓  (    𝑡  2   ,    𝑥  2   )  =  0  .   814   +  0  .  1  (  0  .   814   −  0  .    2  2   +  1  )  =  0  .   9914  


     𝑥  4   =  𝑥  (  0  ,  4  )  =    𝑥  3   +  ℎ  𝑓  (    𝑡  3   ,    𝑥  3   )  =  0  .   9914   +  0  .  1  (  0  .   9914   −  0  .    3  2   +  1  )  =  1  .   18154  


   𝑥  (  0  .  4  )  =  1  .   18154  


   [  0  ,  0  .  4  ] 


   ℎ  =  0  .  2 


     𝑥  ′   =  −  2  𝑥  ,    𝑥  (  0  )  =  1  . 


   𝑓  (  𝑡  ,  𝑥  )  =  −  2  𝑥 


     𝑡  0   =  0  ,      𝑡  1   =    𝑡  0   +  ℎ  =  0  .  2  ,      𝑡  2   =    𝑡  1   +  ℎ  =  0  .  4 


     𝑥  1  ∗   =  𝑥  (  0  )  +  ℎ  𝑓  (    𝑡  0   ,    𝑥  0   )  =  1  +  0  .  2  ⋅  (  −  2  ⋅  1  )  =  0  .  6 


             𝑥  1   =  𝑥  (  0  .  2  )     =  𝑥  (  0  )  +    ℎ  2       [  𝑓  (    𝑡  0   ,    𝑥  0   )  +  𝑓  (    𝑡  1   ,    𝑥  1  ∗   )  ]             =  1  +  0  .  1  (  −  2  ⋅  1  +  −  2  ⋅  0  .  6  )  =  0  .   68     


     𝑥  2  ∗   =  𝑥  (  0  .  2  )  +  ℎ  𝑓  (    𝑡  1   ,    𝑥  1   )  =  0  .   68   +  0  .  2  ⋅  (  −  2  ⋅  0  .   68   )  =  0  .   408  


             𝑥  2   =  𝑥  (  0  .  4  )     =  𝑥  (  0  .  2  )  +    ℎ  2       [  𝑓  (    𝑡  1   ,    𝑥  1   )  +  𝑓  (    𝑡  2   ,    𝑥  2  ∗   )  ]             =  0  .   68   +  0  .  1  (  −  2  ⋅  0  .   68   +  −  2  ⋅  0  .   408   )  =  0  .   4624     


     𝑥  ′   =    𝑥  2   −  𝑡  ,    𝑥  (  0  )  =  0  , 


   𝑓  (  𝑡  ,  𝑥  )  =    𝑥  2   −  𝑡 


     𝑡  0   =  0  ,      𝑡  1   =    𝑡  0   +  ℎ  =  0  .  1  ,      𝑡  2   =    𝑡  1   +  ℎ  =  0  .  2      𝑡  3   =    𝑡  2   +  ℎ  =  0  .  3 


     𝑥  0   =  0 


     𝑥  1   =  𝑥  (  0  .  1  )  ≈  𝑥  (    𝑡  0   )  +  ℎ  𝑓  (    𝑡  0   ,    𝑥  0   )  =  0  +  0  .  1  ⋅  (    0  2   −  0  )  =  0 


     𝑥  2   =  𝑥  (  0  .  2  )  ≈  𝑥  (    𝑡  1   )  +  ℎ  𝑓  (    𝑡  1   ,    𝑥  1   )  =  0  +  0  .  1  (    0  2   −  0  .  1  )  =  −  0  .   01  


     𝑥  3   =  𝑥  (  0  .  3  )  ≈  𝑥  (    𝑡  2   )  +  ℎ  𝑓  (    𝑡  2   ,    𝑥  2   )  =  −  0  .   01   +  0  .  1  (  (  −  0  .   01     )  2   −  0  .  2  )  =  −  0  .   02999  


     𝑥  1  ∗   =  𝑥  (  0  )  +  ℎ  𝑓  (    𝑡  0   ,    𝑥  0   )  =  0  +  0  .  1  ⋅  (    0  2   −  0  )  =  0 


             𝑥  1   =  𝑥  (  0  ,  1  )     =  𝑥  (  0  )  +    ℎ  2       [  𝑓  (    𝑡  0   ,    𝑥  0   )  +  𝑓  (    𝑡  1   ,    𝑥  1  ∗   )  ]   =            =  0  +  0  .   05   ⋅  (  0  +  −  0  .  1  )  =  −  0  .   005     


     𝑥  2  ∗   =  𝑥  (  0  .  1  )  +  ℎ  𝑓  (    𝑡  1   ,    𝑥  1   )  =  −  0  .   005   +  0  .  1  ⋅  (  (  −  0  .   005     )  2   −  0  .  1  )  =  −  0  .   0149975  


             𝑥  2   =  𝑥  (  0  .  2  )     =  𝑥  (  0  .  1  )  +    ℎ  2       [  𝑓  (    𝑡  1   ,    𝑥  1   )  +  𝑓  (    𝑡  2   ,    𝑥  2  ∗   )  ]   =            =  −  0  .   005   +  0  .   05   ⋅  (  (  −  0  .   005     )  2   −  0  .  1  +  (  −  0  .   0149975     )  2   −  0  .  2  )  =            =  −  0  .   0199875     


             𝑥  3  ∗      =  𝑥  (  0  .  2  )  +  ℎ  𝑓  (    𝑡  2   ,    𝑥  2   )  =  −  0  .   0199875   +  0  .  1  ⋅  (  (  −  0  .   0199875     )  2   −  0  .  2  )  =            =  −  0  .   03994755     


             𝑥  3      =  𝑥  (  0  .  3  )  =  𝑥  (  0  .  2  )  +    ℎ  2       [  𝑓  (    𝑡  2   ,    𝑥  2   )  +  𝑓  (    𝑡  3   ,    𝑥  3  ∗   )  ]   =            =  −  0  .   0199875   +  0  .   05   ⋅  (  (  −  0  .   0199875     )  2   −  0  .  2  +  (  −  0  .   03994755     )  2   −  0  .  3  )  =            =  −  0  .   04488773     


     𝑥  ′   =    𝑥  2   −  𝑡  ,    𝑥  (  0  )  =  0 


   0  .   00000000  


   −  0  .   00500000  


   −  0  .   0100  


   −  0  .   0199875  


   −  0  .   0299  


   −  0  .   04488773  


     𝑥  ′   =  2  𝑡  +  𝑥  ,    𝑥  (  0  )  =  0  ,    ℎ  =  0  .  2 


   𝑥  (  0  .  3  ) 


     𝑥  ′   =  𝑡  −  𝑥  ,    𝑥  (  0  )  =  1  ,    ℎ  =  0  .  1  . 


     𝑥  ′   =  𝑥  −    𝑡  2   +  1  ,    𝑥  (  0  )  =  0  .  5  ,    ℎ  =  0  .  2 


     𝑥  ′   =  3  𝑥  ,    𝑥  (  0  )  =  1  , 


     𝑥  ′   =  𝑡  +  𝑥 


   𝑥  (  0  )  =  0 


   ℎ  =  0  .   25  


     𝑥  ′   =    𝑡  2   −  𝑥  ,    𝑥  (  0  )  =  1 


   𝑥  (  0  .  2  ) 


   𝑥  (  𝑡  )  =    𝑡  2   −  2  𝑡  +  2  −    𝑒    −  𝑡   


   𝐴  =    [                𝑎   11         𝑎   12       …       𝑎    1  𝑚            𝑎   21         𝑎   22       …       𝑎    2  𝑚          ⋮     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑛  1         𝑎    𝑛  2       …       𝑎    𝑛  𝑚            ]  


   𝐴  =  [    𝑎    𝑖  𝑗      ]    𝑛  ×  𝑚   


   𝑛  ×  𝑚 


   𝑚 


   𝑚  =  𝑛 


     𝑎    𝑖  𝑗   


   𝑖  =  𝑗 


   0  =  [  0    ]    𝑛  ×  𝑚   


   𝐼 


     𝐴  𝑇  


     𝐴  𝑇   =  [    𝑎    𝑗  𝑖      ]    𝑚  ×  𝑛   


   𝐴  =  [    𝑎    𝑖  𝑗      ]    𝑛  ×  𝑚   


   𝐵  =  [    𝑏    𝑖  𝑗      ]    𝑛  ×  𝑚   


   𝛼  ∈  ℝ 


   𝐴  +  𝐵  =  [    𝑎    𝑖  𝑗    +    𝑏    𝑖  𝑗      ]    𝑛  ×  𝑚   


   𝛼  𝐴  =  [  𝛼    𝑎    𝑖  𝑗      ]    𝑛  ×  𝑚   


     𝐴    𝑛  ×  𝑚    ⋅    𝐵    𝑚  ×  𝑝   


   𝐶  =  𝐴  ⋅  𝐵 


   𝑛  ×  𝑝 


     𝑐    𝑖  𝑗   


     𝑐    𝑖  𝑗    =    ∑    𝑘  =  1   𝑚     𝑎    𝑖  𝑘      𝑏    𝑘  𝑗    . 


     𝐴    −  1   


   𝐴  ⋅    𝐴    −  1    =    𝐴    −  1    ⋅  𝐴  =  𝐼 


     2  𝐴  +  𝐵  


   𝐴  =    [              2     −  1     3     5        5     8     −  5     2          ]  


   𝐵  =    [              7     −  3     5     −  2        0     1     2     8          ]  


     𝐵  +  2  𝐴  −  3  𝐶  


   𝐴  =    [              5     2     8        0     1     3          ]   ,    𝐵  =    [              −  2     −  5     3        8     7     2          ]   ,    𝐶  =    [              2     5     2        1     1     3          ]  


     2  𝐴  −  𝜋  𝐵  +  𝐶  


   𝐴  =    [              0     𝜋        −  𝜋     2          ]   ,    𝐵  =    [              5     2        7     0          ]   ,    𝐶  =    [              −  3  𝜋     5        0     3          ]  


     2    𝐴  𝑇   −  2  𝐵  


   𝐴  =    [              2     0     1        1     1     0          ]   ,    𝐵  =    [              2     5        1     0        3     2          ]   ,   


     𝐴  +  2    𝐵  𝑇   −    𝐶  𝑇   


   𝐴  =    [              5     3     0        0     0     3        3     7     3          ]   ,    𝐵  =    [              5     2     8        1     1     8        5     0     1          ]   ,    𝐶  =    [              2     1     0        9     2     0        1     1     0          ]  


     𝐴  ⋅  𝐵  


   𝐴  =    [              5     2     8        1     1     8        5     0     1          ]   ,    𝐵  =    [              5     0     3        0     0     3        3     0     3          ]  


       𝐴  𝑇   ⋅  (  𝐴  −  𝐵  )  


   𝐴  =    [              2     3        2     8          ]   ,    𝐵  =    [              3     3        8     2          ]   , 


   2  𝐴  +  𝐵  =  2      [              2     −  1     3     5        5     8     −  5     2          ]   +    [              7     −  3     5     −  2        0     1     2     8          ]   =    [               11      −  5      11      8         10       17      −  8      12           ]  


   𝐵  +  2  𝐴  −  3  𝐶  =    [              −  2     −  5     3        8     7     2          ]   +    [               10      4      16         0     2     6          ]   −    [              6      15      6        3     3     9          ]   =    [              2     −   16       13         5     6     −  1          ]  


   2  𝐴  =    [              0     2  𝜋        −  2  𝜋     4          ]     −  𝜋  𝐵  =    [              −  5  𝜋     −  2  𝜋        −  7  𝜋     0          ]   ,    𝐶  =    [              −  3  𝜋     5        0     3          ]  


   2  𝐴  −  𝜋  𝐵  +  𝐶  =    [              0     2  𝜋        −  2  𝜋     4          ]   +    [              −  5  𝜋     −  2  𝜋        −  7  𝜋     0          ]   +    [              −  3  𝜋     5        0     3          ]   =    [              −  8  𝜋     5        −  9  𝜋     3          ]  


     𝐴  𝑇   =    [              2     1        0     1        1     0          ]   ,    −  2  𝐵  =    [              −  4     −   10         −  2     0        −  6     −  4          ]  


   2    𝐴  𝑇   −  2  𝐵  =  2      [              2     1        0     1        1     0          ]   +    [              −  4     −   10         −  2     0        −  6     −  4          ]   =    [              0     −  8        −  2     2        −  4     −  4          ]  


     𝐵  𝑇   =    [              5     1     5        2     1     0        8     8     1          ]   ,      𝐶  𝑇   =    [              2     9     1        1     2     1        0     0     0          ]  


   𝐴  +  2    𝐵  𝑇   −    𝐶  𝑇   =    [              5     3     0        0     0     3        3     7     3          ]   +    [               10      2      10         4     2     0         16       16      2          ]   +    [              −  2     −  9     −  1        −  1     −  2     −  1        0     0     0          ]   =    [               13      −  4     9        3     0     2         19       23      5          ]  


   𝐴  ⋅  𝐵  =    [              5     2     8        1     1     8        5     0     1          ]   ⋅    [              5     0     3        0     0     3        3     0     3          ]   = 


   =    [              5  ⋅  5  +  2  ⋅  0  +  8  ⋅  3     5  ⋅  0  +  2  ⋅  0  +  8  ⋅  0     5  ⋅  3  +  2  ⋅  3  +  8  ⋅  3        1  ⋅  5  +  1  ⋅  0  +  8  ⋅  3     1  ⋅  0  +  1  ⋅  0  +  8  ⋅  0     1  ⋅  3  +  1  ⋅  3  +  8  ⋅  3        5  ⋅  5  +  0  ⋅  0  +  1  ⋅  3     5  ⋅  0  +  0  ⋅  0  +  1  ⋅  0     5  ⋅  3  +  0  ⋅  3  +  1  ⋅  3          ]   = 


   =    [               49      0      45          29      0      30          28      0      18           ]  


     𝐴  𝑇   =    [              2     2        3     8          ]   ,    𝐴  −  𝐵  =    [              −  1     0        −  6     6          ]  


     𝐴  𝑇   ⋅  (  𝐴  −  𝐵  )  =    [              2  ⋅  (  −  1  )  +  2  ⋅  (  −  6  )     2  ⋅  0  +  2  ⋅  6        3  ⋅  (  −  1  )  +  8  ⋅  (  −  6  )     3  ⋅  0  +  8  ⋅  6          ]   =    [              −  8      12         −   51       48           ]  


     𝑋  +  𝐴  ⋅  𝐵  =    𝐶  𝑇   


   𝐴  =    [              2        5        8          ]   ,    𝐵  =    [              −  2     3          ]   ,    𝐶  =    [              5     −  2     7        3     −  1     −  3          ]  


       𝐴  𝑇   ⋅    𝐵  𝑇   −  2  𝑋  =  3  𝐶  


   𝐴  =    [              2     0     1        5     3     0          ]   ,    𝐵  =    [              2     4        5     8          ]   ,    𝐶  =    [               13      2        1     0        0      11           ]  


       𝑋  𝑇   +  𝐴  ⋅    𝐵  𝑇   =  2  𝐶  ⋅    𝐵  𝑇   


   𝐴  =    [              1     −  2        4     1        3     0          ]   ,    𝐵  =    [              1     −  1        −  1     1          ]   ,    𝐶  =    [              0     1        2     −  3        4     −  1          ]  


   𝐴  𝑋  +  2  𝐵  =  𝐶  ⋅  𝐷 


   𝐴  =    [              1     1        0     1        −  1     0          ]   ,    𝐵  =    [              1     −  1          1  2      −  1        −    5  2      −  1          ]   ,    𝐶  =    [              1        1        2          ]   ,    𝐷  =    [              −  2     −  1          ]  


   𝑋  +  𝐴  ⋅  𝐵  =    𝐶  𝑇     ⟹    𝑋  =    𝐶  𝑇   −  𝐴  ⋅  𝐵 


     𝐶  𝑇   =    [              5     3        −  2     −  1        7     −  3          ]   , 


   𝐴  ⋅  𝐵  =    [              2        5        8          ]   ⋅    [              −  2     3          ]   =    [              2  ⋅  (  −  2  )     2  ⋅  3        5  ⋅  (  −  2  )     5  ⋅  3        8  ⋅  (  −  2  )     8  ⋅  3          ]   =    [              −  4     6        −   10       15         −   16       24           ]  


   𝑋  =    [              5     3        −  2     −  1        7     −  3          ]   −    [              −  4     6        −   10       15         −   16       24           ]   =    [              9     −  3        8     −   16         9     −   27           ]  


     𝐴  𝑇   ⋅    𝐵  𝑇   −  2  𝑋  =  3  𝐶    ⟹    −  2  𝑋  =  3  𝐶  −    𝐴  𝑇   ⋅    𝐵  𝑇     ⟹    𝑋  =  −      3  2    ⋅  𝐶  +      1  2        (    𝐴  𝑇   ⋅    𝐵  𝑇   )  


     𝐴  𝑇   =    [              2     5        0     3        1     0          ]   ,      𝐵  𝑇   =    [              2     5        4     8          ]   ,    −      3  2    𝐶  =    [              −     39   2      −  3        −    3  2      0        0     −     33   2           ]  


     𝐴  𝑇   ⋅    𝐵  𝑇   =    [              2     5        0     3        1     0          ]   ⋅    [              2     5        4     8          ]   =    [              2  ⋅  2  +  5  ⋅  4     2  ⋅  5  +  5  ⋅  8        0  ⋅  2  +  3  ⋅  4     0  ⋅  5  +  3  ⋅  8        1  ⋅  2  +  0  ⋅  4     1  ⋅  5  +  0  ⋅  8          ]   =    [               24       50          12       24         2     5          ]  


   𝑋  =    [              −     39   2      −  3        −    3  2      0        0     −     33   2           ]   +      1  2        [               24       50          12       24         2     5          ]   =    [              −     15   2       22           9  2       12         1     −   14           ]  


     𝑋  𝑇   +  𝐴  ⋅    𝐵  𝑇   =  2  𝐶  ⋅    𝐵  𝑇     ⟹      𝑋  𝑇   =  2  𝐶  −  𝐴  ⋅    𝐵  𝑇  


   2  𝐶  =    [              0     2        4     −  6        8     −  2          ]   ,      𝐵  𝑇   =    [              1     −  1        −  1     1          ]  


   𝐴  ⋅    𝐵  𝑇   =    [              1     −  2        4     1        3     0          ]   ⋅    [              1     −  1        −  1     1          ]   =    [              1  +  (  −  2  )  ⋅  (  −  1  )     1  ⋅  (  −  1  )  +  (  −  2  )  ⋅  1        4  ⋅  1  +  1  ⋅  (  −  1  )     4  ⋅  (  −  1  )  +  1  ⋅  1        3  ⋅  1  +  0  ⋅  (  −  1  )     3  ⋅  (  −  1  )  +  0  ⋅  1          ]   =    [              3     −  3        3     −  3        3     −  3          ]  


     𝑋  𝑇   =    [              0     2        4     −  6        8     −  2          ]   −    [              3     −  3        3     −  3        3     −  3          ]   =    [              −  3     5        1     −  3        5     1          ]     ⟹    𝑋  =    [              −  3     1     5        5     −  3     1          ]  


   𝐴  𝑋  +  2  𝐵  =  𝐶  ⋅  𝐷 


   2  𝐵  =    [              2     −  2        1     −  2        −  5     −  2          ]   ,    𝐶  ⋅  𝐷  =    [              1        1        2          ]   ⋅  𝐷  =    [              −  2     −  1          ]   =    [              −  2     −  1        −  2     −  1        −  4     −  2          ]  


     [              1     1        0     1        −  1     0          ]   ⋅  𝑋  =    [              −  2     −  1        −  2     −  1        −  4     −  2          ]   −    [              2     −  2        1     −  2        −  5     −  2          ]  


       [              1     1        0     1        −  1     0          ]     3  ×  2    ⋅    𝑋    2  ×  2    =      [              −  4     1        −  3     1        1     0          ]     3  ×  2   


   3  ×  2 


   2  ×  2 


     [              1     1        0     1        −  1     0          ]   ⋅    [              𝑎     𝑏        𝑐     𝑑          ]   =    [              −  4     1        −  3     1        1     0          ]  


     [              𝑎  +  𝑐     𝑏  +  𝑑        𝑐     𝑑        −  𝑎     −  𝑏          ]   =    [              −  4     1        −  3     1        1     0          ]  


     {            𝑎  +  𝑐  =  −  4             𝑏  +  𝑑  =  1             𝑐  =  −  3             𝑑  =  1             −  𝑎  =  1             −  𝑏  =  0                ⟹    {            𝑎  =  −  1             𝑏  =  0             𝑐  =  −  3             𝑑  =  1               


   𝑋  =    [              1     0        −  3     1          ]  


       𝐴  4   


   𝐴  =    [              1     2        4     3          ]  


       𝐵  3   


   𝐵  =    [              1     0     2        0     3     0        4     0     1          ]  


     𝐴  2   =  𝐴  ⋅  𝐴  =    [              1     2        4     3          ]   ⋅    [              1     2        4     3          ]   =    [              1  ⋅  1  +  2  ⋅  4     1  ⋅  2  +  2  ⋅  3        4  ⋅  1  +  3  ⋅  4     4  ⋅  2  +  3  ⋅  3          ]   =    [              9     8         16       17           ]  


     𝐴  4   =    𝐴  2   ⋅    𝐴  2   =    [              9     8         16       17           ]   ⋅    [              9     8         16       17           ]   =    [              9  ⋅  9  +  8  ⋅   16      9  ⋅  8  +  8  ⋅   17          16   ⋅  9  +   17   ⋅   16       16   ⋅  8  +   17   ⋅   17           ]   =    [               209       208          416       417           ]  


     𝐵  2   =  𝐵  ⋅  𝐵  =    [              1     0     2        0     3     0        4     0     1          ]   ⋅    [              1     0     2        0     3     0        4     0     1          ]   = 


   =    [              1  ⋅  1  +  0  ⋅  0  +  2  ⋅  4     1  ⋅  0  +  0  ⋅  3  +  2  ⋅  0     1  ⋅  2  +  0  ⋅  0  +  2  ⋅  1        0  ⋅  1  +  3  ⋅  0  +  0  ⋅  4     0  ⋅  0  +  3  ⋅  3  +  0  ⋅  0     0  ⋅  2  +  3  ⋅  0  +  0  ⋅  1        4  ⋅  1  +  0  ⋅  0  +  1  ⋅  4     4  ⋅  0  +  0  ⋅  3  +  1  ⋅  0     4  ⋅  2  +  0  ⋅  0  +  1  ⋅  1          ]   = 


   =    [              9     0     4        0     9     0        8     0     9          ]  


     𝐵  3   =    𝐵  2   ⋅  𝐵  =    [              9     0     4        0     9     0        8     0     9          ]   ⋅    [              1     0     2        0     3     0        4     0     1          ]   = 


   =    [              9  ⋅  1  +  0  ⋅  0  +  4  ⋅  4     9  ⋅  0  +  0  ⋅  3  +  4  ⋅  0     9  ⋅  2  +  0  ⋅  0  +  4  ⋅  1        0  ⋅  1  +  9  ⋅  0  +  0  ⋅  4     0  ⋅  0  +  9  ⋅  3  +  0  ⋅  0     0  ⋅  2  +  9  ⋅  0  +  0  ⋅  1        8  ⋅  1  +  0  ⋅  0  +  9  ⋅  4     8  ⋅  0  +  0  ⋅  3  +  9  ⋅  0     8  ⋅  2  +  0  ⋅  0  +  9  ⋅  1          ]   = 


   =    [               25      0      22         0      27      0         44      0      25           ]  


   𝐴  =    [              2     1        3     2          ]   ,    𝐵  =    [              1     2        2     3          ]  


   𝐴  =    [              𝑎     1        0     2          ]   ,    𝐵  =    [                1  𝑎      −    1    2  𝑎          0       1  2           ]  


   𝐴  =    [              0     2     2        −  1     0     0        −  3     2     1          ]   ,    𝐵  =    [              0     −  1     0        −    1  2      −  3     1        1     3     −  1          ]  


   𝐴  ⋅  𝐵  =    [              2     1        3     2          ]   ⋅    [              1     2        2     3          ]   =    [              2  ⋅  1  +  1  ⋅  2     2  ⋅  2  +  1  ⋅  3        3  ⋅  1  +  2  ⋅  2     3  ⋅  2  +  2  ⋅  3          ]   =    [              4     7        7      12           ]  


   𝐴  ⋅  𝐵  =    [              𝑎     1        0     2          ]   ⋅    [                1  𝑎      −    1    2  𝑎          0       1  2           ]   =    [              𝑎  ⋅    1  𝑎   +  1  ⋅  0     𝑎  ⋅  (  −    1    2  𝑎    )  +  1  ⋅    1  2         0  ⋅    1  𝑎   +  2  ⋅  0     0  ⋅  (  −    1    2  𝑎    )  +  2  ⋅    1  2           ]   =    [              1     0        0     1          ]  


   𝐵  ⋅  𝐴  =    [                1  𝑎      −    1    2  𝑎          0       1  2           ]   ⋅    [              𝑎     1        0     2          ]   =    [                1  𝑎   ⋅  𝑎  +  (  −    1    2  𝑎    )  ⋅  0       1  𝑎   ⋅  1  +  (  −    1    2  𝑎    )  ⋅  2        0  ⋅  𝑎  +    1  2   ⋅  0     0  ⋅  1  +    1  2   ⋅  2          ]   =    [              1     0        0     1          ]  


   𝐴  ⋅  𝐵  =    [              0     2     2        −  1     0     0        −  3     2     1          ]   ⋅    [              0     −  1     0        −    1  2      −  3     1        1     3     −  1          ]   = 


   [              0  ⋅  0  +  2  ⋅  (  −    1  2   )  +  2  ⋅  1     0  ⋅  (  −  1  )  +  2  ⋅  (  −  3  )  +  2  ⋅  3     0  ⋅  0  +  2  ⋅  1  +  2  ⋅  (  −  1  )        −  1  ⋅  0  +  0  ⋅  (  −    1  2   )  +  0  ⋅  1     −  1  ⋅  (  −  1  )  +  0  ⋅  (  −  3  )  +  0  ⋅  3     −  1  ⋅  0  +  0  ⋅  1  +  0  ⋅  (  −  1  )        (  −  3  )  ⋅  0  +  2  ⋅  (  −    1  2   )  +  1  ⋅  1     (  −  3  )  ⋅  (  −  1  )  +  2  ⋅  (  −  3  )  +  1  ⋅  3     (  −  3  )  ⋅  0  +  2  ⋅  1  +  1  ⋅  (  −  1  )          ] 


   =    [              1     0     0        0     1     0        0     0     1          ]  


   𝐵  ⋅  𝐴  =    [              0     −  1     0        −    1  2      −  3     1        1     3     −  1          ]   ⋅    [              0     2     2        −  1     0     0        −  3     2     1          ]   = 


   =    [              0  ⋅  0  +  (  −  1  )  ⋅  (  −  1  )  +  0  ⋅  (  −  3  )     0  ⋅  2  +  (  −  1  )  ⋅  0  +  0  ⋅  2     0  ⋅  2  +  (  −  1  )  ⋅  0  +  0  ⋅  1        (  −    1  2   )  ⋅  0  −  3  ⋅  (  −  1  )  +  1  ⋅  (  −  3  )     (  −    1  2   )  ⋅  2  −  3  ⋅  0  +  1  ⋅  2     (  −    1  2   )  ⋅  2  −  3  ⋅  0  +  1  ⋅  1        1  ⋅  0  +  3  ⋅  (  −  1  )  +  (  −  1  )  ⋅  (  −  3  )     1  ⋅  2  +  3  ⋅  0  +  (  −  1  )  ⋅  2     1  ⋅  2  +  3  ⋅  0  +  (  −  1  )  ⋅  1          ]  


     2  𝐴  −  𝐵  


   𝐴  =    [              3     7     −  1        3     5     0        2     −  2     8          ]  


   𝐵  =    [              −  1     −  5     3        4     −  2     1        0     −  1     7          ]  


     2  𝐴  −  𝐵  +  3  𝐶  


   𝐴  =    [              1     2        0     4          ]   ,    𝐵  =    [              2     −  1        4     0          ]   ,    𝐶  =    [              −  3     1        5     −  2          ]  


     𝑒  𝐴  −  𝐵  +  2  𝑒  𝐶  


   𝐴  =    [              0     3        −  1     2          ]   ,    𝐵  =    [              2     −  𝑒        0     4  𝑒          ]   ,    𝐶  =    [              1     −  3        2     5          ]  


     3  𝐴  +    𝐵  𝑇   


   𝐴  =    [              2     −  1     0     2        1     3     4     7          ]   ,    𝐵  =    [              0     2        −  3     1        5     4        2     −  2          ]   ,   


       𝐴  𝑇   −  3  𝐵  +  2    𝐶  𝑇   


   𝐴  =    [              1     −  3     0        −  2     9     1        5     −  2     0          ]   ,    𝐵  =    [              2     0     −  1        4     −  2     4        −  1     −  5     3          ]   ,    𝐶  =    [              −  2     1     3        0     2     −  4        0     0     1          ]  


   𝐴  =    [              1     −  1     0        0     −  3     2        3     1     0          ]   ,    𝐵  =    [              3     0     2        −  1     4     1        −  1     −  3     0          ]  


     (  𝐴  +    𝐵  𝑇   )  ⋅  𝐶  


   𝐴  =    [              3     −  1        7     1          ]   ,    𝐵  =    [              1     2        −  4     0          ]   ,    𝐶  =    [              0     1        1     −  2          ]  


   𝐴  ⋅  𝐵  +  𝑋  =  2    𝐶  𝑇  


   𝐴  =    [              4     −  1     0        1     3     1          ]   ,    𝐵  =    [              2     1        0     3        9     −  1          ]   ,    𝐶  =    [              0     −  1        3     −  1          ]  


     2  𝑋  −  𝐴  =  𝐵  ⋅    𝐶  𝑇   +  2  𝐴  


   𝐴  =    [              3     −  4        −  3     3          ]   ,    𝐵  =    [              2     0     8        7     −  3     −  2          ]   ,    𝐶  =    [              0     −  1     −  2        4     2     0          ]  


     2    𝑋  𝑇   +  𝐴  =  2  𝐶  ⋅    𝐵  𝑇   


   𝐴  =    [              3     1        0     −  1        3     3          ]   ,    𝐵  =    [              3     1        5     −  2          ]   ,    𝐶  =    [              −  1     −  2        2     0        −  1     9          ]  


     𝑋  −    𝐴  𝑇   =  𝐵  ⋅  𝐶  


   𝐴  =    [              2     3     2        3     −  1     3          ]   ,    𝐵  =    [              2     −     1        0     3     0        5     −  1     −  2          ]   ,    𝐶  =    [              2     −  1        5     0        3     1          ]  


       𝐴  3   


   𝐴  =    [              0     2        1     0          ]  


       𝐵  4   


   𝐵  =    [              0     −  1        1     2          ]  


       𝐶  3   


   𝐶  =    [              1     0     0        −  1     0     2        1     0     −  1          ]  


       𝐷  4   


   𝐷  =    [              2     0     0        0     2     2        2     0     2          ]  


   𝐴  =    [              1     2        3     2          ]   ,    𝐵  =    [              −    1  2        1  2         −    3  4      −    1  4           ]  


   𝐴  =    [              2     1        5     3          ]   ,    𝐵  =    [              3     −  1        −  5     1          ]  


   𝐴  =    [              1     𝑎        0     1          ]   ,    𝐵  =    [              1     −  𝑎        0     1          ]  


   𝐴  =    [              1     0     0        −  2     1     0        −  7     1     0          ]   ,    𝐵  =    [              1     0     0        2     1     0        −  5     1     −  1          ]  


   𝐴  =    [              2     5     7        6     3     4        5     −  2     −  3          ]   ,    𝐵  =    [              1     −  1     1        −   38       41      −   34          27      −   29       24           ]  


    det   (  𝐴  ) 


    det   [    𝑎   11    ]  =    𝑎   11   


    det       [                𝑎   11         𝑎   12            𝑎   21         𝑎   22            ]   =    𝑎   11      𝑎   22    −    𝑎   21      𝑎   12   


    det       [                𝑎   11         𝑎   12         𝑎   13            𝑎   21         𝑎   22         𝑎   23            𝑎   31         𝑎   32         𝑎   33            ]   = 


   =    𝑎   11      𝑎   22      𝑎   33    +    𝑎   12      𝑎   23      𝑎   31    +    𝑎   13      𝑎   21      𝑎   32    −    𝑎   31      𝑎   22      𝑎   13    −    𝑎   32      𝑎   23      𝑎   11    −    𝑎   33      𝑎   21      𝑎   12   


   𝐴  =  [    𝑎    𝑖  𝑗    ] 


   𝑛  ⩾  2 


     𝑑    𝑖  𝑗    =  (  −  1    )    𝑖  +  𝑗     det       𝐴    𝑖  𝑗    , 


     𝐴    𝑖  𝑗   


   𝑛  −  1 


   𝑖 


   𝑗 


   𝑖  ,  𝑗 


   𝑖  ,  𝑗  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  𝑛  } 


    det     𝐴  =    𝑎    𝑖  1      𝑑    𝑖  1    +    𝑎    𝑖  2      𝑑    𝑖  2    +  …    𝑎    𝑖  𝑛      𝑑    𝑖  𝑛   


    det     𝐴  =    𝑎    1  𝑗      𝑑    1  𝑗    +    𝑎    2  𝑗      𝑑    2  𝑗    +  …    𝑎    𝑛  𝑗      𝑑    𝑛  𝑗   


    det     𝐴  =    𝑎   11      𝑎   22    …    𝑎    𝑛  𝑛    . 


    det     𝐴  =   det       𝐴  𝑇  


    det   (  𝐴  ⋅  𝐵  )  =   det     𝐴  ⋅  𝐵 


   𝑛  ∈  ℕ 


    det   (    𝐴  𝑛   )  =  (   det     𝐴    )  𝑛  


    det     𝐴  ≠  0 


   𝛼  ∈  ℝ  ,  𝑛  ∈  ℕ 


     𝐴    −  1    ,    𝐴  𝑇   ,  𝐴  𝐵  ,  𝛼  𝐴  ,    𝐴  𝑛  


    det   (    𝐴    −  1    )  =  (   det     𝐴    )    −  1    ,    (    𝐴    −  1      )    −  1    =  𝐴  ,    (    𝐴  𝑇     )    −  1    =  (    𝐴    −  1      )  𝑇   , 


   (  𝐴  𝐵    )    −  1    =    𝐵    −  1      𝐴    −  1    ,    (  𝛼  𝐴    )    −  1    =      1  𝛼      𝐴    −  1    ,    (    𝐴  𝑛     )    −  1    =  (    𝐴    −  1      )  𝑛   . 


     𝐴    −  1    =    1     det   (  𝐴  )    ⋅  [    𝑑    𝑖  𝑗      ]  𝑇  


   [    𝑑    𝑖  𝑗      ]  𝑇  


   [  𝐴    |    𝐼  ] 


   [  𝐼    |      𝐴    −  1    ] 


   𝐴  =    [              2     3        1     4          ]  


   𝐵  =    [              −  1     5        2     0          ]  


   𝐶  =    [              2     −  1     3        4     0     1        −  2     5     2          ]  


   𝐷  =    [              0     1     2        3     −  1     4        2     5     1          ]  


    det     𝐴  =   det       [              2     3        1     4          ]   =  2  ⋅  4  −  1  ⋅  3  =  5 


    det     𝐵  =   det       [              −  1     5        2     0          ]   =  (  −  1  )  ⋅  0  −  2  ⋅  5  =  −   10  


    det     𝐶  =   det       [              2     −  1     3        4     0     1        −  2     5     2          ]   ⟹            2     −  1     3     2     −  1        4     0     1     4     0        −  2     5     2     −  2     5       


    det     𝐶  =  2  ⋅  0  ⋅  2  +  (  −  1  )  ⋅  1  ⋅  (  −  2  )  +  3  ⋅  4  ⋅  5  −  (  −  2  )  ⋅  0  ⋅  3  −  5  ⋅  1  ⋅  2  −  2  ⋅  4  ⋅  (  −  1  )  = 


   =  0  +  2  +   60   −  0  −   10   +  8  =   60  


    det     𝐷  =   det       [              0     1     2        3     −  1     4        2     5     1          ]   ⟹            0     1     2     0     1        3     −  1     4     3     −  1        2     5     1     2     5       


    det     𝐷  =  0  ⋅  (  −  1  )  ⋅  1  +  1  ⋅  4  ⋅  2  +  2  ⋅  3  ⋅  5  −  2  ⋅  (  −  1  )  ⋅  2  −  5  ⋅  4  ⋅  0  −  1  ⋅  3  ⋅  1  = 


   =  0  +  8  +   30   +  4  −  0  −  3  =   39  


   𝐴  =    [              1     2     0        3     4     5        0     6     7          ]  


   𝐵  =    [              2     0     1        −  1     3     2        4     1     0          ]  


   𝐶  =    [              1     0     2     0        3     4     0     1        0     2     5     0        1     0     0     3          ]  


   𝐷  =    [              2     1     0     0        0     3     4     0        5     0     1     2        0     0     2     6          ]  


    det     𝐴  =   det       [              1     2     0        3     4     5        0     6     7          ]   =  1  ⋅  (  −  1    )    1  +  1     det       [              4     5        6     7          ]   +  2  ⋅  (  −  1    )    1  +  2     det       [              3     5        0     7          ]  


    det       [              4     5        6     7          ]   =  4  ⋅  7  −  6  ⋅  5  =   28   −   30   =  −  2  ,     det       [              3     5        0     7          ]   =  3  ⋅  7  −  0  ⋅  5  =   21  


    det     𝐴  =  1  ⋅  (  −  2  )  +  2  ⋅  (  −  1  )  ⋅   21   =  −   44  


    det     𝐵  =   det       [              2     0     1        −  1     3     2        4     1     0          ]   =  1  ⋅  (  −  1    )    1  +  3     det       [              −  1     3        4     1          ]   +  2  ⋅  (  −  1    )    2  +  3     det       [              2     0        4     1          ]  


    det       [              −  1     3        4     1          ]   =  (  −  1  )  ⋅  1  −  4  ⋅  3  =  −   13   ,     det       [              2     0        4     1          ]   =  2  ⋅  1  −  4  ⋅  0  =  2 


    det     𝐵  =  1  ⋅  (  −   13   )  +  2  ⋅  (  −  1  )  ⋅  2  =  −   17  


    det     𝐶  =   det       [              1     0     2     0        3     4     0     1        0     2     5     0        1     0     0     3          ]   =  1  ⋅  (  −  1    )    4  +  1     det       [              0     2     0        4     0     1        2     5     0          ]   +  3  ⋅  (  −  1    )    4  +  4     det       [              1     0     2        3     4     0        0     2     5          ]  


    det       [              0     2     0        4     0     1        2     5     0          ]   =  2  ⋅  (  −  1    )    1  +  2     det       [              4     1        2     0          ]   =  −  2  ⋅  (  4  ⋅  0  −  2  ⋅  1  )  =  4 


    det       [              1     0     2        3     4     0        0     2     5          ]   =  1  ⋅  (  −  1    )    1  +  1     det       [              4     0        2     5          ]   +  2  ⋅  (  −  1    )    1  +  3     det       [              3     4        0     2          ]   = 


   1  ⋅  (  4  ⋅  5  −  2  ⋅  0  )  +  2  ⋅  (  3  ⋅  2  −  0  ⋅  4  )  =   20   +  6  =   26  


    det     𝐶  =  (  −  1  )  ⋅  4  +  3  ⋅   26   =   74  


    det     𝐷  =   det       [              2     1     0     0        0     3     4     0        5     0     1     2        0     0     2     6          ]   =  2  ⋅  (  −  1    )    1  +  1     det       [              3     4     0        0     1     2        0     2     6          ]   +  1  ⋅  (  −  1    )    1  +  2     det       [              0     4     0        5     1     2        0     2     6          ]  


    det       [              3     4     0        0     1     2        0     2     6          ]   =  3  ⋅  (  −  1    )    1  +  1     det       [              1     2        2     6          ]   =  3  ⋅  (  1  ⋅  6  −  2  ⋅  2  )  =  6 


    det       [              0     4     0        5     1     2        0     2     6          ]   =  4  ⋅  (  −  1    )    1  +  2     det       [              5     2        0     6          ]   =  4  ⋅  (  −  1  )  ⋅  (  5  ⋅  6  −  0  ⋅  2  )  =  −   120  


    det     𝐷  =  2  ⋅  6  +  (  −  1  )  ⋅  (  −   120   )  =   132  


   𝐴  =    [              1     2     3        4     5     6        7     8     9          ]  


   𝐵  =    [              2     −  1     3        1     0     4        5     2     6          ]  


   𝐶  =    [              1     2     3     4        2     5     7     1        3     1     2     6        4     2     5     3          ]  


   𝐷  =    [              2     1     3     0        4     2     6     1        1     5     2     3        3     1     4     2          ]  


    det     𝐴  =   det       [              1     2     3        4     5     6        7     8     9          ]     =      𝑤  2   −  4    𝑤  1      det       [              1     2     3        0     −  3     −  6        7     8     9          ]     =      𝑤  3   −  7    𝑤  1      det       [              1     2     3        0     −  3     −  6        0     −  6     −   12           ]   = 


     =      𝑤  3   −  2    𝑤  2      det       [              1     2     3        0     −  3     −  6        0     0     0          ]   =  1  ⋅  (  −  3  )  ⋅  0  =  0 


    det     𝐵  =   det       [              2     −  1     3        1     0     4        5     2     6          ]     =      𝑘  1   ↔    𝑘  2     −   det       [              −  1     2     3        0     1     4        2     5     6          ]     =      𝑤  3   +  2    𝑤  1     −   det       [              −  1     2     3        0     1     4        0     9      12           ]  


     =      𝑤  3   −  9    𝑤  2     −   det       [              −  1     2     3        0     1     4        0     0     −   24           ]   =  −  [  (  −  1  )  ⋅  1  ⋅  (  −   24   )  ]  =  −   24  


    det     𝐶  =   det       [              1     2     3     4        2     5     7     1        3     1     2     6        4     2     5     3          ]     =      𝑤  2   −  2    𝑤  1      det       [              1     2     3     4        0     1     1     −  7        3     1     2     6        4     2     5     3          ]     =      𝑤  3   −  3    𝑤  1      det       [              1     2     3     4        0     1     1     −  7        0     −  5     −  7     −  6        4     2     5     3          ]   = 


     =      𝑤  4   −  4    𝑤  1      det       [              1     2     3     4        0     1     1     −  7        0     −  5     −  7     −  6        0     −  6     −  7     −   13           ]     =      𝑤  3   +  5    𝑤  2      det       [              1     2     3     4        0     1     1     −  7        0     0     −  2     −   41         0     −  6     −  7     −   13           ]   = 


     =      𝑤  4   +  6    𝑤  2      det       [              1     2     3     4        0     1     1     −  7        0     0     −  2     −   41         0     0     −  1     −   55           ]     =      𝑤  4   −      1  2      𝑤  2      det       [              1     2     3     4        0     1     1     −  7        0     0     −  2     −   41         0     0     0     −     69   2           ]   = 


   =  1  ⋅  1  ⋅  (  −  2  )  ⋅  −       69   2    =   69  


    det     𝐷  =   det       [              2     1     3     0        4     2     6     1        1     5     2     3        3     1     4     2          ]     =      𝑤  3   −  3    𝑤  2       [              2     1     3     0        4     2     6     1        −   11      −  1     −   16      0        3     1     4     2          ]     =      𝑤  4   −  2    𝑤  2       [              2     1     3     0        4     2     6     1        −   11      −  1     −   16      0        −  5     −  3     −  8     0          ]   = 


     =      𝑤  2   ↔    𝑤  4     −    [              2     1     3     0        −  5     −  3     −  8     0        −   11      −  1     −   16      0        4     2     6     1          ]     =      𝑤  2   −      1  2      𝑤  3     −    [              2     1     3     0          1  2      −    5  2      0     0        −   11      −  1     −   16      0        4     2     6     1          ]   = 


     =      𝑤  1   +      3   16       𝑤  3     −    [              −    1   16          13    16       0     0          1  2      −    5  2      0     0        −   11      −  1     −   16      0        4     2     6     1          ]     =      𝑤  1   +       13    40       𝑤  2     −    [                1   10       0     0     0          1  2      −    5  2      0     0        −   11      −  1     −   16      0        4     2     6     1          ]   = 


   =  −    (      1   10     ⋅  (  −      5  2    )  ⋅  (  −   16   )  ⋅  1  )   =  −  4 


   𝐴  =    [              2     1        5     3          ]  


   𝐵  =    [              2     1     0        1     1     1        0     2     1          ]  


   𝐶  =    [              2     0     1        1     3     2        0     1     1          ]  


   𝐷  =    [              1     2     3        2     5     3        1     0     8          ]  


   𝐸  =    [              2     1     0     0        1     2     1     0        0     1     2     1        0     0     1     2          ]  


    det     𝐴  =   det       [              2     1        5     3          ]   =  2  ⋅  3  −  5  ⋅  1  =  1  ≠  0 


     𝐴    −  1    =    1     det   (  𝐴  )    ⋅  [    𝑑    𝑖  𝑗      ]  𝑇   =  1  ⋅      [              3     −  5        −  1     2          ]   𝑇   =    [              3     −  1        −  5     2          ]  


    det     𝐵  =   det       [              2     1     0        1     1     1        0     2     1          ]   =  2  ⋅  (  −  1    )    1  +  1     det       [              1     1        2     1          ]   +  1  ⋅  (  −  1    )    1  +  2     det       [              1     1        0     1          ]   = 


   =  2  ⋅  (  1  ⋅  1  −  2  ⋅  1  )  −  1  ⋅  (  1  ⋅  1  −  0  ⋅  1  )  =  −  3 


             𝑑   11    =    |              1     1        2     1          |   =  −  1  ,         𝑑   12    =  −    |              1     1        0     1          |   =  −  1  ,         𝑑   13    =    |              1     1        0     2          |   =  2  ,                 𝑑   21    =  −    |              1     0        2     1          |   =  −  1  ,         𝑑   22    =    |              2     0        0     1          |   =  2  ,         𝑑   23    =  −    |              2     1        0     2          |   =  −  4  ,                 𝑑   31    =    |              1     0        1     1          |   =  1  ,         𝑑   32    =  −    |              2     0        1     1          |   =  −  2  ,         𝑑   33    =    |              2     1        1     1          |   =  1  .         


   [    𝑑    𝑖  𝑗    ]  =    [              −  1     −  1     2        −  1     2     −  4        1     −  2     1          ]   ,    [    𝑑    𝑖  𝑗      ]  𝑇   =    [              −  1     −  1     1        −  1     2     −  2        2     −  4     1          ]  


     𝐵    −  1    =    1     det   (  𝐵  )    ⋅  [    𝑑    𝑖  𝑗      ]  𝑇   =  −    1  3   ⋅    [              −  1     −  1     1        −  1     2     −  2        2     −  4     1          ]   =    [                1  3        1  3      −    1  3           1  3      −    2  3        2  3         −    2  3        4  3      −    1  3           ]  


    det     𝐶  =   det       [              2     0     1        1     3     2        0     1     1          ]   ⟹            2     0     1     2     0        1     3     2     1     3        0     1     1     0     1       


    det     𝐶  =  6  +  0  +  1  −  0  −  4  −  0  =  3  ≠  0 


             𝑑   11    =    |              3     2        1     1          |   =  1  ,         𝑑   12    =  −    |              1     2        0     1          |   =  −  1  ,         𝑑   13    =    |              1     3        0     1          |   =  1  ,                 𝑑   21    =  −    |              0     1        1     1          |   =  1  ,         𝑑   22    =    |              2     1        0     1          |   =  2  ,         𝑑   23    =  −    |              2     0        0     1          |   =  −  2  ,                 𝑑   31    =    |              0     1        3     2          |   =  −  3  ,         𝑑   32    =  −    |              2     1        1     2          |   =  −  3  ,         𝑑   33    =    |              2     0        1     3          |   =  6  .         


   [    𝑑    𝑖  𝑗    ]  =    [              1     −  1     1        1     2     −  2        −  3     −  3     6          ]   ,    [    𝑑    𝑖  𝑗      ]  𝑇   =    [              1     1     −  3        −  1     2     −  3        1     −  2     6          ]  


     𝐶    −  1    =    1     det   (  𝐵  )    ⋅  [    𝑑    𝑖  𝑗      ]  𝑇   =    1  3   ⋅    [              1     1     −  3        −  1     2     −  3        1     −  2     6          ]   =    [                1  3        1  3      −  1        −    1  3        2  3      −  1          1  3      −    2  3      2          ]  


    det     𝐷  =  1  ⋅  (  −  1    )    3  +  1      |              2     3        5     3          |   +  8  ⋅  (  −  1    )    3  +  3      |              1     2        2     5          |   = 


   1  ⋅  (  6  −   15   )  +  8  ⋅  (  5  −  4  )  =  −  1 


    det     𝐷  ≠  0 


     [            𝐷     𝐼        ]   =    [            1     2     3     1     0     0        2     5     3     0     1     0        1     0     8     0     0     1        ]  


     𝑎   11   


     ⟶      𝑤  2   −  2    𝑤  1       [            1     2     3     1     0     0        0     1     −  3     −  2     1     0        1     0     8     0     0     1        ]     ⟶      𝑤  3   −    𝑤  1       [            1     2     3     1     0     0        0     1     −  3     −  2     1     0        0     −  2     5     −  1     0     1        ]  


     ⟶      𝑤  3   +  2    𝑤  1       [            1     2     3     1     0     0        0     1     −  3     −  2     1     0        0     0     −  1     −  5     2     1        ]     ⟶    (  −  1  )    𝑤  3       [            1     2     3     1     0     0        0     1     −  3     −  2     1     0        0     0     1     5     −  2     −  1        ]  


   −  1 


     ⟶          [            1     2     0     −   14      6     3        0     1     0      13      −  5     −  3        0     0     1     5     −  2     −  1        ]     ⟶      𝑤  1   −  2    𝑤  2       [            1     2     0     −   40       16      9        0     1     0      13      −  5     −  3        0     0     1     5     −  2     −  1        ]  


   [            𝐼       𝐷    −  1          ] 


     𝐷    −  1    =    [            1     2     0     −   40       16      9        0     1     0      13      −  5     −  3        0     0     1     5     −  2     −  1        ]  


    det     𝐸  =   det       [              2     1     0     0        1     2     1     0        0     1     2     1        0     0     1     2          ]   =  2  ⋅  (  −  1    )    1  +  1    ⋅    |              2     1     0        1     2     1        0     1     2          |   +  1  ⋅  (  −  1    )    1  +  2    ⋅    |              1     1     0        0     2     1        0     1     2          |   = 


   =  2  ⋅  (  2  ⋅  2  ⋅  2  +  1  ⋅  1  ⋅  0  +  0  ⋅  1  ⋅  1  −  0  ⋅  2  ⋅  0  −  1  ⋅  1  ⋅  2  −  2  ⋅  1  ⋅  1  )  −  (  2  ⋅  2  −  1  ⋅  1  )  =  2  ⋅  (  8  −  2  −  2  )  −  3  =  5 


   𝐸 


     [            2     1     0     0     1     0     0     0        1     2     1     0     0     1     0     0        0     1     2     1     0     0     1     0        0     0     1     2     0     0     0     1        ]     ⟶        1  2      𝑤  1       [            1       1  2      0     0       1  2      0     0     0        1     2     1     0     0     1     0     0        0     1     2     1     0     0     1     0        0     0     1     2     0     0     0     1        ]     ⟶      𝑤  2   −    𝑤  1    


     [            1       1  2      0     0       1  2      0     0     0        0       3  2      1     0     −    1  2      1     0     0        0     1     2     1     0     0     1     0        0     0     1     2     0     0     0     1        ]     ⟶        2  3      𝑤  2       [            1       1  2      0     0       1  2      0     0     0        0     1       2  3      0     −    1  3        2  3      0     0        0     1     2     1     0     0     1     0        0     0     1     2     0     0     0     1        ]     ⟶      𝑤  3   −    𝑤  2    


     [            1       1  2      0     0       1  2      0     0     0        0     1       2  3      0     −    1  3        2  3      0     0        0     0       4  3      1       1  3      −    2  3      1     0        0     0     1     2     0     0     0     1        ]     ⟶      𝑤  1   −      1  2      𝑤  2       [            1     0     −    1  3      0       2  3      −    1  3      0     0        0     1       2  3      0     −    1  3        2  3      0     0        0     0       4  3      1       1  3      −    2  3      1     0        0     0     1     2     0     0     0     1        ]     ⟶        3  4      𝑤  3    


     [            1     0     −    1  3      0       2  3      −    1  3      0     0        0     1       2  3      0     −    1  3        2  3      0     0        0     0     1       3  4        1  4      −    1  2        3  4      0        0     0     1     2     0     0     0     1        ]     ⟶      𝑤  4   −    𝑤  3       [            1     0     −    1  3      0       2  3      −    1  3      0     0        0     1       2  3      0     −    1  3        2  3      0     0        0     0     1       3  4        1  4      −    1  2        3  4      0        0     0     0       5  4      −    1  4        1  2      −    3  4      1        ]     ⟶       


     [            1     0     0       1  4        3  4      −    1  2        1  4      0        0     1     0     −    1  2      −    1  2      1     −    1  2      0        0     0     1       3  4        1  4      −    1  2        3  4      0        0     0     0       5  4      −    1  4        1  2      −    3  4      1        ]     ⟶        4  5      𝑤  4       [            1     0     0       1  4        3  4      −    1  2        1  4      0        0     1     0     −    1  2      −    1  2      1     −    1  2      0        0     0     1       3  4        1  4      −    1  2        3  4      0        0     0     0     1     −    1  5        2  5      −    3  5        4  5         ]     ⟶       


   [            1     0     0     0       4  5      −    3  5        2  5      −    1  5         0     1     0     0     −    3  5        6  5      −    4  5        2  5         0     0     1     0       2  5      −    4  5        6  5      −    3  5         0     0     0     1     −    1  5        2  5      −    3  5        4  5         ] 


     𝐸    −  1    =    [                4  5      −    3  5        2  5      −    1  5         −    3  5        6  5      −    4  5        2  5           2  5      −    4  5        6  5      −    3  5         −    1  5        2  5      −    3  5        4  5           ]  


   𝐴  =    [              7     2        3     −  6          ]  


   𝐵  =    [              1     0        −  1     3          ]  


   𝐶  =    [              1     2     3        4     5     6        7     8      10           ]  


   𝐷  =    [              2     0     1        3     1     4        5     2     6          ]  


   𝐸  =    [              −  1     2     0        3     −  4     5        2     1     3          ]  


   𝐹  =    [              4     2     −  1        0     3     5        2     −  2     1          ]  


   𝐴  =    [              1     2     0        0     4     6        0     0     2          ]  


   𝐵  =    [              3     0     0        2     0     0        0     5     0          ]  


   𝐶  =    [              2     0     4        0     3     0        6     0     7          ]  


   𝐷  =    [              2     1     3     4        0     5     0     6        7     0     8     0        1     2     0     3          ]  


   𝐸  =    [              1     0     2     3        4     5     6     0        0     7     8     9        2     0     1     4          ]  


   𝐹  =    [              2     3     0     1        0     4     5     0        6     0     7     8        1     2     3     4          ]  


   𝐴  =    [              3     1     2        6     2     4        1     5     0          ]  


   𝐵  =    [              1     0     1        3     4     2        2     1     0          ]  


   𝐶  =    [              2     3     1     5        4     6     2      10         1     0     3     2        5     2     4     1          ]  


   𝐷  =    [              3     1     4     2        6     2     8     4        1     5     2     0        2     3     1     7          ]  


   𝐸  =    [              1     2     3     4        2     4     6     8        3     1     2     5        4     0     1     3          ]  


   𝐹  =    [              2     1     0     3        4     2     1     6        6     3     2     9        1     5     4     2          ]  


   𝐴  =    [              1     2        3     4          ]  


   𝐵  =    [              1     0     2        0     1     3        0     0     1          ]  


   𝐶  =    [              1     2     3        0     1     4        5     6     0          ]  


   𝐷  =    [              1     2     0     1        0     1     3     2        2     1     1     0        1     0     2     1          ]  


   𝐸  =    [              1     0     2     3        2     1     0     1        3     2     1     0        0     1     2     1          ]  


   𝐹  =    [              2     1     3     1        1     0     2     2        3     2     1     0        1     1     0     1          ]  


     𝑥  1   ,    𝑥  2   ,  …    𝑥  𝑛   , 


   𝑚  ∈  ℕ 


   𝑛  ∈  ℕ  , 


             𝑎   11      𝑥  1      +       𝑎   12      𝑥  2      +     …     +       𝑎    1  𝑛      𝑥  𝑛   =    𝑏  1           𝑎   21      𝑥  1      +       𝑎   22      𝑥  2      +     …     +       𝑎    2  𝑛      𝑥  𝑛   =    𝑏  2         …     …     …     …     …     …     …          𝑎    𝑚  1      𝑥  1      +       𝑎    𝑚  2      𝑥  2      +     …     +       𝑎    𝑚  𝑛      𝑥  𝑛   =    𝑏  𝑚       


     𝑎    𝑖  𝑗    ∈  ℝ 


     𝑏  𝑖   ∈  ℝ 


   𝑖  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  𝑚  } 


   𝑗  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  𝑛  } 


   𝐴  𝑋  =  𝐵  , 


   𝐴  =    [              𝑎   11         𝑎   12       …       𝑎    1  𝑛            𝑎   21         𝑎   22       …       𝑎    2  𝑛          …     …     …     …          𝑎    𝑚  1         𝑎    𝑚  2       …       𝑎    𝑚  𝑛          ]   , 


   𝑋  =    [              𝑥  1           𝑥  2         .        .        .          𝑥  𝑛         ]   , 


   𝐵  =    [              𝑏  1           𝑏  2         .        .        .          𝑏  𝑚         ]   . 


   𝑑  𝑒  𝑡  𝐴  ≠  0  . 


   {              𝑥  1      =         𝑑  𝑒  𝑡    𝐴  1      𝑑  𝑒  𝑡  𝐴            𝑥  2      =         𝑑  𝑒  𝑡    𝐴  2      𝑑  𝑒  𝑡  𝐴          .        .        .          𝑥  𝑛      =         𝑑  𝑒  𝑡    𝐴  𝑛      𝑑  𝑒  𝑡  𝐴           


     𝐴  𝑖  


   𝑑  𝑒  𝑡  𝐴  ≠  0 


   𝑋  =    𝐴    −  1    𝐵  . 


   [  𝐴  ∣  𝐵  ]  . 


   [  𝐴  ∣  𝐵  ]  →  [    𝐴  ′   ∣    𝐵  ′   ] 


     𝐴  ′  


   [  𝐴  ∣  𝐵  ]  →  [    𝐴  ′   ∣    𝐵  ′   ]  →  [  𝐼  ∣  𝑅  ] 


     𝑤  𝑖   ↔    𝑤  𝑗  


   𝑐    𝑤  𝑖  


     𝑤  𝑖   +  𝑐    𝑤  𝑗  


   𝑈 


   𝑚  ×    (  𝑛  +  1  )  


   𝑚  ×  𝑛 


   𝑈  =    (                          𝑎   11         𝑎   12       …       𝑎    1  𝑛            𝑎   21         𝑎   22       …       𝑎    2  𝑛          …     …     …     …          𝑎    𝑚  1         𝑎    𝑚  2       …       𝑎    𝑚  𝑛          |               𝑏  1           𝑏  2         …          𝑏  𝑚              )   . 


    rz     𝐴  =   rz     𝑈 


    rz     𝐴  =   rz     𝑈  =  𝑛 


    rz     𝐴  =   rz     𝑈  =  𝑟  <  𝑛 


   𝑛  −  𝑟 


    rz     𝐴  ≠   rz     𝑈 


   {            2  𝑥  +  𝑦  −  𝑧  =  4             𝑥  +  3  𝑦  +  𝑧  =  1             3  𝑥  −  𝑦  +  2  𝑧  =  5  .              


     |  𝐴  |   =    |              2     1     −  1        1     3     1        3     −  1     2          |   =  2  (  6  +  1  )  −  1  (  2  −  3  )  −  1  (  −  1  −  9  )  =   14   +  1  +   10   =   25   . 


     |  𝐴  |   ≠  0 


     |    𝐴  𝑥   |   =    |              4     1     −  1        1     3     1        5     −  1     2          |   =  4  (  7  )  −  1  (  −  3  )  −  1  (  −   16   )  =   28   +  3  +   16   =   47   , 


     |    𝐴  𝑦   |   =    |              2     4     −  1        1     1     1        3     5     2          |   =  2  (  −  3  )  −  4  (  2  −  3  )  −  1  (  2  )  =  −  6  +  4  −  2  =  −  4  , 


     |    𝐴  𝑧   |   =    |              2     1     4        1     3     1        3     −  1     5          |   =  2  (   16   )  −  1  (  2  )  +  4  (  −   10   )  =   32   −  2  −   40   =  −   10   . 


   𝑥  =      |    𝐴  𝑥   |     |  𝐴  |    =     47    25    ,    𝑦  =      |    𝐴  𝑦   |     |  𝐴  |    =  −    4   25    ,    𝑧  =      |    𝐴  𝑧   |     |  𝐴  |    =  −    2  5  


   {            2    𝑥  1   +    𝑥  2   +    𝑥  3   =  4               𝑥  1   −    𝑥  2   +  2    𝑥  3   =  5             3    𝑥  1   +  2    𝑥  2   −    𝑥  3   =  1              


   𝑋  =    𝐴    −  1    ⋅  𝐵 


   𝐴  =    [              2     1     1        1     −  1     2        3     2     −  1          ]   ,    𝑋  =    [                𝑥  1           𝑥  2           𝑥  3           ]   ,    𝐵  =    [              4        5        1          ]  


     𝐴    −  1    =    1     det     𝐴    ⋅  (    𝐷    𝑖  𝑗      )  𝑇   . 


    det     𝐴  =  2  ⋅  (  1  −  4  )  −  1  ⋅  (  −  1  −  6  )  +  1  ⋅  (  2  +  3  )  =  −  6  +  7  +  5  =  6  . 


     𝐷    𝑖  𝑗   


           𝐷   11       =  +    |              −  1     2        2     −  1          |   =  −  3       𝐷   12       =  −    |              1     2        3     −  1          |   =  7               𝐷   13       =  +    |              1     −  1        3     2          |   =  5       𝐷   21       =  −    |              1     1        2     −  1          |   =  3               𝐷   22       =  +    |              2     1        3     −  1          |   =  −  5       𝐷   23       =  −    |              2     1        3     2          |   =  −  1               𝐷   31       =  +    |              1     1        −  1     2          |   =  3       𝐷   32       =  −    |              2     1        1     2          |   =  −  3               𝐷   33       =  +    |              2     1        1     −  1          |   =  −  3         


   (    𝐷    𝑖  𝑗      )  𝑇  


   (    𝐷    𝑖  𝑗      )  𝑇   =    [              −  3     3     3        7     −  5     −  3        5     −  1     −  3          ]   . 


     𝐴    −  1    =    1  6       [              −  3     3     3        7     −  5     −  3        5     −  1     −  3          ]   . 


   𝑋  =    𝐴    −  1    ⋅  𝐵  =    1  6       [              −  3     3     3        7     −  5     −  3        5     −  1     −  3          ]       [              4        5        1          ]   =    [              1        0        2          ]   . 


     𝑥  1   =  1  ,    𝑥  2   =  0  ,    𝑥  3   =  2 


   {            𝑥  +  𝑦  +  𝑧  =  6             2  𝑥  −  𝑦  +  𝑧  =  3             𝑥  −  2  𝑦  =  −  3              


   [  𝐴  |  𝐵  ] 


     [            1     1     1     6        2     −  1     1     3        1     −  2     0     −  3        ]             −       →         𝑤  2   −  2    𝑤  1   ,    𝑤  3   −    𝑤  1         [            1     1     1     6        0     −  3     −  1     −  9        0     −  3     −  1     −  9        ]             −       →         𝑤  3   −    𝑤  2         [            1     1     1     6        0     −  3     −  1     −  9        0     0     0     0        ]  


    rz   (  𝐴  )  =  2  ,     rz   (  [  𝐴  |  𝐵  ]  )  =  2  ,    𝑛  =  3 


    rz   (  𝐴  )  =   rz   (  [  𝐴  |  𝐵  ]  )  =  2  <  𝑛 


   𝑛  −   rz   (  𝐴  )  =  3  −  2  =  1 


   𝑧  =  𝑡 


   𝑡  ∈  ℝ 


         −  3  𝑦  −  𝑧  =  −  9       ⟹    −  3  𝑦  =  −  9  +  𝑡    ⟹    𝑦  =  3  −    1  3   𝑡             𝑥  +  𝑦  +  𝑧  =  6       ⟹    𝑥  =  6  −  (  3  −    1  3   𝑡  )  −  𝑡    ⟹    𝑥  =  3  −    2  3   𝑡         


     {            𝑥  =  3  −    2  3   𝑡             𝑦  =  3  −    1  3   𝑡             𝑧  =  𝑡                   gdzie    𝑡  ∈  ℝ 


   {              𝑥  1   +    𝑥  2   +    𝑥  3   −    𝑥  4   =  1             2    𝑥  1   +    𝑥  2   −    𝑥  3   +    𝑥  4   =  4               𝑥  1   +  2    𝑥  2   +  4    𝑥  3   −  4    𝑥  4   =  1             4    𝑥  1   +  4    𝑥  2   +  4    𝑥  3   −  4    𝑥  4   =  9              


     [            1     1     1     −  1     1        2     1     −  1     1     4        1     2     4     −  4     1        4     4     4     −  4     9        ]             −       →                  [            1     1     1     −  1     1        0     −  1     −  3     3     2        0     1     3     −  3     0        0     0     0     0     5        ]  


     𝑎   22   


     [            1     1     1     −  1     1        0     −  1     −  3     3     2        0     1     3     −  3     0        0     0     0     0     5        ]             −       →         𝑤  3   +    𝑤  2         [            1     1     1     −  1     1        0     −  1     −  3     3     2        0     0     0     0     2        0     0     0     0     5        ]  


    rz   (  𝐴  )  =  2 


    rz   (  [  𝐴  |  𝐵  ]  )  =  3 


     [            1     1     1     −  1     1        0     −  1     −  3     3     2        0     0     0     0     2        0     0     0     0     5        ]             −       →         𝑤  4   −  2  .  5    𝑤  3         [            1     1     1     −  1     1        0     −  1     −  3     3     2        0     0     0     0     2        0     0     0     0     0        ]  


    det   (  𝑀  )  =    |              1     1     1        0     −  1     2        0     0     2          |   =  1  ⋅  (  −  1  )  ⋅  2  =  −  2  ≠  0  . 


    rz   (  𝐴  )  ≠   rz   (  [  𝐴  |  𝐵  ]  ) 


   2  ≠  3 


   0  =  2     oraz     0  =  5 


   {              𝑥  1   +    𝑥  2   +    𝑥  3   +    𝑥  4   =  4             2    𝑥  1   +  3    𝑥  2   +    𝑥  3   +    𝑥  4   =  7               𝑥  1   +    𝑥  2   +  2    𝑥  3   +  3    𝑥  4   =  7             3    𝑥  1   +  2    𝑥  2   +    𝑥  3   +  2    𝑥  4   =  8              


   [            1     1     1     1     4        2     3     1     1     7        1     1     2     3     7        3     2     1     2     8        ] 


     [            1     1     1     1     4        2     3     1     1     7        1     1     2     3     7        3     2     1     2     8        ]             −       →                  [            1     1     1     1     4        0     1     −  1     −  1     −  1        0     0     1     2     3        0     −  1     −  2     −  1     −  4        ]  


     𝑤  4   +    𝑤  2  


   [            1     1     1     1     4        0     1     −  1     −  1     −  1        0     0     1     2     3        0     0     −  3     −  2     −  5        ] 


     𝑎   33   


     𝑤  4   +  3    𝑤  3  


   [            1     1     1     1     4        0     1     −  1     −  1     −  1        0     0     1     2     3        0     0     0     4     4        ] 


   4    𝑥  4   =  4    ⟹      𝑥  4   =  1 


     𝑥  3   +  2    𝑥  4   =  3    ⟹      𝑥  3   +  2  (  1  )  =  3    ⟹      𝑥  3   =  1 


     𝑥  2   −    𝑥  3   −    𝑥  4   =  −  1    ⟹      𝑥  2   −  1  −  1  =  −  1    ⟹      𝑥  2   =  1 


     𝑥  1   +    𝑥  2   +    𝑥  3   +    𝑥  4   =  4    ⟹      𝑥  1   +  1  +  1  +  1  =  4    ⟹      𝑥  1   =  1 


   {              𝑥  1   =  1               𝑥  2   =  1               𝑥  3   =  1               𝑥  4   =  1              


     [            1     1     1     1     4        0     1     −  1     −  1     −  1        0     0     1     2     3        0     0     0     4     4        ]             −       →         1  4     𝑤  4         [            1     1     1     1     4        0     1     −  1     −  1     −  1        0     0     1     2     3        0     0     0     1     1        ]             −       →               


     [            1     1     1     0     3        0     1     −  1     0     0        0     0     1     0     1        0     0     0     1     1        ]             −       →                  [            1     1     0     0     2        0     1     0     0     1        0     0     1     0     1        0     0     0     1     1        ]             −       →         𝑤  1   −    𝑤  2         [            1     0     0     0     1        0     1     0     0     1        0     0     1     0     1        0     0     0     1     1        ]  


   {            𝑥  +  2  𝑦  +  𝑧  =  4             2  𝑥  −  𝑦  +  3  𝑧  =  9             3  𝑥  +  𝑦  −  2  𝑧  =  1              


   {            𝑥  +  𝑦  +  𝑧  =  5             𝑥  +  2  𝑦  +  2  𝑧  =  9             𝑥  +  2  𝑦  +  3  𝑧  =   10               


   {            𝑥  +  2  𝑦  −  𝑧  =  2             2  𝑥  −  𝑦  +  𝑧  =  1             3  𝑥  +  𝑦  =  5              


   {              𝑥  1   +    𝑥  2   +    𝑥  3   +    𝑥  4   +    𝑥  5   =  5               𝑥  1   −    𝑥  2   +  2    𝑥  3   −    𝑥  4   +  2    𝑥  5   =  3             2    𝑥  1   +  3    𝑥  3   +  3    𝑥  5   =   10                𝑥  1   +  2    𝑥  2   +    𝑥  4   −    𝑥  5   =  4               𝑥  1   +  3    𝑥  2   +    𝑥  3   +  2    𝑥  4   −  2    𝑥  5   =  2              


   {            2    𝑥  1   +  3    𝑥  2   −    𝑥  3   +    𝑥  4   =  1             3    𝑥  1   −    𝑥  2   +  2    𝑥  3   +  2    𝑥  4   =  7               𝑥  1   +  2    𝑥  2   +  3    𝑥  3   −    𝑥  4   =  5             2    𝑥  1   −    𝑥  2   −    𝑥  3   +  3    𝑥  4   =  4              



