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Okreslenie funkcji pierwotne;j
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Definicja catki nieoznaczonej
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Twierdzenie o catkowaniu przez podstawienie
Twierdzenie o catkowaniu przez czesci 2388

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska




   𝐹 


   𝑓 


   𝐼 


     𝐹  ′   (  𝑥  )  =  𝑓  (  𝑥  )         dla każdego         𝑥  ∈  𝐼  . 


   (  0  ,  ∞  ) 


   𝑓  (  𝑥  )  =    1  𝑥  


   𝐹  (  𝑥  )  =   ln     𝑥 


   𝐺  (  𝑥  )  =  𝐶  +   ln     𝑥 


   𝐶 


   𝐺 


   (    𝑥  𝑡     )  ′   =  𝑡    𝑥    𝑡  −  1   


   𝑡  ≠  0 


     𝑥    𝑡  −  1   


       𝑥  𝑡   𝑡  


     𝑥  𝑝  


       𝑥    𝑝  +  1      𝑝  +  1   


   𝑝  ≠  −  1 


   𝑝 


   𝐺  (  𝑥  )  =  𝐹  (  𝑥  )  +  𝐶 


   𝐶  ∈  ℝ 


   𝐹  (  𝑥  )  +  𝐶 


   {  𝐹  (  𝑥  )  +  𝐶          ∶      𝐶  ∈  ℝ  }  . 


   ∫  𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥 


   ∫    𝑥  2     𝑑  𝑥  =      𝑥  3   3   +  𝐶  ,    𝐶  ∈  ℝ 


   ∫      𝑑  𝑥     𝑥    =  2    𝑥   +  𝐶  . 


   𝑑  𝑥 


   𝑑  𝑡 


   𝑑  [   zmienna   ] 


   𝑑 


   ∫  (  𝑥  +  3  𝑡  )    𝑑  𝑡  ,    ∫      (  3  +  𝑥  )    𝑑  𝑥         𝑥  2   +  1     ,    ∫      3  +  𝑥         𝑥  2   +  1       𝑑  𝑥  . 


   ∫  𝑥  +  3  𝑡    𝑑  𝑡  ,    ∫      3  +  𝑥    𝑑  𝑥         𝑥  2   +  1     . 


   𝑥  ∈  𝐼 


       [  ∫  𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  ]   ′   =  𝑓  (  𝑥  )  . 


   𝑓  (  𝑥  )  =    𝑥  5  


   ∫  𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  =      𝑥  6   6   +  𝐶  . 


       [  ∫  𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  ]   ′   =      [      𝑥  6   6   +  𝐶  ]   ′   =    𝑥  5   =  𝑓  (  𝑥  )  . 


     𝑓  ′  


   ∫    𝑓  ′   (  𝑥  )    𝑑  𝑥  =  𝑓  (  𝑥  )  +  𝐶  ,       gdzie       𝐶  ∈  ℝ  . 


   𝑓  (  𝑥  )  =   sin     𝑥 


     𝑓  ′   (  𝑥  )  =   cos     𝑥 


   ∫    𝑓  ′   (  𝑥  )    𝑑  𝑥  =  ∫   cos     𝑥    𝑑  𝑥  =   sin     𝑥  +  𝐶  =  𝑓  (  𝑥  )  +  𝐶  . 


     ∫  0    𝑑  𝑥  =  𝐶  ,      𝑥  ∈  ℝ  


     ∫    𝑥  𝑝     𝑑  𝑥  =      𝑥    𝑝  +  1      𝑝  +  1    +  𝐶  ,      𝑝  ∈  ℝ  ∖  {  −  1  }  


   𝑥 


     ∫    1  𝑥     𝑑  𝑥  =   ln   |  𝑥  |  +  𝐶  ,      𝑥  ∈  ℝ  ∖  {  0  }  


     ∫    𝑒  𝑥     𝑑  𝑥  =    𝑒  𝑥   +  𝐶  ,      𝑥  ∈  ℝ  


     ∫    𝑎  𝑥     𝑑  𝑥  =      𝑎  𝑥      ln     𝑎    +  𝐶  ,      𝑎  >  0  ,    𝑎  ≠  1  


   𝑥  ∈  ℝ 


     ∫   sin     𝑥    𝑑  𝑥  =  −   cos     𝑥  +  𝐶  ,      𝑥  ∈  ℝ  


     ∫   cos     𝑥    𝑑  𝑥  =   sin     𝑥  +  𝐶  ,      𝑥  ∈  ℝ  


     ∫      𝑑  𝑥        sin   2     𝑥    =  −   ctg     𝑥  +  𝐶  ,      𝑥  ≠  𝑘  𝜋  


   𝑘  ∈  ℤ 


     ∫      𝑑  𝑥        cos   2     𝑥    =   tg     𝑥  +  𝐶  ,      𝑥  ≠    𝜋  2   +  𝑘  𝜋  


     ∫      𝑑  𝑥     1  +    𝑥  2     =     arc      tg      𝑥  +  𝐶  ,      𝑥  ∈  ℝ  


     ∫      𝑑  𝑥       1  −    𝑥  2      =     arc      sin      𝑥  +  𝐶  ,      |  𝑥  |  <  1  


   ∫    1  𝑥     𝑑  𝑥 


   ∫        𝑓  ′   (  𝑥  )     𝑓  (  𝑥  )      𝑑  𝑥  =   ln       |  𝑓  (  𝑥  )  |   +  𝐶  . 


   ∫      𝑥    𝑑  𝑥       𝑥  2   +  1    =  ∫    1  2       2  𝑥       𝑥  2   +  1      𝑑  𝑥  =    1  2      ln   (    𝑥  2   +  1  )  +  𝐶  . 


   𝑓  (  𝑎  𝑥  +  𝑏  ) 


   ∫  𝑓  (  𝑎  𝑥  +  𝑏  )    𝑑  𝑥  =    1  𝑎   𝐹  (  𝑎  𝑥  +  𝑏  )  +  𝐶  . 


   ∫   sin   (  4  𝑥  +  5  )    𝑑  𝑥  =  −    1  4      cos   (  4  𝑥  +  5  )  +  𝐶  . 


   𝑔 


     ∫    (  𝑓  (  𝑥  )  +  𝑔  (  𝑥  )  )       𝑑  𝑥  =  ∫  𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  +  ∫  𝑔  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  


     ∫    (  𝑓  (  𝑥  )  −  𝑔  (  𝑥  )  )       𝑑  𝑥  =  ∫  𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  −  ∫  𝑔  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  


     ∫    (  𝑐  𝑓  (  𝑥  )  )       𝑑  𝑥  =  𝑐  ∫  𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  


   𝑐  ∈  ℝ 


   𝑓          ∶      𝐼  →  ℝ 


   𝑔          ∶      𝐽  →  𝐼 


   𝐽 


     ∫  𝑓  (  𝑔  (  𝑥  )  )    𝑔  ′   (  𝑥  )    𝑑  𝑥  =  ∫  𝑓  (  𝑡  )    𝑑  𝑡  =  𝐹  (  𝑡  )  +  𝐶  =  𝐹  (  𝑔  (  𝑥  )  )  +  𝐶  


   ∫     sin   2     𝑥     cos     𝑥    𝑑  𝑥  =    |               sin     𝑥  =  𝑡         cos     𝑥    𝑑  𝑥  =  𝑑  𝑡          |   =  ∫    𝑡  2     𝑑  𝑡  =      𝑡  3   3   +  𝐶  =         sin   3     𝑥   3   +  𝐶  . 


   ∫  𝑓  (  𝑥  )    𝑔  ′   (  𝑥  )  𝑑  𝑥  =  𝑓  (  𝑥  )  𝑔  (  𝑥  )  −  ∫    𝑓  ′   (  𝑥  )  𝑔  (  𝑥  )  𝑑  𝑥  . 


   ∫    𝑒  𝑥   𝑥    𝑑  𝑥  =    |              𝑓  (  𝑥  )  =  𝑥       𝑓  ′   (  𝑥  )  =  1          𝑔  ′   (  𝑥  )  =    𝑒  𝑥      𝑔  (  𝑥  )  =    𝑒  𝑥           |   =  𝑥    𝑒  𝑥   −  ∫    𝑒  𝑥     𝑑  𝑥  =  𝑥    𝑒  𝑥   −    𝑒  𝑥   +  𝐶  . 


   ∫   ln     𝑥    𝑑  𝑥  =    |              𝑓  (  𝑥  )  =   ln     𝑥       𝑓  ′   (  𝑥  )  =    1  𝑥           𝑔  ′   (  𝑥  )  =  1     𝑔  (  𝑥  )  =  𝑥          |   =  𝑥     ln     𝑥  −  ∫    𝑑  𝑥  =  𝑥     ln     𝑥  −  𝑥  +  𝐶  . 


     𝑤  (  𝑥  )  =      𝑝  (  𝑥  )     𝑞  (  𝑥  )    


   𝑝  (  𝑥  ) 


   𝑞  (  𝑥  ) 


   𝑠  𝑡  .  𝑝  (  𝑥  )  <  𝑠  𝑡  .  𝑞  (  𝑥  ) 


   𝑠  𝑡  .  𝑝  (  𝑥  )  ⩾  𝑠  𝑡  .  𝑞  (  𝑥  ) 


       𝐴    (  𝑥  +  𝑎    )  𝑛     


   𝑛  ∈  ℕ 


   𝑎  ,  𝐴  ∈  ℝ 


         𝐵  𝑥  +  𝐶     (    𝑥  2   +  𝑏  𝑥  +  𝑐    )  𝑛     


   𝑏  ,  𝑐  ,  𝐵  ,  𝐶  ∈  ℝ 


   Δ  <  0 


   Δ 


     𝑥  2   +  𝑏  𝑥  +  𝑐 


       5    𝑥  −  0  .  5    


         5  𝑥  −  3       𝑥  2   −  3  𝑥  +  5    


         5  𝑥  −  3       𝑥  2   −  3  𝑥  −  4    


       𝑝  (  𝑥  )       𝑎  𝑛   (  𝑥  −    𝑥  1     )    𝑘  1    ⋯  (  𝑥  −    𝑥  𝑟     )    𝑘  𝑟    (    𝑥  2   +    𝑏  1   𝑥  +    𝑐  1     )    𝑙  1    ⋯  (    𝑥  2   +    𝑏  𝑠   𝑥  +    𝑐  𝑠     )    𝑙  𝑠     


     𝑘  1   +    𝑘  2   +  ⋯  +    𝑘  𝑟  


     𝑙  1   +    𝑙  2   +  ⋯  +    𝑙  𝑠  


   (  𝑥  −    𝑥  𝑖     )    𝑘  𝑖   


     𝑘  𝑖  


       𝐴    𝑖  1      𝑥  −    𝑥  𝑖     +      𝐴    𝑖  2      (  𝑥  −    𝑥  𝑖     )  2     +  ⋯  +      𝐴    𝑖    𝑘  𝑖       (  𝑥  −    𝑥  𝑖     )    𝑘  𝑖      , 


     𝐴    𝑖  1    ,    𝐴    𝑖  2    ,  …  ,    𝐴    𝑖    𝑘  𝑖     ∈  ℝ 


   𝑖  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  𝑟  } 


   (    𝑥  2   +    𝑏  𝑗   𝑥  +    𝑐  𝑗     )    𝑙  𝑗   


     𝑙  𝑗  


         𝐵    𝑗  1    𝑥  +    𝐶    𝑗  1         𝑥  2   +    𝑏  𝑗   𝑥  +    𝑐  𝑗     +        𝐵    𝑗  2    𝑥  +    𝐶    𝑗  2       (    𝑥  2   +    𝑏  𝑗   𝑥  +    𝑐  𝑗     )  2     +  ⋯  +        𝐵    𝑗    𝑙  𝑗     𝑥  +    𝐶    𝑗    𝑙  𝑗        (    𝑥  2   +    𝑏  𝑗   𝑥  +    𝑐  𝑗     )    𝑙  𝑗      , 


     𝐵    𝑗  1    ,    𝐵    𝑗  2    ,  …  ,    𝐵    𝑗    𝑙  𝑗     ,    𝐶    𝑗  1    ,    𝐶    𝑗  2    ,  …  ,    𝐶    𝑗    𝑙  𝑗     ∈  ℝ 


   𝑗  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  𝑠  } 


   ∫    𝐴    𝑥  +  𝑎    𝑑  𝑥  =  𝐴     ln       |  𝑥  +  𝑎  |   +  𝐶  , 


   ∫    𝐴    (  𝑥  +  𝑎    )  𝑛     𝑑  𝑥  =      −  𝐴     (  𝑛  −  1  )  (  𝑥  +  𝑎    )    𝑛  −  1      +  𝐶  ,       gdzie       𝑛  ⩾  2  . 


         ∫      𝐵  𝑥  +  𝐶     (    𝑥  2   +  𝑏  𝑥  +  𝑐    )  𝑛       𝑑  𝑥  =       𝐵  2   ∫      2  𝑥  +  𝑏     (    𝑥  2   +  𝑏  𝑥  +  𝑐    )  𝑛       𝑑  𝑥  +             +         (  𝐶  −      𝐵  𝑏   2   )   ∫      𝑑  𝑥     (    𝑥  2   +  𝑏  𝑥  +  𝑐    )  𝑛     .    


   𝑡  =    𝑥  2   +  𝑏  𝑥  +  𝑐  . 


       (  𝑥  +    𝑏  2   )   2   +  𝑐  −      𝑏  2   4   , 


   𝑥  +    𝑏  2   =  𝑡      𝑐  −      𝑏  2   4     . 


   𝑛  =  1 


   ∫      𝑑  𝑥       𝑥  2   +  1    =     arc      tg      𝑥  +  𝐶  . 


   𝑛  ⩾  2 


   ∫      𝑑  𝑥     (    𝑥  2   +  1    )  𝑛     =    𝑥    (  2  𝑛  −  2  )  (    𝑥  2   +  1    )    𝑛  −  1      +      2  𝑛  −  3     2  𝑛  −  2    ∫      𝑑  𝑥     (    𝑥  2   +  1    )    𝑛  −  1      . 


   𝑅  (  𝑥  ,      𝑎    𝑥  2   +  𝑏  𝑥  +  𝑐    ) 


   𝑅 


         𝑎    𝑥  2   +  𝑏  𝑥  +  𝑐    =    𝑎   𝑥  +  𝑡  ,     gdy     𝑎  >  0    


         𝑎    𝑥  2   +  𝑏  𝑥  +  𝑐    =  𝑥  𝑡  +    𝑐   ,     gdy     𝑐  >  0    


         𝑎    𝑥  2   +  𝑏  𝑥  +  𝑐    =  (  𝑥  −    𝑥  1   )  𝑡  ,     gdzie       𝑥  1    to jeden z dwu różnych pierwiastków trójmianu   


   𝑅  (   sin     𝑥  ,   cos     𝑥  ) 


    tg       𝑥  2   =  𝑡 


    sin     𝑥  =        2  𝑡     1  +    𝑡  2     


    cos     𝑥  =        1  −    𝑡  2      1  +    𝑡  2     


   𝑑  𝑥  =        2    𝑑  𝑡     1  +    𝑡  2     


     𝑓          ∶    [  𝑎  ,  𝑏  ]  →  ℝ  


   𝑛 


     𝑥  1   ,    𝑥  2   ,  …  ,    𝑥    𝑛  −  1   


   𝑎  =    𝑥  0   <    𝑥  1   <  ⋯  <    𝑥    𝑛  −  1    <    𝑥  𝑛   =  𝑏  . 


   𝜋 


     𝑥    𝑖  +  1    −    𝑥  𝑖  


   𝑑  (  𝜋  ) 


   [    𝑥    𝑖  −  1    ,    𝑥  𝑖   ] 


     𝜉  𝑖  


   𝑓  (    𝜉  1   )  (    𝑥  1   −    𝑥  0   )  +  𝑓  (    𝜉  2   )  (    𝑥  2   −    𝑥  1   )  +  ⋯  +  𝑓  (    𝜉  𝑛   )  (    𝑥  𝑛   −    𝑥    𝑛  −  1    ) 


   Δ    𝑥  𝑖   ∶  =    𝑥  𝑖   −    𝑥    𝑖  −  1   


     ∑    𝑖  =  1   𝑛   𝑓  (    𝜉  𝑖   )  Δ    𝑥  𝑖  


   (    𝜋  𝑘   ) 


      lim     𝑘  →  ∞      𝑑  (    𝜋  𝑘   )  =  0 


      lim     𝑘  →  ∞      ∑    𝑖  =  1   𝑛   𝑓  (    𝜉  𝑖   )  Δ    𝑥  𝑖  


   [  𝑎  ,  𝑏  ] 


       ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )  𝑑  𝑥  


   [  𝑎  ,  𝑏  ] 


   [  𝑎  ,  𝑏  ] 


   𝑓  (  𝑥  )  =    𝑥  2   ,  𝑥  ∈  [  0  ,  1  ] 


   𝑛  >  1 


     𝑆  𝑛   =    ∑    𝑖  =  1   𝑛       (    (  𝑖  −    1  2   )       1  𝑛   )   2       1  𝑛   =    1    𝑛  3      ∑    𝑖  =  1   𝑛     (    𝑖  2   −  𝑖  +    1  4   )   . 


     ∑    𝑖  =  0   𝑛     𝑖  2   =      𝑛  (  𝑛  +  1  )  (  2  𝑛  +  1  )   6  


      lim     𝑛  →  ∞        𝑆  𝑛   =    1  3   . 


     ∫  0  1     𝑥  2     𝑑  𝑥  =    1  3   . 


   𝑓  (  𝑥  )  =    {            0  ,           gdy     𝑥  ∈  [  0  ,  1  ]  ∖  ℚ          1  ,           gdy     𝑥  ∈  [  0  ,  1  ]  ∩  ℚ            


     𝐹  ′   (  𝑥  )  =  𝑓  (  𝑥  ) 


   𝑥  ∈  (  𝑎  ,  𝑏  ) 


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  =  𝐹  (  𝑏  )  −  𝐹  (  𝑎  )  . 


   𝐹  (  𝑏  )  −  𝐹  (  𝑎  ) 


   [  𝐹  (  𝑥  )    ]  𝑎  𝑏  


   𝐹  (  𝑥  )        |           𝑎  𝑏  


       ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  


   𝑎  <  𝑏 


           ∫  𝑏  𝑎   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥     =  −    ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥               ∫  𝑎  𝑎   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥     =  0    


       ∫  𝑎  𝑏     (  𝑓  (  𝑥  )  +  𝑔  (  𝑥  )  )     𝑑  𝑥  =    ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  +    ∫  𝑎  𝑏   𝑔  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  


       ∫  𝑎  𝑏     (  𝑓  (  𝑥  )  −  𝑔  (  𝑥  )  )     𝑑  𝑥  =    ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  −    ∫  𝑎  𝑏   𝑔  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  


       ∫  𝑎  𝑏     (  𝑐  𝑓  (  𝑥  )  )     𝑑  𝑥  =  𝑐    ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  


   𝑐  ∈  (  𝑎  ,  𝑏  ) 


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  =    ∫  𝑎  𝑐   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  +    ∫  𝑐  𝑏   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  . 


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )    𝑔  ′   (  𝑥  )    𝑑  𝑥  =  [  𝑓  (  𝑥  )  𝑔  (  𝑥  )    ]  𝑎  𝑏   −    ∫  𝑎  𝑏     𝑓  ′   (  𝑥  )  𝑔  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  . 


           ∫  0    2  𝜋    𝑥     sin     𝑥    𝑑  𝑥  =         |              𝑓  =  𝑥       𝑓  ′   =  1          𝑔  ′   =   sin     𝑥     𝑔  =  −   cos     𝑥          |   =  −  𝑥     cos     𝑥        |           0    2  𝜋    +    ∫  0    2  𝜋     cos     𝑥    𝑑  𝑥  =             =     −  2  𝜋  .    


   𝑔          ∶      [  𝑎  ,  𝑏  ]  ↦  [  𝛼  ,  𝛽  ] 


   [  𝛼  ,  𝛽  ] 


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑔  (  𝑥  )  )    𝑔  ′   (  𝑥  )    𝑑  𝑥  =    ∫    𝑔  (  𝑎  )     𝑔  (  𝑏  )    𝑓  (  𝑡  )    𝑑  𝑡 


     ∫    −  1   2   𝑥     sin   (  𝜋    𝑥  2   )    𝑑  𝑥  =    |              𝜋    𝑥  2   =  𝑡        2  𝜋  𝑥    𝑑  𝑥  =  𝑑  𝑡                      𝑥     𝑡        −  1     𝜋        2     4  𝜋                    |   =    ∫  𝜋    4  𝜋      1    2  𝜋       sin     𝑡    𝑑  𝑡  =  −    1    2  𝜋       cos     𝑡        |           𝜋    4  𝜋    =  −    1  𝜋   . 


   [  𝑎  ,  +  ∞  ) 


     ∫  𝑎    +  ∞    𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥      =   def           lim     𝑇  →  +  ∞      ∫  𝑎  𝑇   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  . 


           ∫  0  ∞       𝑑  𝑥       𝑥  2   +  1    =          lim     𝑀  →  ∞      ∫  0  𝑀       𝑑  𝑥       𝑥  2   +  1    =     lim     𝑀  →  ∞         arc      tg      𝑥        |           0  𝑀   =             =          lim     𝑀  →  ∞         arc      tg      𝑀  =    𝜋  2   .    


   (  −  ∞  ,  𝑎  ] 


     ∫    −  ∞   𝑎   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥      =   def           lim     𝑆  →  −  ∞      ∫  𝑆  𝑎   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  . 


           ∫    −  ∞   0       𝑑  𝑥       𝑥  2   +  1    =          lim     𝑆  →  −  ∞      ∫  𝑆  0       𝑑  𝑥       𝑥  2   +  1    =     lim     𝑆  →  −  ∞         arc      tg      𝑥        |           𝑆  0   =             =          lim     𝑆  →  −  ∞    (  −     arc      tg      𝑆  )  =    𝜋  2   .    


   +  ∞ 


   −  ∞ 


   (  −  ∞  ,  +  ∞  ) 


     ∫    −  ∞     +  ∞    𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥      =   def        ∫    −  ∞   𝑎   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  +    ∫  𝑎    +  ∞    𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  , 


   𝑎 


     ∫    −  ∞     +  ∞    𝑓  (  𝑥  )  𝑑  𝑥 


     ∫    −  ∞   𝑎   𝑓  (  𝑥  )  𝑑  𝑥 


     ∫  𝑎    +  ∞    𝑓  (  𝑥  )  𝑑  𝑥 


           ∫    −  ∞   ∞       𝑑  𝑥       𝑥  2   +  1    =       ∫    −  ∞   0       𝑑  𝑥       𝑥  2   +  1    +    ∫  0  ∞       𝑑  𝑥       𝑥  2   +  1    =    𝜋  2   +    𝜋  2   =  𝜋  .    


   (  𝑎  ,  𝑏  ] 


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥      =   def           lim     𝜀  →    0  +       ∫    𝑎  +  𝜀   𝑏   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  . 


   [  𝑎  ,  𝑏  ) 


   𝑏 


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥      =   def           lim     𝜀  →    0  +       ∫  𝑎    𝑏  −  𝜀    𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  . 


   𝑓  (  𝑥  )  ⩽  𝑔  (  𝑥  ) 


   𝑥  ∈  [  𝑎  ,  𝑏  ] 


   𝐷 


   𝑥  =  𝑎 


   𝑥  =  𝑏 


   |  𝐷  |  =    ∫  𝑎  𝑏   [  𝑔  (  𝑥  )  −  𝑓  (  𝑥  )  ]    𝑑  𝑥  . 


   𝑦  =  4  −    𝑥  2  


   𝑦  =  3  𝑥 


   𝑥  ∈  [  −  4  ,  1  ] 


     ∫    −  4   1   (  4  −    𝑥  2   −  3  𝑥  )    𝑑  𝑥  =    (  4  𝑥  −      𝑥  3   3   −      3    𝑥  2    2   )           |             −  4   1   =     125   6   . 


   Γ  =  {  (  𝑥  ,  𝑓  (  𝑥  )  )          ∶      𝑥  ∈  [  𝑎  ,  𝑏  ]  } 


   |  Γ  |  =    ∫  𝑎  𝑏       1  +  [    𝑓  ′   (  𝑥  )    ]  2       𝑑  𝑥  . 


   𝑦  =    𝑥    3  2   


   [  0  ,  4  ] 


           ∫  0  4       1  +    9  4   𝑥      𝑑  𝑥  =         |              1  +    9  4   𝑥  =  𝑡          9  4     𝑑  𝑥  =  𝑑  𝑡          |   =    ∫  1   10      4  9     𝑡     𝑑  𝑡  =    4  9       𝑡    3  2      3  2          |           1   10    =             =       8   27    (     1000    −  1  )  ≈  9  .   073      415   .    


   𝑇 


   𝑂  𝑥 


   𝑥  =  𝑎  ,  𝑥  =  𝑏 


   𝑉 


   |  𝑉  |  =  𝜋    ∫  𝑎  𝑏     𝑓  2   (  𝑥  )    𝑑  𝑥  . 


   ℎ 


   𝑟 


   𝑦  =    𝑟  ℎ   𝑥  ,    𝑦  =  0  ,    𝑥  =  0  ,    𝑥  =  ℎ  . 


   𝜋    ∫  0  ℎ       𝑟  2     ℎ  2      𝑥  2     𝑑  𝑥  =    1  3   𝜋    𝑟  2   ℎ 


   𝑦  =    𝑥   ,    𝑦  =  0  ,    𝑥  =  0  ,    𝑥  =  4 


   𝜋    ∫  0  4   𝑥    𝑑  𝑥  =  8  𝜋  . 


   𝑂  𝑦 


   |  𝑉  |  =  2  𝜋    ∫  𝑎  𝑏   𝑥  𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  . 


   𝑦  =  ℎ  −    ℎ  𝑟   𝑥  ,    𝑦  =  0  ,    𝑥  =  0  ,    𝑥  =  𝑟  . 


   2  𝜋    ∫  0  𝑟   𝑥      (  ℎ  −    ℎ  𝑟   𝑥  )       𝑑  𝑥  =    1  3   𝜋    𝑟  2   ℎ 


   𝑦  =    𝑥  2   ,    𝑦  =  0  ,    𝑥  =  0  ,    𝑥  =  2 


   4 


   3 


   𝜋    2  2   ⋅  4  −  2  𝜋    ∫  0  2   𝑥  ⋅    𝑥  2     𝑑  𝑥  =   16   𝜋  −  2  𝜋        [      𝑥  4   4   ]   0  2   =  8  𝜋 


   Σ 


   |  Σ  |  =  2  𝜋    ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )      1  +  [    𝑓  ′   (  𝑥  )    ]  2       𝑑  𝑥  . 


   |  Σ  |  =  2  𝜋    ∫  𝑎  𝑏   𝑥      1  +  [    𝑓  ′   (  𝑥  )    ]  2       𝑑  𝑥  . 


   𝑚 


     𝑟  1  


     𝑟  2  


   𝑀 


   𝑃  =    ∫    𝑟  1     𝑟  2        𝑚  𝑀  𝐺     𝑟  2      𝑑  𝑟  =  𝑚  𝑀  𝐺      −  1   𝑟         |             𝑟  1     𝑟  2    =  𝑚  𝑀  𝐺      (    1    𝑟  1    −    1    𝑟  2    .  )  


   𝑓  (  𝑥  )  =    𝑒    −    𝑥  2    


   𝑓  (  𝑥  )  =   sin       𝑥  2  


   𝑓  (  𝑥  )  =    𝑒    𝑥  3   


    erf   (  𝑥  )    =   def      2    𝜋      ∫  0  𝑥     𝑒    −    𝑡  2       𝑑  𝑡  . 


    erf   (  1  ) 


    25  


   0  .   842      700      792      949      714      869      341      220     6 


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  =    ∑    𝑖  =  1   𝑛     𝐴  𝑖   𝑓  (    𝑥  𝑖   ) 


     𝑥  1   ,    𝑥  2   ,  …  ,    𝑥  𝑛  


     𝐴  1   ,    𝐴  2   ,  …    𝐴  𝑛  


   ℎ  =      𝑏  −  𝑎   𝑛  


   𝑎  +  𝑖  ⋅  ℎ  +  𝛼  ⋅  ℎ  , 


   𝛼 


   [  0  ,  1  ] 


   𝛼  =  0 


   𝛼  =  1 


   𝛼  =  0  .  5 


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  ≈  ℎ    ∑    𝑖  =  0     𝑛  −  1    𝑓      (           𝑎  +  (  𝑖  +  0  .  5  )  ⋅  ℎ      )           . 


       (  𝑏  −  𝑎    )  3       24     𝑛  2          max     𝑥  ∈  [  𝑎  ,  𝑏  ]    |    𝑓  ″   (  𝑥  )  |  . 


   𝑛  =  6 


    erf   (  1  )  ≈    1  6     ∑    𝑖  =  0   5     2    𝜋      𝑒    −  (  (  0  .  5  +  𝑖  )  /  6    )  2     =  0  .   8436632  


   0  .   001  


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  ≈      𝑓  (  𝑎  )  +  𝑓  (  𝑏  )   2   (  𝑏  −  𝑎  )  . 


   ℎ  =  (  𝑏  −  𝑎  )  /  𝑛 


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  ≈  ℎ      (      𝑓  (  𝑎  )  +  𝑓  (  𝑏  )   2   +    ∑    𝑖  =  1     𝑛  −  1    𝑓  (  𝑎  +  𝑖  ℎ  )  )  


       (  𝑏  −  𝑎    )  3       12     𝑛  2          max     𝑥  ∈  [  𝑎  ,  𝑏  ]    |    𝑓  ″   (  𝑥  )  |  . 


   𝑛  =  5 


    erf   (  1  )  ≈    1  5     2    𝜋        (      1  +    𝑒    −  1     2   +    ∑    𝑖  =  1   4     𝑒    −  𝑖  /  5    )  2     )   =  0  .   8399297  


   0  .   003  


   ℎ  =      𝑏  −  𝑎   2  


   (  𝑎  ,  𝑓  (  𝑎  )  ) 


   (  𝑎  +  ℎ  ,  𝑓  (  𝑎  +  ℎ  )  ) 


   (  𝑏  ,  𝑓  (  𝑏  )  ) 


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  ≈    ℎ  3   (  𝑓  (  𝑎  )  +  4  𝑓  (  𝑎  +  ℎ  )  +  𝑓  (  𝑏  )  )  . 


     𝑥  0   =  𝑎 


     𝑥  1   =      𝑎  +  𝑏   2  


     𝑥  2   =  𝑏 


   𝑤  (  𝑥  ) 


         𝑤  (  𝑥  )  =     𝑓  (    𝑥  0   )      (  𝑥  −    𝑥  1   )  (  𝑥  −    𝑥  2   )     (    𝑥  0   −    𝑥  1   )  (    𝑥  0   −    𝑥  2   )    +  𝑓  (    𝑥  1   )      (  𝑥  −    𝑥  0   )  (  𝑥  −    𝑥  2   )     (    𝑥  1   −    𝑥  0   )  (    𝑥  1   −    𝑥  2   )    +               +  𝑓  (    𝑥  2   )      (  𝑥  −    𝑥  0   )  (  𝑥  −    𝑥  1   )     (    𝑥  2   −    𝑥  0   )  (    𝑥  2   −    𝑥  1   )      


           ∫  𝑎  𝑏       (  𝑥  −    𝑥  1   )  (  𝑥  −    𝑥  2   )     (    𝑥  0   −    𝑥  1   )  (    𝑥  0   −    𝑥  2   )      𝑑  𝑥  =       1    2    ℎ  2       ∫  𝑎  𝑏     (  𝑥  −    𝑥  1   )  (  𝑥  −    𝑥  2   )     𝑑  𝑥  =    ℎ  3   ,               ∫  𝑎  𝑏       (  𝑥  −    𝑥  0   )  (  𝑥  −    𝑥  2   )     (    𝑥  1   −    𝑥  0   )  (    𝑥  1   −    𝑥  2   )      𝑑  𝑥  =     −    1    ℎ  2      ∫  𝑎  𝑏     (  𝑥  −    𝑥  0   )  (  𝑥  −    𝑥  2   )     𝑑  𝑥  =      4  ℎ   3   ,          ∫  𝑎  𝑏       (  𝑥  −    𝑥  0   )  (  𝑥  −    𝑥  1   )     (    𝑥  2   −    𝑥  0   )  (    𝑥  2   −    𝑥  1   )      𝑑  𝑥  =       1    2    ℎ  2       ∫  𝑎  𝑏     (  𝑥  −    𝑥  0   )  (  𝑥  −    𝑥  1   )     𝑑  𝑥  =    ℎ  3   ,    


   𝑓  (  𝑥  )  =    𝑥  2   −  5  𝑥  +  1 


   [  1  ,  3  ] 


       −   28    3  


     1  3   (  𝑓  (  1  )  +  4  𝑓  (  2  )  +  𝑓  (  3  )  )  =      −  3  +  4  ⋅  (  −  5  )  −  5   3   =      −   28    3  


     𝑥  𝑖   =  𝑎  +  ℎ  ⋅  𝑖 


   𝑖  =  0  ,  1  ,  …  𝑛 


   [    𝑥    2  𝑖    ,  2    𝑥    2  𝑖  +  2    ] 


   𝑖  =  0  ,  1  ,  …  ,  𝑛  /  2  −  1 


     ∫  𝑎  𝑏   𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  ≈    ℎ  3       (  𝑓  (  𝑎  )  +  4    ∑    𝑖  =  1     𝑛  /  2    𝑓  (    𝑥    2  𝑖  −  1    )  +  2    ∑    𝑖  =  1     𝑛  /  2  −  1    𝑓  (    𝑥    2  𝑖    )  +  𝑓  (  𝑏  )  )  


       (  𝑏  −  𝑎    )  5       180     𝑛  4          max     𝑥  ∈  [  𝑎  ,  𝑏  ]    |    𝑓    (  4  )    (  𝑥  )  |  . 


   𝑛  =  4 


   𝑛  =  4 


   𝑎  =    𝑥  0   ,    𝑥  1   ,    𝑥  2   ,    𝑥  3   ,    𝑥  4   =  𝑏 


   ℎ  =  0  .   25  


   𝑓  (  𝑥  )  =    2    𝜋      𝑒    −    𝑥  2    


    erf   (  1  )  ≈      0  .   25    3       (           𝑓  (  0  )  +  4  𝑓  (  0  .   25   )  +  2  𝑓  (  0  .  5  )  +  4  𝑓  (  0  .   75   )  +  𝑓  (  1  )      )           =  0  .   842      736     1  . 


   0  .   000      04  


     ∫  0  ∞     2    𝜋      𝑒    −    𝑥  2       𝑑  𝑥 


     ∫  0  ∞     2    𝜋      𝑒    −    𝑥  2       𝑑  𝑥  =    |          𝑒    −  𝑥    =       𝑡             𝑥  =     −   ln     𝑡        𝑑  𝑥  =     −      𝑑  𝑡   𝑡      |   =    ∫  1  0   −    2      𝜋   𝑡      𝑒    −     ln   2     𝑡      𝑑  𝑡  =    ∫  0  1     2      𝜋   𝑡      𝑒    −     ln   2     𝑡      𝑑  𝑡 


   𝑛  =  5 


   ℎ  (  𝑡  )  =    2      𝜋   𝑡      𝑒    −     ln   2   (  𝑡  )   


   0  .  2  ⋅      (           ℎ  (  0  .  1  )  +  ℎ  (  0  .  3  )  +  ℎ  (  0  .  5  )  +  ℎ  (  0  .  7  )  +  ℎ  (  0  .  9  )      )           =  0  .   998      805     8 


   ℎ  (  𝑡  ) 


   (  0  ,  1  ] 


      lim     𝑡  →    0  +       ℎ  (  𝑡  )  =  0 


   0 


     ∫  0  1   ℎ  (  𝑡  )    𝑑  𝑡  ≈    1   12        (           ℎ  (  0  )  +  4  ℎ  (  0  .   25   )  +  2  ℎ  (   05   )  +  4  ℎ  (  0  .   75   )  +  ℎ  (  1  )      )           =  1  .   008      507   . 


     ∫  0  ∞     2    𝜋      𝑒    −    𝑥  2       𝑑  𝑥  =  1  . 


   𝑛  ⩾  1 


     ∫    −  1   1   𝑓  (  𝑥  )      𝑑  𝑥       1  −    𝑥  2      ≈    𝜋  𝑛     ∑    𝑘  =  1   𝑛   𝑓  (    𝑥  𝑘   ) 


     𝑥  𝑘   =   cos         (  2  𝑘  −  1  )  𝜋     2  𝑛   


   𝑘  =  1  ,  2  ,  …  ,  𝑛 


   2  𝑛  −  1 


   [  −  1  ,  1  ] 


     ∫    −  𝜋  /  2     𝜋  /  2        𝑑  𝑥     7  +   sin     𝑥   


   𝑡  =   sin     𝑥 


   𝑑  𝑥  =      𝑑  𝑡       1  −    𝑡  2     


     ∫    −  1   1     1    7  +  𝑡        𝑑  𝑡       1  −    𝑡  2     


   𝑛  =  3 


   𝑓  (  𝑡  )  =    1    7  +  𝑡   


     𝜋  3       (           𝑓  (  −    3   /  2  )  +  𝑓  (  0  )  +  𝑓  (    3   /  2  )      )           =  0  .   453      449     7  . 


     ∫    −  𝜋  /  2     𝜋  /  2        𝑑  𝑥     7  +   sin     𝑥    =    𝜋    4    3     , 


   7 


   0  .   453      449     8 


   𝑘 


   (  1  +  𝑘  ) 


   𝑁  (  𝑡  ) 


   𝑡 


   𝑁  (    𝑡  0   +  𝑖  ⋅  𝑇  )  =  (  1  +  𝑘  )  𝑁  (    𝑡  0   +  (  𝑖  −  1  )  ⋅  𝑇  ) 


          (1)                   𝑁  (    𝑡  0   +  𝑖  ⋅  𝑇  )  =  (  1  +  𝑘    )  𝑖   𝑁  (    𝑡  0   )    


   𝑖  =  1  ,  2  ,  … 


     𝑡  0  


   𝑁  (  𝑡  +  Δ  𝑡  )  −  𝑁  (  𝑡  )  =  𝜇      Δ  𝑡   𝑇   𝑁  (  𝑡  ) 


       𝑁  (  𝑡  +  Δ  𝑡  )  −  𝑁  (  𝑡  )     Δ  𝑡    =    𝜇  𝑇   𝑁  (  𝑡  ) 


   𝑖  =  1  ,  2  ,  3  ,  … 


   𝜇 


          (2)                   [  𝑁  (  𝑡  )    ]  ′   =    𝜇  𝑇   𝑁  (  𝑡  )  .    


   𝑁  (  𝑡  )  =  𝑁  (    𝑡  0   )    𝑒      𝜇  𝑇   (  𝑡  −    𝑡  0   )   


   (  1  +  𝑘    )  𝑖   =    𝑒    𝜇  ⋅  𝑖    , 


   𝜇  =   ln   (  1  +  𝑘  ) 


   𝑚  (  𝑙  𝑥    )  ″   =  −  𝑚  𝑔     sin     𝑥 


   𝑙 


   𝑥  ≈   sin     𝑥 


   (  𝑥    )  ″   =  −    𝑔  𝑙   𝑘  𝑥 


   𝑥  (  𝑡  )  =  𝐴     sin       (      𝑔  𝑙    ⋅  𝑡  +  𝜑  )  


   𝐴 


   𝜑 


   𝐾  ⊆    ℝ    𝑛  +  2   


   𝐹  (  𝑥  ,  𝑦  ,    𝑦  ′   ,  …  ,    𝑦    (  𝑛  )    )  =  0 


     𝑦    (  𝑛  )    =  𝑓      (  𝑥  ,  𝑦  ,    𝑦  ′   ,  …  ,    𝑦    (  𝑛  −  1  )    )  


   (  𝑥  ,  𝑓  (  𝑥  )  ,    𝑓  ′   (  𝑥  )  …  ,    𝑓    (  𝑛  )    (  𝑥  )  ) 


   𝐹      (  𝑥  ,  𝑓  (  𝑥  )  ,    𝑓  ′   (  𝑥  )  …  ,    𝑓    (  𝑛  )    (  𝑥  )  )   =  0 


     𝑦  ′   =  𝑓  (  𝑥  )  ,        𝑓   ciągła  


   𝑦  =  ∫  𝑓  (  𝑥  )    𝑑  𝑥  ,    𝑥  ∈  𝐼  . 


   𝑦  (    𝑥  0   )  =    𝑦  0   , 


     𝑥  0  


     𝑦  0  


     𝑦  ′   =    1    𝑥  2    ,    𝑥  ∈  [  1  ,  ∞  )  ,    𝑦  (  1  )  =  5  . 


   𝑦  =  −    1  𝑥   +  𝐶  ,    𝐶  ∈  ℝ 


   𝑦  =  6  −    1  𝑥   . 


     𝑦  ′   =  𝑓  (  𝑦  )  ,        𝑓   ciągła.  


   𝑓  (    𝑦  0   )  =  0 


   𝑦  =    𝑦  0   . 


   𝑓  (  𝑦  )  ≠  0 


          (3)                   ∫      𝑑  𝑦     𝑓  (  𝑦  )    =  𝑥  .    


          (4)                     𝑦  ′   =  𝛼  𝑦    


     𝑦  =  𝐶    𝑒    𝛼  𝑥    ,    𝐶  ∈  ℝ  .  


          (5)                   𝑦  =  0    


   𝑦  ≠  0 


   ∫      𝑑  𝑦   𝑦   =  𝛼  𝑥 


    ln   |  𝑦  |  +    𝐶  1   =  𝛼  𝑥  ,    𝐶  1   ∈  ℝ  . 


   |  𝑦  |  =    𝑒    𝛼  𝑥  −    𝐶  1     =    𝐶  2     𝑒    𝛼  𝑥    ,      𝐶  2   >  0 


   𝑦  =  𝐶    𝑒    𝛼  𝑥    ,    𝐶  ∈  ℝ  . 


   𝛼  =    𝜇  𝑇  


          (6)                   𝑁  (  𝑡  )  =  𝐶    𝑒      𝜇  𝑇   𝑡    ,    𝐶  ∈  ℝ  .    


   𝑁  (    𝑡  0   ) 


          (7)                   𝐶  =  𝑁  (    𝑡  0   )    𝑒    −    𝜇  𝑇     𝑡  0     .    


   𝑁  (  𝑡  )  =  𝑁  (    𝑡  0   )    𝑒      𝜇  𝑇   (  𝑡  −    𝑡  0   )   


     𝑦  ′   =  𝑃  (  𝑥  )  𝑄  (  𝑦  )        𝑃  ,     𝑄   – funkcje ciągłe  


   𝑄  (    𝑦  0   )  =  0 


   𝑦  =    𝑦  0  


   𝑄  (  𝑦  )  ≠  0 


   ∫      𝑑  𝑦     𝑄  (  𝑦  )    =  ∫  𝑃  (  𝑥  )    𝑑  𝑥 


   𝑦  ⋅    𝑦  ′   +  𝑥  =  0 


     𝑦  ′   =  −  𝑥  ⋅    1  𝑦  


     1  𝑦  


         ∫  𝑦    𝑑  𝑦  =     −  ∫  𝑥    𝑑  𝑥                 𝑦  2   2   =     −      𝑥  2   2   +    𝐶  1       𝑦  2   2   +      𝑥  2   2   =    𝐶  1   ,    𝐶  >  0  ,    


   (  0  ,  0  ) 


     𝑦  ′   =  𝑃      (    𝑦  𝑥   )   ,        𝑃   – funkcja ciągła  


   𝑧  (  𝑥  ) 


   𝑦  (  𝑥  )  =  𝑧  (  𝑥  )  ⋅  𝑥 


     𝑦  ′   =    𝑧  ′   ⋅  𝑥  +  𝑧 


     𝑧  ′   ⋅  𝑥  +  𝑧  =  𝑃  (  𝑧  ) 


     𝑦  ′   =    𝑦  𝑡   +    𝑡  𝑦  


   𝑦  =  𝑧  ⋅  𝑡  ,      𝑦  ′   =    𝑧  ′   ⋅  𝑡  +  𝑧 


   𝑧  ⋅    𝑧  ′   =    1  𝑡   . 


     𝑧  2   =  2  (   ln   |  𝑡  |  +  𝐶  ) 


   𝑧  =      2  (   ln   |  𝑡  |  +  𝐶  )       lub     𝑧  =  −      2  (   ln   |  𝑡  |  +  𝐶  )    . 


   𝑦  =  𝑡      2  (   ln   |  𝑡  |  +  𝐶  )       lub     𝑦  =  −  𝑡      2  (   ln   |  𝑡  |  +  𝐶  )    ,     dla     𝐶  ∈  ℝ  .  


     𝑦  ′   =  𝑝  (  𝑥  )  𝑦  +  𝑞  (  𝑥  )  ,        𝑝  ,     𝑞   – funkcje ciągłe   . 


     𝑦  ′   =  𝑝  (  𝑥  )  𝑦 


   𝐶  ⋅    𝑦  1   (  𝑥  ) 


   𝑦  (  𝑥  )  =  𝑧  (  𝑥  )  ⋅    𝑦  1   (  𝑥  ) 


   𝑧 


          (8)                     𝑦  ′   =      3  𝑦   𝑥   +  𝑥  .    


     𝑦  ′   =      3  𝑦   𝑥  


   𝑦  =  𝐶  ⋅    𝑥  3   . 


          (9)                   𝑦  =  𝑧  ⋅    𝑥  3   ,    


     𝑧  ′   =    1    𝑥  2   


   𝑧  =  −    1  𝑥   +  𝐶 


   𝑦  =    𝑥  3   ⋅    (  𝐶  −    1  𝑥   )  


     𝑦  ′   =  𝑝  (  𝑥  )  𝑦  +  𝑞  (  𝑥  )    𝑦  𝛼   ,    𝛼  ≠  0  ,    𝛼  ≠  1  ,        𝑝  ,     𝑞   – funkcje ciągłe  


   𝑧  (  𝑥  )  =  𝑦  (  𝑥    )    1  −  𝛼   


     𝑦  ′   −  𝑦     cos     𝑡  =    𝑦  2      cos     𝑡  ,    𝑦  (  0  )  =  1  . 


   𝑦  =  0 


   𝑧  =    𝑦    −  1   


          (10)                     𝑧  ′   +  𝑧     cos     𝑡  =  −   cos     𝑡  .    


     𝑧  ′   +  𝑧     cos     𝑡  =  0 


   𝑧  =  𝐶    𝑒    −   sin     𝑡   


   𝑧  =  𝑢  ⋅    𝑒    −   sin     𝑡   


     𝑢  ′   =  −   cos     𝑡    𝑒     sin     𝑡    . 


   𝑢  =  −    𝑒     sin     𝑡    +  𝐶 


   𝑧  =  𝐶    𝑒    −   sin     𝑡    −  1  ,    𝐶  ∈  ℝ  . 


   𝑦  =    1    𝐶    𝑒    −   sin     𝑡    −  1    ,    𝐶  ∈  ℝ  . 


   𝑦  (  0  )  =  1 


   𝐶  =  2 


   𝑦  =    1    2    𝑒    −   sin     𝑡    −  1    . 


          (11)                     𝑦  ′   =  2      |  𝑦  |    ,    𝑦  (  4  )  =  1  .    


         𝑦  =     0  ,    𝑥  ∈  ℝ  ,             𝑦  =     (  𝑥  −  𝐶    )  2   ,    𝑥  >  𝐶  ,    𝐶  ∈  ℝ  ,       oraz         𝑦  =     −  (  𝑥  −  𝐶    )  2   ,    𝑥  <  𝐶  ,    𝐶  ∈  ℝ    


     𝑦  ′   =  2      |  𝑦  |   


   𝑦  =  (  𝑥  −  3    )  2   ,  𝑥  >  3 


   𝑦  =    {            −  (  𝑥  −  𝑎    )  2   ,           dla     𝑥  ∈  (  −  ∞  ,  𝑎  )    ,        0  ,           dla     𝑥  ∈  [  𝑎  ,  3  )    ,        (  𝑥  −  3    )  2   ,           dla     𝑥  ∈  [  3  ,  ∞  )    .          


   𝑎  <  3 


     𝑦  ′   =  𝑓  (  𝑥  ,  𝑦  )  ,    𝑦  (    𝑥  0   )  =    𝑦  0  


       𝜕  𝑓     𝜕  𝑦   


   𝐷  ⊂    ℝ  2  


   (    𝑥  0   ,    𝑦  0   )  ∈  𝐷 


     𝑦  ′   =  2      |  𝑦  |   


     1      |  𝑦  |     . 


   𝑥  ∈  (  3  ,  ∞  ) 


   𝑦  =  (  𝑥  −  3    )  2  


   Φ  (  𝑥  ,  𝑦  ,  𝐶  )  =  0 


   𝑦  𝑥  −  𝐶  =  0  ,    𝐶  >  0  , 


   𝑦  =    𝐶  𝑥  


   𝐶  >  0 


       𝑥  2     𝑏  2    +    𝑦  2   −  1  =  0  ,    𝑏  >  0  , 


   1 


   𝑥  +  𝑦  −  𝐶  =  0  ,    𝐶  ∈  ℝ  . 


   𝑦  =  −  𝑥 


   𝑥  ,  𝑦  ,    𝑦  ′   ,  𝐶 


   𝑥  ,  𝑦  ,    𝑦  ′  


   𝑥  +  𝑦  =  𝐶 


     𝑦  ′   =  −  1 


   𝑦  =  −  𝑥 


   Ψ  (  𝑥  ,  𝑦  ,  𝐷  )  =  0 


   𝐹  (  𝑥  ,  𝑦  ,    𝑦  ′   )  =  0 


   𝐹      (  𝑥  ,  𝑦  ,  −    1    𝑦  ′    )  


   −  1 


     𝑥  2   +    𝑦  2   =    𝑟  2   ,    𝑟  >  0 


   𝑥  +  𝑦  ⋅    𝑦  ′   =  0  . 


   𝑥  −    𝑦    𝑦  ′    =  0  . 


   𝑦  =  𝐶  ⋅  𝑥  ,    𝐶  ∈  ℝ 


   𝑥  =  0 


     3  4  


       𝑥  2     4  2    +      𝑦  2     3  2    =  𝐶  ,    𝐶  >  0  . 


     𝑥  8   +      2  𝑦    𝑦  ′    9   =  0  , 


     𝑥  8   −      2  𝑦     9    𝑦  ′     =  0  . 


   𝑦  =  𝐶  ⋅  |  𝑥    |     16   9    ,    𝐶  ∈  𝑅 


     𝑦    (  𝑛  )    =  𝑓  (  𝑥  ) 


   𝑦  (  𝑥  )  =  𝜓  (  𝑥  )  +    𝐶  1     𝑥    𝑛  −  1    +    𝐶  2     𝑥    𝑛  −  2    +  …    𝐶  𝑛  


     𝑦  ‴   =   sin       2  𝑥  


     𝑦  ″   =  −    1  2      cos       2  𝑥   +    𝐶  1  


     𝑦  ′   =  −    1  4      sin       2  𝑥   +    𝐶  1   𝑥  +    𝐶  2  


   𝑦  =  −    1  8      cos       2  𝑥   +    𝐶  1       𝑥  2   2   +    𝐶  2   𝑥  +    𝐶  3  


     𝑦    (  𝑛  )    =  𝑓  (  𝑥  ,    𝑦    (  𝑘  )    ,    𝑦    (  𝑘  +  1  )    ,  …  ,    𝑦    (  𝑛  −  1  )    ) 


   𝑧  =    𝑦    (  𝑘  )   


   (  𝑛  −  𝑘  ) 


     𝑦  ‴   +    𝑦  ″   −    𝑥  5   =  0 


   𝑧  =    𝑦  ″   . 


     𝑧  ′   +  𝑧  −    𝑥  5   =  0  . 


   𝑧  =    𝑥  5   −  5    𝑥  4   +   20     𝑥  3   −   60     𝑥  2   +   120   𝑥  −   120   +  𝐶    𝑒    −  𝑥    . 


     𝑦  ″   =    𝑥  5   −  5    𝑥  4   +   20     𝑥  3   −   60     𝑥  2   +   120   𝑥  −   120   +    𝐶  1     𝑒    −  𝑥    . 


         𝑦     =    1   42      𝑥  7   −    1  6     𝑥  6   +    𝑥  5   −  5    𝑥  4   +   20     𝑥  3   −   60     𝑥  2   +    𝐶  1     𝑒    −  𝑥    +    𝐶  2   𝑥  +    𝐶  3                  𝐶  1   ,    𝐶  2   ,    𝐶  3   ∈  ℝ  .    


     𝑦  ″   +    𝑘  2   𝑦  =  0 


   𝑦  (  𝑡  )  =  𝐴     sin   (  𝑘  𝑡  +  𝜑  ) 


     𝑦    (  𝑛  )    +    𝑝  1   (  𝑥  )    𝑦    (  𝑛  −  1  )    +    𝑝  2   (  𝑥  )    𝑦    (  𝑛  −  2  )    +  …  +    𝑝  𝑛   (  𝑥  )  𝑦  =  ℎ  (  𝑥  ) 


   (  𝑎  ,  𝑏  ) 


   (    𝑥  0   ,    𝑓  0   ,    𝑓  1   ,  …  ,    𝑓    𝑛  −  1    )  ∈  (  𝑎  ,  𝑏  )  ×    ℝ  𝑛  


             𝑦    (  𝑛  )    +    𝑝  1   (  𝑥  )    𝑦    (  𝑛  −  1  )    +    𝑝  2   (  𝑥  )    𝑦    (  𝑛  −  2  )    +  …  +    𝑝  𝑛   (  𝑥  )  𝑦  =  ℎ  (  𝑥  )               𝑦  (    𝑥  0   )  =    𝑓  0   ,    𝑦  ′   (    𝑥  0   )  =    𝑓  1   ,  …    𝑦    (  𝑛  −  1  )    (    𝑥  0   )  =    𝑓    𝑛  −  1      


     𝑦  ″   +    𝑘  2   𝑦  =  0 


          (12)                   𝑦  =  𝐴     sin   (  𝑘  𝑡  +  𝜑  )    


   𝑦  (    𝑡  0   ) 


     𝑦  ′   (    𝑡  0   ) 


     𝑦  ′   =      𝑦     sin       (  𝑦  +  𝑥  )        (      |  𝑦  |    +  1  )   2    . 


   𝑦 


     𝑦  ′  


   𝑥  +  ℎ 


   𝑥  =    𝑥  0   ,    𝑥  0   +  ℎ  ,    𝑥  0   +  2  ℎ  ,  … 


   𝑦  (  0  )  =  5 


   𝑦  (  0  )  =  4  .  6 


     𝑦  ′   =  𝑓  (  𝑥  ,  𝑦  )  ,    𝑦  (    𝑥  0   )  =    𝑦  0  


     𝑥  0   ,    𝑥  0   +  ℎ  ,    𝑥  0   +  2  ℎ  ,  …    𝑥  0   +  𝑛  ℎ 


   ℎ  >  0 


     𝑥  ′   =  𝑓  (  𝑡  ,  𝑥  )  ,    𝑥  (    𝑡  0   )  =    𝑥  0  


     𝑡  0   ,    𝑡  0   +  ℎ  ,    𝑡  0   +  2  ℎ  ,  …    𝑡  0   +  𝑛  ℎ 


   𝑥  (  𝑡  +  ℎ  ) 


   (  𝑡  ,  𝑥  (  𝑡  )  ) 


     𝑡  0   +  𝑖  ⋅  ℎ 


   𝑥  (    𝑡  0   +  𝑖  ℎ  ) 


   𝑡  =    𝑡  0   +  𝑖  ℎ 


   (    𝑡  0   ,    𝑥  0   ) 


   𝑥  (  𝑡  +  ℎ  )  ≈  𝑥  (  𝑡  )  +  ℎ  ⋅    𝑥  ′  


     𝑥  ′   =  𝑓  (  𝑡  ,  𝑥  ) 


     𝑡  0   +  𝑖  ℎ  ,    𝑖  =  0  ,  1  ,  …  𝑛 


   𝑖  =  1  ,  2  ,  …  𝑛 


   𝑡  =    𝑡  0   +  (  𝑖  −  1  )  ℎ 


   𝑥  (  𝑡  +  ℎ  )  =  𝑥  (  𝑡  )  +  𝑓  (  𝑡  ,  𝑥  (  𝑡  )  )  ⋅  ℎ 


     𝑥  ′   =  𝑥  −  𝑡  ,    𝑥  (  0  )  =  3 


   𝑛  =  8 


   𝑥  (  0  .  0  )  ,  𝑥  (  0  .   25   )  ,  𝑥  (  0  .  5  )  ,  𝑥  (  0  .   75   )  ,  𝑥  (  1  .  0  )  ,  𝑥  (  1  .   25   )  ,  𝑥  (  1  .  5  )  ,  𝑥  (  1  .   75   )  ,  𝑥  (  2  .  0  )  . 


   𝑥  (  𝑡  )  =  𝐶    𝑒  𝑡   +  𝑡  +  1  ,    𝐶  ∈  ℝ 


   𝑥  (  0  )  =  3 


   𝑥  (  𝑡  )  =  2    𝑒  𝑡   +  𝑡  +  1  . 


   .   25  


   . 


   .   75  


   −  0 


   .   068      051  


   .   818      051  


   .  5 


   .   625  


   .   085      064  


   .   797      443  


   .   172      443  


   5 


   .   656      25  


   .   106      329  


   .   984  


   .   327      75  


   .  0 


   6 


   .   882      812  


   .   132      912  


   .   436      564  


   .   553      751  


   8 


   .   353      516  


   .   166      14  


   9 


   .   230      686  


   .   877      17  


    10  


   .   129      395  


   .   207      675  


    11  


   .   463      378  


   .   333      984  


    12  


   .   286      743  


   .   259      593  


    14  


   .   259      205  


   .   972      462  


   2 


   .   920      929  


   .   324      492  


    17  


   .   778      112  


   −  2 


   .   857      183  


   𝑛  =   80  


   .   025  


   .   075  


   .   000      63  


   .   075      63  


   .   05  


   .   151      25  


   .   000      646  


   .   152      542  


   .   001      292  


   .   228      781  


   .   000      662  


   .   230      768  


   .   001      987  


   .   95  


    16  


   .   674      341  


   .   004      219  


   .   007      375  


   .   333      034  


   .   975  


   .   042      449  


   .   004      325  


   .   388      239  


   .   345      79  


   .   419      136  


   .   004      433  


   .   358      977  


   𝑂  (    ℎ  2   ) 


   𝑂  (  ℎ  ) 


   𝑂  (    ℎ  𝑘   ) 


   𝐶  ⋅    ℎ  𝑘  


   𝑥  (  ℎ  +  𝑡  ) 


             𝐹  1      =  ℎ  𝑓  (  𝑡  ,  𝑥  )            𝐹  2      =  ℎ  𝑓  (  𝑡  +  ℎ  ,  𝑥  +    𝐹  1   )          𝑥  (  𝑡  +  ℎ  )     ≈  𝑥  (  𝑡  )  +    1  2   ⋅  (    𝐹  1   +    𝐹  2   )    


     𝐹  1   =  ℎ  𝑓  (  𝑡  ,  𝑥  ) 


     𝐹  2   =  ℎ  𝑓  (  𝑡  +  ℎ  ,  𝑥  +    𝐹  1   ) 


   𝑥  (  𝑡  +  ℎ  )  =  𝑥  (  𝑡  )  +  0  .  5  ⋅  (    𝐹  1   +    𝐹  2   )  . 


   [  0  ,  2  ] 


   .   8125  


   .   005      551  


   .   783      203  


   .   007      112  


   .   014      239  


   .   956      604  


   .   009      112  


   .   027      396  


   .   389      711  


   .   011      675  


   .   046      852  


   .   155      568  


   .   014      959  


   .   075      118  


   .   347      759  


   .   019      166  


   .   115      62  


   .   086      191  


   .   024      556  


   .   173      015  


   .   524      494  


   .   031      463  


   .   253      618  


   ℎ  =  0  .   025  


   .   075      625  


   −  5 


   ⋅     10     −  6   


   .   152      531  


   .  1  ⋅     10     −  5   


   .   230      752  


   −  6 


   .  7  ⋅     10     −  5   


   .   004      573  


   −  3 


   .  6  ⋅     10     −  5   


   .   002      802  


   .   385      329  


   .   002      91  


   .   775      091  


   .  8  ⋅     10     −  5   


   .   003      021  


   𝑂  (    ℎ  3   ) 


   𝑚  ×  𝑛 


   𝑚  ∈  ℕ 


   𝑚  ⋅  𝑛 


   𝑖 


   𝑗 


     𝑎    𝑖  𝑗   


   𝐵 


     𝑎    𝑖  𝑗    =    𝑏    𝑖  𝑗   


   𝑖  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  𝑚  } 


   𝑗  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  𝑛  } 


   𝐴  =    [              𝑎   11         𝑎   12       ⋯       𝑎    1  𝑗       ⋯       𝑎    1  𝑛            𝑎   21         𝑎   22       ⋯       𝑎    2  𝑗       ⋯       𝑎    2  𝑛          ⋮     ⋮     ⋱     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑖  1         𝑎    𝑖  2       ⋯       𝑎    𝑖  𝑗       ⋯       𝑎    𝑖  𝑛          ⋮     ⋮     ⋱     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑚  1         𝑎    𝑚  2       ⋯       𝑎    𝑚  𝑗       ⋯       𝑎    𝑚  𝑛          ]  


     0    𝑚  ×  𝑛   


   0 


   𝑛  ×  𝑛 


     𝑎   11   


     𝑎   22   


     𝑎    𝑛  𝑛   


   [             ��        𝑎   12       ⋯       𝑎    1  𝑛            𝑎   21        ��      ⋯       𝑎    2  𝑛          ⋮     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑛  1         𝑎    𝑛  2       ⋯      ��         ] 


   [              𝑎   11       0     0     ⋯     0          𝑎   21         𝑎   22       0     ⋯     0          𝑎   31         𝑎   32         𝑎   33       ⋯     0        ⋮     ⋮     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑛  1         𝑎    𝑛  2         𝑎    𝑛  3       ⋯       𝑎    𝑛  𝑛          ] 


   [              𝑎   11         𝑎   12         𝑎   13       ⋯       𝑎    1  𝑛          0       𝑎   22         𝑎   23       ⋯       𝑎    2  𝑛          0     0       𝑎   33       ⋯       𝑎    3  𝑛          ⋮     ⋮     ⋮     ⋱     ⋮        0     0     0     ⋯       𝑎    𝑛  𝑛          ] 


   [              𝑎   11       0     0     ⋯     0        0       𝑎   22       0     ⋯     0        0     0       𝑎   33       ⋯     0        ⋮     ⋮     ⋮     ⋱     ⋮        0     0     0     ⋯       𝑎    𝑛  𝑛          ] 


     𝐼  𝑛  


     𝐼  𝑛     =   def        [            1     0     0     ⋯     0        0     1     0     ⋯     0        0     0     1     ⋯     0        ⋮     ⋮     ⋮     ⋱     ⋮        0     0     0     ⋯     1        ]  


   𝐴  =  [    𝑎    𝑖  𝑗    ] 


   𝐵  =  [    𝑏    𝑖  𝑗    ] 


   𝑛  ×  𝑚 


     𝑏    𝑖  𝑗    =    𝑎    𝑗  𝑖   


   𝑖  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  𝑛  } 


   𝑗  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  𝑚  } 


     𝐴  𝑇  


       [              3      .  2       2     5  .  5        1  .  2     8     −  3      .  5            ]   𝑇   =    [              3      .  5       1  .  2        2      .  5       8      .  2          5  .  5     −  3      .  2            ]   . 


   𝐶  =  [    𝑐    𝑖  𝑗    ] 


     𝑐    𝑖  𝑗    =    𝑎    𝑖  𝑗    +    𝑏    𝑖  𝑗    . 


   𝐶  =  𝐴  +  𝐵 


     [              1     3     −  7     2     2        2     −  4     1     7     4          ]   +    [              2     3  .  5     3     1     3        −  7     −  4  .  2     6     1     −  3          ]   =    [              3     6  .  5     −  4     3     5        −  5     −  8  .  2     7     8     1          ]   . 


     𝑐    𝑖  𝑗    =    𝑎    𝑖  𝑗    −    𝑏    𝑖  𝑗    . 


   𝐶  =  𝐴  −  𝐵 


     [              1     3     −  7     2     2        2     −  4     1     7     4          ]   −    [              2     3  .  5     3     1     3        −  7     −  4  .  2     6     1     −  3          ]   =    [              −  1     −  0  .  5     −   10      1     −  1        9     0  .  2     −  5     6     7          ]   . 


     𝑐    𝑖  𝑗    =  𝛼  ⋅    𝑎    𝑖  𝑗   


   𝑗  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  𝑛  } 


   𝐶  =  𝛼  ⋅  𝐴 


   𝐶  =  𝛼  𝐴 


   5      [              1     3        2     −  4          ]   =    [              5      15          10      −   20           ]   . 


   𝑛  ×  𝑘 


   𝑚  ×  𝑘 


     𝑐    𝑖  𝑗    =    𝑎    𝑖  1      𝑏    1  𝑗    +    𝑎    𝑖  2      𝑏    2  𝑗    +  ⋯  +    𝑎    𝑖  𝑛      𝑏    𝑛  𝑗   


   𝑗  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  𝑘  } 


   𝐶  =  𝐴  𝐵 


     [              1     3     1        2     −  4     2          ]       [              1     3     2        2     −  4     1        1     4     5          ]   =    [              8     −  5      10         −  4      30       10           ]   . 


   𝐴  𝐵  =  𝐵  𝐴 


   𝐴  𝐵 


   𝐵  𝐴 


   𝐵  𝐴  ≠  𝐴  𝐵 


   + 


   − 


   ⋅ 


   𝛽 


   • 


   𝐴  +  𝐵  =  𝐵  +  𝐴 


   (  𝛼  +  𝛽  )  𝐴  =  𝛼  𝐴  +  𝛽  𝐴 


   𝛼  (  𝐴  +  𝐵  )  =  𝛼  𝐴  +  𝛼  𝐵 


   (  𝐴  +  𝐵  )  𝐶  =  𝐴  𝐶  +  𝐵  𝐶 


   𝐶  (  𝐴  +  𝐵  )  =  𝐶  𝐴  +  𝐶  𝐵 


   (  𝐴  +  𝐵    )  𝑇   =    𝐴  𝑇   +    𝐵  𝑇  


   (  𝛼  𝐴    )  𝑇   =  𝛼    𝐴  𝑇  


   (  𝐴  𝐵    )  𝑇   =    𝐵  𝑇     𝐴  𝑇  


    det     𝐴 


    det     𝐴  =    {              𝑎   11             gdy     𝑛  =  1  ,           𝑎   11      𝐴   11    +    𝑎   12      𝐴   12    +  ⋯  +    𝑎    1  𝑛      𝐴    1  𝑛             gdy     𝑛  >  1            


     𝐴    𝑖  𝑗   


   (  −  1    )    𝑖  +  𝑗   


    det       [              3     5        8     −   12           ]  


   |              3     5        8     −   12           | 


     |              3     5        8     −   12           |   =  3  (  −  1    )    1  +  1    (  −   12   )  +  5  (  −  1    )    1  +  2    8  =  −   76   . 


     𝐴    𝑖  𝑗      =   def    (  −  1    )    𝑖  +  𝑗      𝑀    𝑖  𝑗    , 


     𝑀    𝑖  𝑗   


    det       [              𝑎   11         𝑎   12            𝑎   21         𝑎   22          ]   =    𝑎   11      𝑎   22    −    𝑎   21      𝑎   12   


              det       [              𝑎   11         𝑎   12         𝑎   13            𝑎   21         𝑎   22         𝑎   23            𝑎   31         𝑎   32         𝑎   33          ]   =                 =    𝑎   11      𝑎   22      𝑎   33    +    𝑎   12      𝑎   23      𝑎   31    +    𝑎   13      𝑎   21      𝑎   32    −              −    𝑎   31      𝑎   22      𝑎   13    −    𝑎   32      𝑎   23      𝑎   11    −    𝑎   33      𝑎   21      𝑎   12      


   𝑖  ,  𝑗 


   𝑖  ,  𝑗  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  𝑛  } 


    det     𝐴  =    𝑎    𝑖  1      𝐴    𝑖  1    +    𝑎    𝑖  2      𝐴    𝑖  2    +  ⋯  +    𝑎    𝑖  𝑛      𝐴    𝑖  𝑛   


    det     𝐴  =    𝑎    1  𝑗      𝐴    1  𝑗    +    𝑎    2  𝑗      𝐴    2  𝑗    +  ⋯  +    𝑎    𝑛  𝑗      𝐴    𝑛  𝑗   


    det     𝐴  =    𝑎   11    ⋅    𝑎   22    ⋯    𝑎    𝑛  𝑛   


     |                𝑎   11         𝑎   12       ⋯     0     ⋯       𝑎    1  𝑛            𝑎   21         𝑎   22       ⋯     0     ⋯       𝑎    2  𝑛          ⋮     ⋮     ⋱     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑛  1         𝑎    𝑛  2       ⋯     0     ⋯       𝑎    𝑛  𝑛            |   =  0     oraz         |                𝑎   11         𝑎   12       ⋯       𝑎    1  𝑛            𝑎   21         𝑎   22       ⋯       𝑎    2  𝑛          ⋮     ⋮     ⋱     ⋮        0     0     ⋯     0        ⋮     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑛  1         𝑎    𝑛  2       ⋯       𝑎    𝑛  𝑛            |   =  0  . 


     |              𝑎   11       ⋯       𝑐  1      ⋯       𝑐  1      ⋯       𝑎    1  𝑛            𝑎   21       ⋯       𝑐  2      ⋯       𝑐  2      ⋯       𝑎    2  𝑛          ⋮     ⋱     ⋮     ⋱     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑛  1       ⋯       𝑐  𝑛      ⋯       𝑐  𝑛      ⋯       𝑎    𝑛  𝑛          |   =  0     oraz         |              𝑎   11         𝑎   12       ⋯       𝑎    1  𝑛          ⋮     ⋮     ⋱     ⋮          𝑐  1        𝑐  2      ⋯       𝑐  𝑛         ⋮     ⋮     ⋱     ⋮          𝑐  1        𝑐  2      ⋯       𝑐  𝑛         ⋮     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑛  1         𝑎    𝑛  2       ⋯       𝑎    𝑛  𝑛          |   =  0  . 


     |              𝑎   11         𝑎   12       ⋯       𝑎    1  𝑛          ⋮     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑖  1         𝑎    𝑖  2       ⋯       𝑎    𝑖  𝑛          ⋮     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑗  1         𝑎    𝑗  2       ⋯       𝑎    𝑗  𝑛          ⋮     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑛  1         𝑎    𝑛  2       ⋯       𝑎    𝑛  𝑛          |   =  −    |              𝑎   11         𝑎   12       ⋯       𝑎    1  𝑛          ⋮     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑗  1         𝑎    𝑗  2       ⋯       𝑎    𝑗  𝑛          ⋮     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑖  1         𝑎    𝑖  2       ⋯       𝑎    𝑖  𝑛          ⋮     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑛  1         𝑎    𝑛  2       ⋯       𝑎    𝑛  𝑛          |   . 


   𝑐 


     |              𝑎   11       ⋯     𝑐    𝑎    1  𝑗       ⋯       𝑎    1  𝑛            𝑎   21       ⋯     𝑐    𝑎    2  𝑗       ⋯       𝑎    2  𝑛          ⋮     ⋱     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑛  1       ⋯     𝑐    𝑎    𝑛  𝑗       ⋯       𝑎    𝑛  𝑛          |   =  𝑐      |              𝑎   11       ⋯       𝑎    1  𝑗       ⋯       𝑎    1  𝑛            𝑎   21       ⋯       𝑎    2  𝑗       ⋯       𝑎    2  𝑛          ⋮     ⋱     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑛  1       ⋯       𝑎    𝑛  𝑗       ⋯       𝑎    𝑛  𝑛          |  


     |              𝑎   11         𝑎   12       ⋯       𝑎    1  𝑛            𝑎   21         𝑎   22       ⋯       𝑎    2  𝑛          ⋮     ⋮     ⋱     ⋮        𝑐    𝑎    𝑖  1       𝑐    𝑎    𝑖  2       ⋯     𝑐    𝑎    𝑖  𝑛          ⋮     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑛  1         𝑎    𝑛  2       ⋯       𝑎    𝑛  𝑛          |   =  𝑐      |              𝑎   11         𝑎   12       ⋯       𝑎    1  𝑛            𝑎   21         𝑎   22       ⋯       𝑎    2  𝑛          ⋮     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑖  1         𝑎    𝑖  2       ⋯       𝑎    𝑖  𝑛          ⋮     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑛  1         𝑎    𝑛  2       ⋯       𝑎    𝑛  𝑛          |   . 


     𝑣  1   ,    𝑣  2   ,  …  ,    𝑣  𝑛  


   𝑣  =    𝑎  1     𝑣  1   +    𝑎  2     𝑣  2   +  ⋯  +    𝑎  𝑛     𝑣  𝑛  


     𝑎  1   ,    𝑎  2   ,  …  ,    𝑎  𝑛  


    det     𝐴  =   det       𝐴  𝑇  


    det   (  𝐴  ⋅  𝐵  )  =   det     𝐴  ⋅   det     𝐵 


    det       (    𝐴  𝑛   )   =      (   det     𝐴  )   𝑛  


     𝐴    −  1   


   𝐴    𝐴    −  1    =    𝐴    −  1    𝐴  =    𝐼  𝑛  


    det     𝐴  ≠  0 


     𝐴    −  1    =    1     det     𝐴    [    𝐴    𝑖  𝑗      ]  𝑇   , 


   [    𝐴    𝑖  𝑗    ] 


   𝛼  ≠  0 


   𝛼  𝐴 


     𝐴  𝑛  


    det   (    𝐴    −  1    )  =  (   det     𝐴    )    −  1   


       (    𝐴    −  1    )     −  1    =  𝐴 


       (    𝐴  𝑇   )     −  1    =      (    𝐴    −  1    )   𝑇  


   (  𝐴  𝐵    )    −  1    =    𝐵    −  1      𝐴    −  1   


   (  𝛼  𝐴    )    −  1    =    1  𝛼     𝐴    −  1   


       (    𝐴  𝑛   )     −  1    =      (    𝐴    −  1    )   𝑛  


       𝑚   


       𝑛   


     𝑥  1   ,    𝑥  2   ,  …  ,    𝑥  𝑛  


   {                𝑎   11      𝑥  1      +       𝑎   12      𝑥  2      +     …     +       𝑎    1  𝑛      𝑥  𝑛      =       𝑏  1           𝑎   21      𝑥  1      +       𝑎   22      𝑥  2      +     …     +       𝑎    2  𝑛      𝑥  𝑛      =       𝑏  2         ⋮     ⋮     ⋱     ⋮     ⋮          𝑎    𝑚  1      𝑥  1      +       𝑎    𝑚  2      𝑥  2      +     …     +       𝑎    𝑚  𝑛      𝑥  𝑛      =       𝑏  𝑚   ,           


     𝑎    𝑖  𝑗    ∈  ℝ 


     𝑏  𝑖   ∈  ℝ 


   (    𝑥  1   ,    𝑥  2   ,  …  ,    𝑥  𝑛   ) 


   𝐴  𝑋  =  𝐵  , 


   𝐴  =    [                𝑎   11         𝑎   12       …       𝑎    1  𝑛            𝑎   21         𝑎   22       …       𝑎    2  𝑛          ⋮     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑚  1         𝑎    𝑚  2       …       𝑎    𝑚  𝑛            ]   ,    𝑋  =    [                𝑥  1           𝑥  2         ⋮          𝑥  𝑛           ]   ,    𝐵  =    [                𝑏  1           𝑏  2         ⋮          𝑏  𝑚           ]   . 


   𝑋 


   𝐴  𝑋  =  𝐵 


     𝐴    (  𝑖  )   


    det     𝐴  ≠  0 


     𝑥  1   =   det       𝐴    (  1  )    /   det     𝐴  ,    …      𝑥  𝑛   =   det       𝐴    (  𝑛  )    /   det     𝐴 


    det     𝐴  =   det       𝐴    (  1  )    =   det       𝐴    (  2  )    =  ⋯  =   det       𝐴    (  𝑛  )    =  0 


    det     𝐴  =  0 


   {            𝑥  +  𝑦  +  𝑧  =  1             𝑥  −  𝑦  −  𝑧  =  1             2  𝑥  −  𝑧  =  3  .              


    det     𝐴  =  2 


    det       𝐴    (  1  )    =  2 


    det       𝐴    (  2  )    =  2 


    det       𝐴    (  3  )    =  −  2 


   𝑥  =  1 


   𝑦  =  1 


   𝑦  =  −  1 


   [  𝐴  |  𝐵  ]  =    [                    𝑎   11         𝑎   12       …       𝑎    1  𝑛            𝑎   21         𝑎   22       …       𝑎    2  𝑛          ⋮     ⋮     ⋱     ⋮          𝑎    𝑚  1         𝑎    𝑚  2       …       𝑎    𝑚  𝑛            |                   𝑏  1           𝑏  2         ⋮          𝑏  𝑚           ]  


   [    𝐴  ′   |    𝐵  ′   ] 


     𝐴  ′  


   [  𝐴  |  𝐵  ] 


     𝑤  𝑖   ↔    𝑤  𝑗  


   𝑐  ≠  0 


     𝑤  𝑖   ⋅  𝑐 


     𝑤  𝑖   +  𝑐  ⋅    𝑤  𝑗  


     𝑤  𝑖  


     𝑘  𝑖   ↔    𝑘  𝑗  


   𝑗  >  𝑖 


   𝑗  ≠  𝑖 


   {            3  𝑥  +  2  𝑦  +  4  𝑧  −   15   𝑡  =   17         5  𝑥  +  2  𝑦  +  5  𝑧  −   19   𝑡  +  2  𝑢  =   24         4  𝑥  +  𝑦  +  3  𝑧  −   12   𝑡  +  3  𝑢  =   17          


   [            3     2     4     −   15      0      17         5     2     5     −   19      2      24         4     1     3     −   12      3      17         ] 


   [            1     0     0     −  1     2     3        0     1     0     −  2     1     2        0     0     1     −  2     −  2     1        ] 


   {            𝑥  =  𝑡  −  2  𝑢  +  3             𝑦  =  2  𝑡  −  𝑢  +  2             𝑧  =  2  𝑡  +  2  𝑢  +  1             𝑡  ,  𝑢  ∈  ℝ              


   [  𝐴  |    𝐼  𝑛   ] 


   [    𝐼  𝑛   |  𝐵  ] 


   [            0     1     1     0        1     1     0     1        ] 


     ∼      𝑤  1   ↔    𝑤  2    


   [            1     1     0     1        0     1     1     0        ] 


     ∼      𝑤  1   −    𝑤  2    


   [            1     0     −  1     1        0     1     1     0        ] 


       [            0     1        1     1        ]     −  1    =    [            −  1     1        1     0        ]  


   𝐴  =    [            2     0     1        1     1     2        3     −  1     1        ]  


   [            2     0     1     1     0     0        1     1     2     0     1     0        3     −  1     1     0     0     1        ] 


   [            1     1     2     0     1     0        2     0     1     1     0     0        3     −  1     1     0     0     1        ] 


     ∼                𝑤  2   −  2    𝑤  1              𝑤  3   −  3    𝑤  1          


   [            1     1     2     0     1     0        0     −  2     −  3     1     −  2     0        0     −  4     −  5     0     −  3     1        ] 


     ∼      𝑤  2   ⋅  (  −  1  /  2  )   


   [            1     1     2     0     1     0        0     1       3  2      −    1  2      1     0        0     −  4     −  5     0     −  3     1        ] 


     ∼                𝑤  1   −    𝑤  2              𝑤  3   +  4    𝑤  2          


   [            1     0       1  2        1  2      0     0        0     1       3  2      −    1  2      1     0        0     0     1     −  2     1     1        ] 


     ∼                𝑤  1   −  1  /  2  ⋅    𝑤  3              𝑤  2   −  3  /  2  ⋅    𝑤  3          


   [            1     0     0       3  2      −    1  2      −    1  2         0     1     0       5  2      −    1  2      −    3  2         0     0     1     −  2     1     1        ] 


     𝐴    −  1    =    [              3  2      −    1  2      −    1  2           5  2      −    1  2      −    3  2         −  2     1     1        ]  
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Wstepne ustalenia

* 30h wyktadow, 30h ¢wiczen,
» zaliczenie ¢wiczen — dwa kolokwia,
» zaliczenie wyktadu — koricowy sprawdzian.

Cele, tematy zajed i inne szczegdty — sylabus (udostepniony na stronie WWW

WMIIT, takze w zespole wykfadowym Teams)

Materiaty pomocnicze, w tym prezentacje o ktdre oparty jest wykfad — odpowiedni
zespot na Teams. 4/388
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Okreslenie

funkcji pierwotnej
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Funkcja pierwotna

Funkcja F’ jest funkcja pierwotna funkcji f na przedziale I, jezeli

F’'(z) = f(z) dlakazdego z € I.

8/388
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Funkcja pierwotna

W przedziale (0, o) funkcja pierwotna dla f(z) = < jest F(z) = Inz. Dla tej
samej funkcji f funkcja pierwotna jest takze funkcja G(z) = C' + In z, gdzie
C jest dowolnie ustalong liczbg rzeczywistg (statg dla konkretnej funkcji GJ.
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Funkcja pierwotna

Przyktad

Skoro (') = tz'! w przedziale I w ktérym obie strony sa okreélone
(oczywiscie t = 0), to funkcjg pierwotna dla funkcji z'~! musi byc , inaczej

mowigc funkcja pierwotng dla x? jest xH ,oczywisciep #+ —1 a przed2|aJr na
ktdrym ta wtasnos¢ ma miejsce zalezny jest od p.
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Wtasnosci funkcji

pierwotnej
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Podstawowe twierdzenie o funkcjach pierwotnych

Niech F' bedzie funkcjg pierwotna funkcji f na przedziale I. Wtedy
. G(x) = F(x) + C, gdzie C € R, jest funkcjg pierwotng funkcji f na przedziale
 kazda funkcje pierwotna funkcji f na I mozna przedstawi¢ w postaci
F(x)+ C, gdzie C € R.

12/388
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Warunek wystarczajgcy istnienia funkcji pierwotnej

Jezeli funkcja jest ciggta na przedziale I, to ma w nim funkcje pierwotna.

Warunek powyzszy jest warunkiem wystarczajgcym, ale nie jest warunkiem
koniecznym. To oznacza, ze istniejg funkcje nieciggte majace funkcje pierwotne,

sq to jednak przypadki nieistotne na tym etapie rozwazan. -
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Definicja caftki

nieoznaczonej
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Definicja catki nieoznaczonej

Niech F' bedzie funkcjg pierwotng funkcji f na przedziale I. Catka
nieoznaczong funkcji f na przedziale I nazywamy zhidr funkcji

{F(z)+C: C€R}.

15/388
Catke nieoznaczong funkcji f oznaczamy symbolem f f(x) dx.
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Definicja catki nieoznaczonej

Formalnie wiec catka nieoznaczona na przedziale jest zbiorem funkcji
pierwotnych, praktyczny zapis wyglgda na przykfad

23
/dea:ZE—I—C’, CeR

lub po prostu

=2yx +C.
\/_ 16/388
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Oznaczenie dz, dt, d[zmienna|

Znaczenie dwuznaku dx bedzie jeszcze bardziej intuicyjne, gdy zapoznamy sie
Z pojeciem caftki oznaczonej, w tej chwili wazne jest by pamietaé, o kilku zasadach.

17/388
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Oznaczenie dzx, dt, d|zmienna]

* musi wystgpic¢ przy kazdej catce nieoznaczone;j,

po literce d wystepuje zmienna wzgledem ktérej liczymy pochodne, gdy
okreslamy funkcje pierwotnag,

symbol wystepuje po prawej stronie wyrazenia, moze wystgpic takze

w liczniku, wtedy po prawej stronie licznika,

* przy zapisie traktujemy ten dwuznak jako co$ co mnozy funkcje podcatkowa
(cho¢ znaku mnozenia nie stosujemy]. 8388
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Oznaczenie dz, dt, d[zmienna]

Prawidtowe zapisy:

3+ x)dx 3+x
$—|—3t dt, /—7
/( ) x2+1 \/332

Zapisy nieprawidfowe:;

3 d
/a;+3tdt, /—H z
35'2—1—1 19/388
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Wtasnosci catki

nieoznaczonej
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Wtasnosci catki nieoznaczonej

Pochodna catki nieoznaczonej
Niech funkcja f ma funkcje pierwotng na przedziale 1. Wtedy dla kazdego x € I

[ s@ad] = s

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez I * o
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska *x
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Wtasnosci catki nieoznaczonej

Przyktad

Niech f(x) = x° na dowolnie ustalonym przedziale. Wtedy

/f(x)dx:%6+0.

[ / f(@) dx]/ _ [%6 4 C]/ — 25 = f(a). .

Zatem
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Wtasnosci catki nieoznaczonej

Catka nieoznaczona pochodnej Niech funkcja f’ bedzie okreslona na przedziale
I. Wtedy dla kazdego x € 1

/f/ f(z)+ C, gdzie C € R.

23/388
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Wtasnosci catki nieoznaczonej

Przyktad

Niech f(x) = sinz. Wtedy f’(x) = cos z. Zatem

/f/(x)dx:/cosxda::sinx+C:f(g;)+C

7 24/388
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Catki nieoznaczone wazniejszych funkcji
elementarnych

-/Odas:C, r€eR;

xp+1
. /:vp dr = 1 + C, p € R\ {—1}, zakres zmienno$ci z zalezy od p;
p

1
. /de:1n|x|+0, z € R\ {0};

-/exda::ex—l—c, rzeR; e

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez '.~ * ".
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Catki nieoznaczone wazniejszych funkcji
elementarnych

-/axda:: a +C, a>0,a#FlLzeR
Ina

. /Sinxda::—cos:c—l—c, r €R;

. /cos:r;da::sin:c+0, rzeR;

26/388
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Catki nieoznaczone wazniejszych funkcji

elementarnych
d
/ S — —ctga+C, xtkmkeZ;
sin- x
dx T
. =t C, —+km ke
/cos%c gr + $#2+ e
d
. /1+xx2 —arctgz +C, z€R;
d
./ < > = arcsinz + C, |z| < 1. e
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Catki nieoznaczone wazniejszych funkcji
elementarnych

taczac wzor na f % dx ze wzorem na pochodng funkcji ztozonej dostajemy,
ze

),
(o) der =In|f(x)| + C.

28/388
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Catki nieoznaczone wazniejszych funkcji
elementarnych

d 1 2 1
/x ° 2/— ° dx=§ln(:1:2—i—1)—|—0.

2+ 1 2x24+1
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Catka funkcji f(az + b)

Wprost ze wzoru na pochodng funkcji ztozonej mamy nastepujacy fakt

Niech F' bedzie funkcjg pierwotng funkcji f. Wtedy

/fax—l—b F(ax—l—b) +C.

30/388
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Catka funkcji f(azx + b)

/sin(4:1: +5)dx = —i cos(dx +5) + C.
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Twierdzenie o liniowosci catki nieoznaczonej

Twierdzenie

Jezeli funkcje f i g maja funkcje pierwotne, to

. /(f(:lf)+g(a:)) d:z::/f(x)da:—l—/g:z: dz,

(x)
[ (@) =) do = [ f@)ds~ [ g(a)da,

+ [es@) do=c [ f@)dz, cer o
H Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez ;‘ : ‘:
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Twierdzenie o catkowaniu

przez podstawienie
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Twierdzenie o catkowaniu przez podstawienie

Jezeli
« funkcja f: I — R jest ciggta na przedziale I,
« funkcja g: J — I ma ciggtg pochodng na przedziale J,

o [ flo@)g(@)de= [ £(t)dt=F(®)+C = Flg(a)) +C.
gdzie F' jest dowolng funkcjg pierwotng funkcji f oraz C € R.

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez I * e
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Twierdzenie o catkowaniu przez podstawienie

Twierdzenie to jest ,odwrdceniem” reguty rézniczkowania funkcji zfozonej.
Praktyczny zapis:

/sin2 rcosxdr =

sinx =t | 9 _t3 _sin3a;
cosxd:g:dt‘_/t dt_§+0_ 3 +C.
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Twierdzenie o catkowaniu

przez czesci
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Twierdzenie o catkowaniu przez czesci

Twierdzenie

Jezeli funkcje f i g maja ciggte pochodne, to

[ 1@ @iz = f@g(@) ~ [ 1 @g()da

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez '.~ * ".
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska L
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Twierdzenie o catkowaniu przez czesci
Praktyczny zapis:

:xex—/exd:c:xex—ew+0.
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Twierdzenie o catkowaniu przez czesci

Czasem mozna to zastosowac nawet wtedy, gdy formalnie nie widac iloczynu
w funkcji podcatkowe;j:

/lnxd:t— ’f 1nx J;((x)) :m%

:xlnm—/dx:xlnx—a:+0.
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Plan wyktadu

Przydatne wtasnosci funkcji wymiernych
Catkowanie utamkow prostych pierwszego rodzaju
Catkowanie utamkow prostych drugiego rodzaju.
Algorytm catkowania funkcji wymiernych
Catkowanie funkcji z niewymiernosciami
Catkowanie wyrazen z funkcjami trygonometrycznymi

nii Europejskiej w ramac L . -
‘,‘ ,', o f‘k \f e Fundusze Europejskie Rzec lita Dof przez
esne technologie” FERS.01.05-IP.08-0319/23-00 dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska
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Przydatne wtasnosci

funkcji wymiernych
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Rodzaje funkcji wymiernych
p(z)

Funkcje wymierng w(x) = —<= nazywamy wtasciwaq, jezeli stopnie wielomiandw
T
p(x) oraz q(x) spetniajg warunek st.p(z) < st.q(x).

x
Jezeli st.p(x) > st.q(x), to funkcje wymierng w(z) = p(@) nazywamy

q()

niewtasciwa.

Uwaga. Kazdg funkcje wymierng niewtasciwg mozna przedstawi¢ w postaci sumy ..

wielomianu i funkcji wymiernej wtasciwe;j.
5 Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez = * .
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska x
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Utamki proste pierwszego i drugiego rodzaju

Funkcje wymierng wtasciwg postaci +— gdzien € Noraza, A € R,
x4+ a)”
nazywamy ufamkiem prostym pierwszego rodzaju.

Bz +C

(2 4+ bx + c)”
b,c,B,C € R, przy czym A < 0, gdzie A jest wyrdznikiem tréjmianu z2 + bz + ¢
nazywamy ufamkiem prostym drugiego rodzaju. 45/ 388

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez I * o
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Utamki proste pierwszego i drugiego rodzaju

Przyktad
5)

Funkcja

jest utamkiem prostym pierwszego rodzaju.
T
Funkcja 73,15 jest utamkiem prostym drugiego rodzaju.
T

5x
Funkcja —— nie jest utamkiem prostym.
z? —3x—4
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Rozktad funkcji wymiernej na utamki proste

Twierdzenie (o rozkYadzie funkcji wymiernej na utamki proste)

wymierna wtasciwa
p(z)

Kazda funkcja wymierna wfasciwa rzeczywista daje sie w sposob
jednoznaczny przedstawi¢ w postaci sumy utamkdéw prostych. Funkcja

ly + 1y + - + [, utamkéw prostych drugiego rodzaju, przy czym

an(@— 2, )F (@ — 2, )P (@ + b,z + &)l (@2 + b,z + ¢, )

jestsuma k; + k, + --- + k,. utamkdw prostych pierwszego rodzaju oraz

Fundusze Europejskie Rzec
dla Rozwoju Spotecznego Polska

POLITECHNIKA
LUBELSKA
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(kontynuacja tw. o rozktadzie funkcji wymiernej...)

Twierdzenie (kontynuacja)

« czynnikowi (x — x;)* odpowiada suma k; utamkéw prostych
pierwszego rodzaju postaci:

Ail Ai2 Aik-
r—z; (z—x;)? (z — )k
gdZie Ail,Ai27"'7Aiki E Rdlal E {1, 2, ...,7“}; 48/388
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(kontynuacja tw. o rozktadzie funkcji wymiernej...)

Twierdzenie (kontynuacja)

« czynnikowi (22 + b;x + cj)lj odpowiada suma [, utamkéw prostych
drugiego rodzaju postaci:

:c2 + bj:c ~|— cj (x2 + b;x + cj)2 (x2 + bz + cj)lj ’

gdzie le,B gl ,C 1,0 ,lej eRdlaje{1,2,...,s}. 49/388
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TechnoLogIeZ? LUBELSKA
Catkowanie utamkow
prostych pierwszego rodzaju
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Catkowanie utamkow prostych pierwszego rodzaju

Do obliczania catek z utamkdw prostych pierwszego rodzaju stosujemy wzory:

A
/ dr = Aln|x +a|+ C,
r+a

A _A
A I
/(x+a)”dm =)@ a1 T ¢ gdzien>2
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Catkowanie utamkow
prostych drugiego rodzaju.
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Catkowanie utamkow prostych drugiego rodzaju

Do obliczania catek z ufamkow prostych drugiego rodzaju stosujemy wzor:

/ Bx +C B/ 2+ b dot
(22 4 bx + )" x? 4+ bx +c)”

(0_7>/(x2+2li+c)n'

Pierwszg z catek po prawej stronie obliczamy za pomocg podstawienia

53/388

t=2x%+bx+ec.
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Catkowanie utamkoéw prostych drugiego rodzaju

Druga z catek, po sprowadzeniu tréjmianu 22 + bz + ¢ do postaci kanonicznej

b\? b2
(s43) +e= T

obliczamy za pomocg podstawienia

n b y / b2
r+ == c— —.
2 4 54/388
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Catkowanie utamkoéw prostych drugiego rodzaju

Jezelin = 1, to korzystamy ze wzoru

d
/a:zil =arctge + C.
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Catkowanie utamkow prostych drugiego rodzaju

Natomiast dlan > 2 stosujemy wzoér rekurencyjny:

/ dx x . 2n —3 / dx
(2 +1)» (2n —2)(x2+ 1)t 2n—2 ) (x241)7 !
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Algorytm catkowania

funkcji wymiernych

Projekt wsptfinansowany ze srodkéw Unii
FUNDUSZE EUROPE.
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Algorytm catkowania funkcji wymiernych

1. Funkcje wymierna niewtasciwg zapisujemy w postaci sumy wielomianu
i funkcji wymiernej wtasciwej.

2. Mianownik funkcji wymiernej wtasciwej rozktadamy na czynniki liniowe
i nierozktadalne kwadratowe.

3. Zapisujemy teoretyczny rozkfad funkcji wymiernej wtasciwej na utamki proste
pierwszego i drugiego rodzaju.

4, Znajdujemy nieznane wspofczynniki tego rozktadu.
5. Obliczamy catki poszczegdlnych skfadnikow rozkfadu funkcji, tzn. wielomianu g 5.5

i utamkdow prostych.
Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska
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Catkowanie funkgji

Z niewymiernosciami
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Catkowanie funkcji z niewymiernosciami

W przypadku, gdy funkcja jest postaci R(z, vax? + bx + ¢), gdzie R jest
wymierng funkcjg dwu zmiennych, mozemy stosowac podstawienia Eulera:

-\/aaz2—i—bx—|—c:\/5x—l—t, gdy a > 0,
-\/axz—i—bx-l—c:xt—i—\/z, gdy c > 0,

« Vaz?+br+c=
(r — zq)t, gdzie x, to jeden z dwu réznych pierwiastkéw tréjmianu.
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Catkowanie funkcji z niewymiernosciami
Uwaga!

Dla pewnych specjalnych postaci funkcji R istniejg metody znacznie
skuteczniejsze od podanych wyzej.
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Catkowanie

wyrazen z funkcjami
trygonometrycznymi
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Catkowanie wyrazen z funkcjami trygonometrycznymi

Dla wielu szczegdlnych postaci funkcji, w ktdrych wystepuja funkcje
trygonometryczne istniejg roznego rodzaju skuteczne podstawienia.

W ogdlnej sytuacji catke z funkcji R(sin T, CoSs a:) gdzie R jest funkcjg wymierng
dwu zmiennych, da sie sprowadzi¢ do catki z funkcji wymiernej podstawieniem
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Catkowanie wyrazen z funkcjami trygonometrycznymi

Dla tego podstawienia uzytecznymi formutami sa:
2t

1+ t2
1—¢2

14 ¢2
2 dt

e sinx =

® COST =

e dx =

14 ¢2
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Plan wykt{adu

Catka Riemanna

Warunki catkowalnosci

Wzor Newtona-Leibniza

Catka oznaczona i jej wiasnosci
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Catka Riemanna
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Podziat przedziatu
Niech f: [a,b] — R
Dzielimy przedziat na n przedziatéw dowolnie obranymi punktami z,, z,, ..., x,,_;

w taki sposodb, by
CL:330<ZE1 <"'<$n71 <.’En:b.

Ten konkretny podziat oznaczmy symbolem .

Niech najwigksza z réznic x,, ; — x; wynosi d(m) - nazywamy ja $rednicg podziatu.
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Podziat przedziatu

W kazdym podprzedziale [z, ,,x,] wybieramy jeden konkretny punkt, ktdry
oznaczamy literka &; i tworzymy sume iloczynow

fE (@) —x0) + [(&) (g —2y) + - + f(E) (2, — 7))
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Suma catkowa Riemanna

Przyjmujac oznaczenie Az, := x;, — z,_; sume te krétko zapisaé mozemy jako
n
> fl&)Az
=1
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LUBELSKA

y = f(z)

2l

e
et

%%

0 a &1 w1 a8 138 T4 a5 b T
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y = f(z)
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Zbieznos¢é ciggu sum Riemanna

Jezeli dla kazdego ciaggu podziatéw () takiego, ze

lim d(m,) =0

k—oo

istnieje niezalezna od wyboru punktéw &, skoriczona granica

75/388
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Catka oznaczona

b
Catke oznaczona zapisujemy symbolem / f(x)dx.

Funkcje f dla ktérej istnieje catka oznaczgna nazywamy funkcjg catkowalna.
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Warunki catkowalnosci

Projekt wspétfinansowany ze $rodkéw Unii Europejskiej w ramach
FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS)
POLLUB z nami nowoczesne technologie” FERS.01.05-1P.08-0319/23-00

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska

L] CBeisia

37

77/388




s L[ Ueersia
N

Warunki catkowalnosci

Twierdzenie

Funkcja ciggta w przedziale [a, b] jest w tym przedziale catkowalna.

Twierdzenie

Jezeli zbhiér punktdw nieciggtosci ograniczonej funkcji okreslone;j
w przedziale [a, b] jest pusty, skonczony, lub przeliczalny - to funkcja ta jest
catkowalna w przedziale [a, b]. 76188
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Warunki catkowalnosci

Przyktad

Niech f(z) = 22, x € [0, 1], zat6zmy, ze dzielimy przedziat nan > 1
podprzedziatdw, a punkt £, to punkty srodkowe przedziatéw. Wtedy
uzyskana suma Riemanna ma postac

=3 ((-3)8) F=w 5 (7-i+d).
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Warunki catkowalnosci

Przyktad (kontynuacja...)

Nastepnie, korzystajac z formuty

nn+1)2n+1)
Z@ ;

Yatwo wykazujemy, ze
lim S, = -

n—,oo
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Warunki catkowalnosci

Przyktad (kontynuacja...)

Rozwazana funkcja jest ciggta, a wigc catkowalna, wybdér punktéw &, nie
wpfywa na finalny wynik, ostatecznie wiec

1
1

/ x2dxr ==
. 3
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Warunki catkowalnosci

Przyktad

Jedna z funkcji, ktora nie jest catkowalna w sensie Riemanna

_ 0, gdyz€[0,1]\Q
f(x)_{l, gdy z € [0,1] N Q

J
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Warunki catkowalnosci

Twierdzenie

Jezeli f jest catkowalna na [a, b], to f jest takze catkowalna na kazdym
z podprzedziatéw domknigtych przedziatu [a, b].

Twierdzenie

Dodawanie funkcji catkowalnych oraz mnozenie funkcji catkowalnej przez
liczbe daje w wyniku funkcje catkowalna. 8e/988
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Wzor Newtona-Leibniza
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Wzor Newtona-Leibniza

Twierdzenie (Wzdor Newtona-Leibniza)

Niech f bedzie funkcja ciggfa na [a, b]. Niech F' bedzie dowolna funkcja taks,
ze F'(x) = f(x),dlax € (a,b). Wtedy

/ f(z)dxz = F(b) — F(a).

. J

b
Zamiast F'(b) — F(a) piszemy czesto [F(z)]® lub F(x)

a
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Catka oznaczona

i jej wrasnosci
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Catka oznaczona

b
Do tej pory przyjmowalismy, ze we wzorze / f(a:) dx jest a < b, gdyz definicja
a

dotyczyta catki na przedziale.
Rozszerzamy znaczenie symbolu catkowania takze na inne sytuacje przyjmujac:

b

f(x)dz

a
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Wtasnos$ci catki oznaczonej

Twierdzenie (o liniowos$ci catki oznaczonej)

Jezeli funkcje f i g sa catkowalne na przedziale [a, b], to

: / ’ (£(a) + (@) da = / ) da + / gl
: / ) =cto= / ’ fle) da— / o)

-/b(cf( a:—c/ f(z)dx, c € R 88/388
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Wtasnosci catki oznaczonej

Twierdzenie (0 addytywnosci catki oznaczonej wzgledem przedziatéw cat-

kowania)

Jezeli funkcja f jest catkowalna na przedziale [a, b] oraz ¢ € (a,b), to

/f m_/f m+/f
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Wtasnosci catki oznaczonej

Twierdzenie (o catkowaniu przez czesci)

Jezeli funkcje f i g maja ciagte pochodne na przedziale [a, b], to

[ 1@y @ do = f@g@l— [ £ @) dz
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Wtasnosci catki oznaczonej

Przyktad

27 . ’r_ 27 2m
/ rsinx dr = f—a:' fr= +/ cosz dr =
0 9 0

= —X COST

V= = =
g =Sz = COS T 0

= — 2.

) ©91/388
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Wtasnosci catki oznaczonej

Twierdzenie (o catkowaniu przez podstawienie)

Jezeli
- funkcja g: |[a,b] = [, 5] ma ciagta pochodna na przedziale [a, b],
- funkcja f jest ciggta na przedziale [, 5],

1o
g(b)
/ f(g x)dr = f(t)dt

g(a) 92/388
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Wtasnosci catki oznaczonej

Przyktad

2 _ t
2 Paisp s = 0l 4m 1 A 1
/ rsin(rz?)dz =|[ = [ ¢t :/ —sintdt = ——cost| =——.
L g 27 2T . m

2 | 4r
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LUBELSKA
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Catka niewtasciwa.
Zastosowania catek

dr Pawet Wlaz
Katedra Matematyki Stosowanej
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Plan wykt{adu

Catka niewtasciwa pierwszego rodzaju
Catki niewfasciwe drugiego rodzaju
Zastosowania geometryczne
Zastosowania w fizyce
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Catka niewtasciwa

pierwszego rodzaju
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Catka niewtasciwa na potprostej

Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale [a, +00). Catke niewtasciwg
pierwszego rodzaju funkcji f na [a, +00) definiujemy wzorem:

+Oof( dzZ lim / flz

T—+o00
a
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Przyktad

, s
—Nl[gnooarcth =5

* dz ) M dx
——— = lim ——— = lim arctgx
o x2 —+ 1 M—oco o x2 =+ 1 M—oc0o

‘M

0
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Catka niewtasciwa na potprostej

Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale (—oo, a]. Catke niewtasciwg
pierwszego rodzaju funkcji f na (—oo, a] definiujemy wzorem:

/a f(x) dxd—ﬂ lim af(a:)d:z:

-a—m>$
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Przyktad

dx
2 +1

/.

_ /0 dx
= lim — =
S——o0 g z24+1 s

= lim (—arctgS) = —

S——o0 2

lim arctgax
——00

‘0

S
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Catka niewtasciwa na potprostej

Jezeli granica po prawej stronie znaku rownosci jest wtasciwa, to mowimy, ze
catka niewtasciwa funkcji f jest zbiezna. Jezeli granica ta jest réwna +oo lub
—00, to mdéwimy, ze catka jest rozbiezna odpowiednio do +oo lub —oo. Jezeli
granica ta nie istnieje, to méwimy, ze catka jest rozbiezna.
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Catka niewtasciwa na proste;j

Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale (—oo, +00).
Catke niewtasciwg pierwszego rodzaju funkcji f na (—oo, +00) definiujemy

wzorem:
+0o

flz da;"_e"/ flz)dz + flx)dx

gdzie a oznacza dowolnie wybrang liczbe rzeczymsta. 102388
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Catka niewtasciwa na prostej

Zbieznos$é catki f_zo f(x)dx ustalamy w zaleznosci od zbieznosci catek

f_aoo f(z)dx oraz j:roo f(z)dz.

Jezeli catki [*  f(x)dx oraz f;oo f(x)dz sa zbiezne, to catka f_t:o f(x)dz jest
réwniez zbiezna. Jezeli chociaz jedna z catek [ f(z)dx, f;oo f(z)dz jest

rozbiezna, to catka f f(x)dx jest réwniez rozbiezna.
—00
103/388
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Catka niewtasciwa na proste;j

Przyktad

Na podstawie poprzednio pokazanych przyktaddéw mozemy zapisac, ze

Oodx_odcc+°°dsc_7r+7r_
22+l ) 22+ A 211 2 2 "
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Catki niewtasciwe

drugiego rodzaju
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Catki niewtasciwe drugiego rodzaju

Niech funkcja f okreslona na przedziale (a, b] bedzie nieograniczona tylko na
prawostronnym sasiedztwie punktu a. Catke niewtasciwqg drugiego rodzaju
funkcji f na (a, b] definiujemy wzorem:

b b
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Catki niewtasciwe drugiego rodzaju

Niech funkcja f okreslona na przedziale [a, b) bedzie nieograniczona tylko na
lewostronnym sasiedztwie punktu b. Catke niewtasciwqg drugiego rodzaju funkcji
f na [a, b) definiujemy wzorem:

b—e

/b f(x)dx £ lim f(x)dx.

e—0t
a
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Catki niewtasciwe drugiego rodzaju

Zbieznosc i rozbieznosc¢ catek niewtasciwych drugiego rodzaju okreslamy
analogicznie do zbieznosci i rozbieznosci catek niewfasciwych pierwszego
rodzaju.
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Zastosowania geometryczne ] I | (
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Pole trapezu krzywoliniowego

Pole trapezu krzywoliniowego.

Niech funkcje f oraz g beda ciggte na przedziale [a, b] oraz niech f(z) < g(z) dla
kazdego x € [a, b]. Wtedy pole trapezu krzywoliniowego D ograniczonego
wykresami funkcji f i g oraz prostymi x = a, x = b wyraza sie wzorem:

D1 = [ lo(w) — fa)) do
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Pole trapezu krzywoliniowego

Przyktad

Pole powierzchni zawartej miedzy wykresami funkcjiy = 4 — x? oraz Yy =3
dla x € [—4, 1] mozna obliczy¢ - ze wzgledu na to, ze w tym przedziale
pierwsza z funkcji ma wartosci wigksze lub rowne od drugiej — jako

1 3 2
3z

4— 22 3n)de = (4e - L 22

/4( T x)dz (x 3 2)

‘1 125
4 6
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Dfugosé ftuku krzywej

Niech funkcja f ma ciggtg pochodng na przedziale [a, b]. Wtedy dfugoscé krzywej
I' ={(z, f(z)): x € |a,b]} wyraza sig wzorem:

| = / VIT @R de.
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DYfugosé tuku krzywej

Przyktad

Rozwazmy krzywag y = T3 w przedziale [0, 4]. Dfugo$¢ tej krzywej wynosi

[T

1+ =t 104 431
9 _dt‘ / SVidt = 57,

27(\/1000 1) ~ 9.073 415.
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Objetosé bryty obrotowej

Niech funkcja nieujemna f bedzie ciggta na przedziale [a, b]. Niech T" oznacza
trapez krzywoliniowy ograniczony wykresem funkcji f, osig Ox oraz prostymi

x = a,r = b. Wtedy objetos$¢ bryty V powstatej z obrotu trapezu 1" wokét osi Ox
wyraza sie wzorem (sumowanie objetosci walcow o osi symetrii Ox):

b
V| :7'('/ f?(z)dz.
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Objetosé bryty obrotowej

Przyktad

Objetosc¢ stozka o wysokosci h i promieniu podstawy r» moze by¢ obliczona
jako objetos¢ figury, ktdra powstanie przez obrét dokota Ox trapezu
krzywoliniowego ograniczonego liniami
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Objetosc¢ bryty obrotowej

Przyktad (kontynuacja...)

Zatem objetosé ta wynosi

h 2
1
7r/0 %x dx—gwrzh

co potwierdza znany ze szkolnej geometrii wzor.
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LUBELSKA

Objetosc¢ bryty obrotowej

Przyktad

Objetosc¢ bryty obrotowej, ktora powstanie przez obréot dokota Ox trapezu
krzywoliniowego ograniczonego liniami

y:\/ga y:07 ZU:O, rx=4

4
7r/ rdxr = 8.
0
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Objetosé bryty obrotowej

Niech funkcja nieujemna f bedzie ciggta na przedziale [a, b]. Niech T" oznacza
trapez krzywoliniowy ograniczony wykresem funkcji f, osig Ox oraz prostymi

x = a,x = b. Wtedy objetosc¢ bryty V powstatej z obrotu trapezu T" wokét osi Oy
wyraza sie wzorem (sumowanie objetosci pierscieni walcowych]):

b
\4 :271'/ xf(x)dx.

a
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Objetosé bryty obrotowej

Przyktad

Objetosc¢ stozka o wysokosci h i promieniu podstawy » moze by¢ obliczona
jako objetos$¢ figury, ktéra powstanie przez obroét dokota Oy trapezu
krzywoliniowego ograniczonego liniami

y=h——z, y =0, x =0, r=r.
r
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Objetosc¢ bryty obrotowej

Przyktad (kontynuacja...)

Zatem objetosc¢ ta wynosi

" 1
27T/ x (h = Eax) dx = =7r?h
A r 3

co potwierdza znany ze szkolnej geometrii wzor.
120/388

Projekt wsps ze $rodkéw Unii js ach . " N
FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU sPuU(/NH 020212027 (FERS) Fundusze Europejskie Rzec a Dof S przez
"POLLUB z nami nowoczesne technologie” FERS.01.05-1P.08-0319/23-00 dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska



- b
T [0 EBeeis ™

TECHI‘IDLDQIEN

Objetosc¢ bryty obrotowej

Przyktad

Objetos¢ bryty ze slajdu 117 moze by¢ takze wyliczona poprzez obliczenie
objetosci figury ktéra powstanie przez obroét dokota Oy trapezu
krzywoliniowego ograniczonego liniami

y:a’,‘Q’ y:()’ x:O, =2

i odjecie jej od objetosci walca o wysokosci 4 i promieniu podstawy 3. 11/ 388
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Objetosc¢ bryty obrotowej

Przyktad (kontynuacja...)

Objetosc¢ wyniesie wiec

2 472
7722-4—27r/x'$2da::167r—277[%} = 87
0 0

co potwierdza poprzednio uzyskany wynik.
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Pole powierzchni obrotowej.

Pole powierzchni obrotowej.
Niech funkcja nieujemna f ma ciggtg pochodng na przedziale [a, b]. Wtedy pole

powierzchni X powstatej z obrotu wykresu funkcji f wokdt osi Ox wyraza sie

wzorem: ,
12| = 27r/ f@)v/1+[f (x)]?dx.
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Pole powierzchni obrotowej.

Pole powierzchni obrotowej.
Niech funkcja nieujemna f ma ciggtg pochodng na przedziale [a, b]. Wtedy pole

powierzchni X powstatej z obrotu wykresu funkcji f wokdt osi Oy wyraza sie

wzorem. b
5| :271'/ 1T @) da.
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Zastosowania w fizyce
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Zastosowania w fizyce

Wsréd podstawowych zastosowan catki oznaczonej w fizyce wymienimy

obliczanie:

masy tuku materialnego, momentu statycznego tuku materialnego, srodka

ciezkosci tuku materialnego, momentu bezwtadnosci Yfuku materialnego, pracy

sity wzdtuz odcinka, obliczanie przebytej drogi na podstawie predkosci.

W kazdym z tych przypadkdw sg to catki wynikajgce w naturalny sposob

z odpowiednich sum dla ,skoriczonych” odpowiednikdw. 126 / 388
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Zastosowania w fizyce

Przyktad

Wyznacz prace jaka wykonuje sita o wartosci rowne;j sile grawitacji, lecz
przeciwnie skierowana, przy przemieszczaniu ciata o masie m wzdtuz linii
sit pola grawitacyjnego, z punktu odlegtego o r; do punktu odlegtego o 7.
Odlegtosci podane od $rodka masy planety. M to masa planety, G — stata
grawitacyjna.
T2
p [mMCG, mMG— — mMG (- _ i.)
,r r rrl 7"2 127/388
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LUBELSKA

Metody numeryczne
obliczania catek

dr Pawet Wlaz
Katedra Matematyki Stosowanej
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Plan wyktadu

Obliczenia przyblizone w catkowaniu
Kwadratury oparte o wezty rownoodlegte
Inne kwadratury
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Obliczenia przyblizone

w catkowaniu
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Potrzeba obliczen przyblizonych przy catkach
oznaczonych

Potrzeba catkowania przyblizonego pojawia sig, gdy

» funkcja podcatkowa jest znana tylko w niektérych punktach, brak analityczne;j,
zwartej formuty obliczajgcej wartosci funkgiji,

« funkcja jest znana, jednak funkcja pierwotna jest trudna lub niemozliwa do
przedstawienia w postaci zwarte;.
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Potrzeba obliczen przyblizonych przy catkach
oznaczonych

Przyktad

Wiadomo, ze funkcje takie jak f(z) = e *°, f(z) = sina?, f(z) = ¢*" i wiele innych,
pozornie prostych funkcji — maja funkcje pierwotne (sg wszak ciggte] ale ich funkcje
pierwotne nie dadzg sie zapisa¢ za pomoca skonczonej liczby dziatan na funkcjach
elementarnych (wyktadniczych, potegowych, logarytmicznych, trygonometrycznych
i odwrotnych do nich). Jednoczes$nie wiele z nich odgrywa bardzo wazng role

w zastosowaniach inzynierskich i statystycznych.
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Potrzeba obliczen przyblizonych przy catkach
oznaczonych

Przyktad

Jako przykfad ,referencyjny” postuzy nam tzw. funkcja btedu Gaussa

e 2 v 2
erf(x) dzfﬁ e ¥ dt.
0

Funkcje te potrafig oblicza¢ metodami przyblizonymi pakiety dostepne
w kazdym jezyku programowania uzywanym w praktyce obliczeniowe;.

h . " .
FUNDUS, ',';a,[‘\'wﬂ Fundusze Europejskie Rzec lita Dof przez
"POLLUB /23 dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska
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Potrzeba obliczen przyblizonych przy catkach
oznaczonych

Przyktad (kontynuacja...)

W dalszych przykfadach bedziemy roznymi metodami obliczali wartosc¢
erf(1), ktéra zapisana na 25 cyfrach znaczacych wynosi

0.842700 792949 714 869 341 2206
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Jak dokonacé takiego przyblizonego obliczenia

Najprostszy pomyst, skonstruowanie sumy Riemanna dla podziatu przedziatu
0 bardzo matej srednicy (czyli o bardzo matej maksymalnej dfugosci
podprzedziatu) przy jakkolwiek ustalonej regule wybierania punktéw ;. Trzeba
tylko mie¢ nadziejg, ze taka suma bedzie bliska teoretycznej catce.
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Jak dokonac¢ takiego przyblizonego obliczenia

Pomys# bardziej wyrafinowany, to zastepowanie oryginalnej funkcji pewna
przyblizong, dajaca sie doktadnie catkowac funkcja. W takich sytuacjach, przy
pewnych zatozeniach daje sie nawet oszacowac popefniane btedy.
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Jak dokonac¢ takiego przyblizonego obliczenia

Obie te koncepcje mozna sprowadzi¢ do ogdlnego zapisu:

/a ) de = ZAJ@

dla odpowiednio dobranego n oraz ciagéw x,, z,, ..., ,,, 4;, A5, ... A,,.
Czasem wygodniejsze jest numerowanie od zera.
Formuty tego rodzaju nazywane sg kwadraturami. 138/388
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Kwadratury oparte

o0 wezty rownoodlegte
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Kwadratury oparte o wezty rownoodlegte

W kwadraturach tych przedziat [a, b] podzielony jest na n przedziatéw dtugosci

b—a
n

B =

140/388
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Ztozony wzor prostokgtow
We wzorze tym catke przyblizamy sumg Riemanna, jako reprezentanta
w podprzedziale przyjmujac punkt postaci

a+i1-h+a-h,

gdzie « jest dowolnie ustalong liczba z przedziatu [0, 1].

Dla o = 0 oznaczatoby to obliczanie wartosci funkcji w lewym koricu

podprzedziatu, dla o = 1 w prawym koricu.

Opcja ,sprawiedliwa” to a = 0.5. 141/388
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Ztozony wzor prostokagtow
Mamy wtedy

/ f(z)dz ~ hif(cw (i +0.5) - h).
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Ztozony wzor prostokagtow

Wiadomo, ze dla funkcji f majacej ciagta druga pochodna w [a, b] btad metody nie
moze przekroczyc¢

(b - a)3 ”
Sanz  max | f7 ()]
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Ztozony wzor prostokagtow
Oszacujmy tg metodg — przyjmujgc n = 6 — wartosc ze slajdu 135.

1 5

erf(1) ~ = —((0.:5+1)/6)* — ().8436632

(@)

Warto$¢ bezwzgledna réznicy miedzy obliczong wartoscig a wartoscig ze slajdu 144388

135 jest mniejsza niz 0. 001
| | i Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez
dla Rozwoju Spotecznego h Polska Unig Europejska
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Wzor trapezow

We wzorze tym bierze sie pod uwage jedynie skrajne wartosci funkcji w przedziale
- wartosé¢ w lewym koncu i wartos¢ w prawym koricu — przyblizajgc catke $rednig
z tych dwdéch wartosci pomnozong przez dfugosc¢ przedziatu, czyli

/ f(x)dr ~ fla) + f(b) ; f() (b—a).
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Wzor trapezow

Oczywiscie doktadnosé tak prostej metody nie moze by¢ duza, zwieksza sie jg
poprzez podzielenie przedziatu na n podprzedziatdw réwnej drugosci, w kazdym

z nich stosujgc metode trapezow. Po przeksztatceniach otrzymuje sie wtedy nowy
wzor, zwany zfozonym wzorem trapezow.
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Ztozony wzor trapezow
Niech h = (b — a)/n.

/a f(w)dx ~ h (M +if(a+ih))
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Ztozony wzor trapezow

Wtedy wartosc¢ bezwzgledna btedu aproksymacji nie przekracza

(b B CL)3 ”
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Ztozony wzor trapezow

Przyktad

Oszacujmy tg metodg — przyjmujac n = 5 — wartosc ze slajdu 135.

12 (1+e! &
erf(1) ~ ( +26 +) jez/W) — 0.8399297
i=1

5V

Warto$¢ bezwzgledna réznicy miedzy obliczong wartos$cia a wartos$cig ze slajdu ~ “7/**

135 jest mnlejsza n|z 0. 003
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Wzér Simpsona

We wzorze tym bierze sie pod uwage jedynie skrajne wartosci funkcji w przedziale

oraz warto$¢ w punkcie srodkowym. Oznaczmy h = b_T“

Formufta jest wyprowadzona poprzez utworzenie paraboli interpolujacej punkty
(a, f(a)), (a+ h, f(a+ h)) oraz (b, f(b)) i obliczenie doktadnej catki tej wrasnie
paraboli w przedziale [a, b).

[ f@yde ~ Sirta) + 4fta 1) + F0).
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Uzasadnienie wzoru Simpsona

Oznaczmy zy = a, x; = “T*b x, = b. Wtedy wielomian drugiego stopnia
w(x) interpolujacy wskazane na poprzednim slajdzie punkty moze by¢

zapisany jako

151/388
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Uzasadnienie wzoru Simpsona

Dowdd (kontynuacja...)

(x—fﬂl)(w T5) (T —xp) (@ — z)
i) (2o — xo)(% — ;)

Nastepnie pokazuje sie, ze

w(z) =

152/388
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Uzasadnienie wzoru Simpsona

Dowdd (kontynuacja...)

r—T ) x—x 1 b b
/a (( 1 2) dx:2h2[ (90—901)(93—£U2)dx:§,

—z1)(Tg — 23)
T — T, 1 b 4h
xl—xz)dx__ﬁ (x—xo)(x—mz)da:—?,
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Wzor Simpsona

Przyktad

Rozwazmy funkcje f(x) = ? — 5x + 1 w przedziale [1, 3]. Catka oznaczona
wynosi *728 co fatwo obliczamy analitycznie. Wzor Simpsona daje nam

1 —3+4-(-5)—5 —28
—(f(1 4 =
S(F(1) +4f(2) + £(3)) = : .
a wiec daje nam doktadny wynik, co zgadza sie z ideg tego wzoru. 154/ 388
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Wzér Simpsona

Oczywiscie doktadnosé tak prostej metody, bazujgcej na obliczeniu funkcji
zaledwie w trzech punktach nie moze by¢ duza. Dokfadno$c¢ zwieksza sie poprzez
podzielenie przedziatu na n podprzedziatdw rownej dtugosci, w kazdym z nich
stosujgc metode Simpsona. Po przeksztatceniach otrzymuje sie wtedy nowy wzor,
zwany ztozonym wzorem Simpsona.
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Ztozony wzor Simpsona

Niech h = (b — a)/n, zaktadamy parzysto$¢ niniechx, =a+h-i,i=0,1,...n.
W kazdym z przedziatéw postaci [z,,, 2z, ,| stosowany jest wzér Simpsona (dla
i=0,1,...,n/2 — 1) przez co uzyskuje sie

b n/2 n/2—1
[ fwde (f(a) FAY fan) 42 Y o) +f(b>>
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Btad ztozonej metody Simpsona

Wiadomo, ze dla funkcji f majacej ciagta czwartg pochodna w [a, b] btad metody
nie moze przekroczyc¢

(b—a) (4)
1801 aclat) [F5 ()]
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Btad ztozonej metody Simpsona

Przyktad

Oszacujmy tg metodg — przyjmujac n = 4 — warto$¢ ze slajdu 135. Biorac
n = 4 w tej metodzie oblicza sie wartosci w pieciu punktach

a = x,,T,Ty, T3, T, = b, odlegtos¢ miedzy sgsiednimi punktami to

h = 0.25. Mamy wiec o jeden punkt mniej niz w poprzednich rozwigzaniach
(metodg punktu Srodkowego oraz zfozong metodg trapezéw). Oznaczajgc

przez f(z) = \%e“’”z mamy
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Btad ztozonej metody Simpsona

Przyktad (kontynuacja...)

0.25

——(f(0) +4£(0.25) + 2f(0.5) + 4£(0.75) + f(1)) = 0.842736 1.

erf(1) ~ .

Wartosé bezwzgledna rdoznicy miedzy obliczong wartoscig a wartoscia ze
slajdu 135 jest mniejsza niz 0.000 04, a wiec polepszyta sie
kilkudziesieciokrotnie w stosunku do obliczen poprzednio rozwazonymi
metodami. o7/ese

J
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Przedziat z nieskoniczonq granicq

Sg metody catkowania numerycznego dotyczgce przedziatdw jednostronnie badz
obustronnie nieskonczonych, jednak czesto prostszym podejsciem jest
podstawienie sprowadzajgce przedziat nieskonczony do przedziatu skonczonego.
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Jak postepowaé w przypadku przedziatu
z nieskonczongq granicq

Przyktad

Obliczymy przyblizong wartosc¢
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Przedziat z nieskoniczonq granicq

Przyktad (kontynuacja...)

Aby zastosowac jedng z wczesniej poznanych metod przeksztatcimy catke:

—x

2 2 lnt 19 2

—e T dx = L et g — e

/0 ﬁe v ; / e /0 \/7_r15e
=
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Przedziat z nieskoniczonq granicq

Przyktad (kontynuacja...)

Catke w tej postaci mozemy juz przyblizy¢ na przyktad ztozong metodg
prostokatow z punktem srodkowym. Przyjmijmy n = 5, i niech

h(t) = Ze 0.

Wtedy szukana catka to w przyblizeniu

0.2 (h(0.1) + h(0.3) + h(0.5) + h(0.7) 4+ h(0.9)) = 0.998805 8
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Przedziat z nieskoniczonq granicq

Przyktad (kontynuacja...)

Metoda ta zostata wybrana nieprzypadkowo, bo jako jedyna z omdwionych
metod jest kwadraturg otwartg (nie uzywa koncéw przedziatu, w odrdznieniu
od kwadratur zamknietych).

Rzeczywiscie funkcji h(t) nie da sie obliczy¢ w zerze. Z drugiej strony funkcja
ta jest ciagta w przedziale (0, 1] oraz ma granice lim, . h(t) = 0 zatem
mozemy po prostu uzupetnic¢ definicje funkcji h tak by miata wartosé 0

w puncie 0. Wtedy mozemy swobodnie uzyc¢ takze na przykfad zfozonej
metody Simpsona.
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Przedziat z nieskoniczonq granicq

Przyktad (kontynuacja...)

Przyjmijmy dla tej metody n = 4.

Wtedy

12

/1 h(t) dt ~ i(h(O) + 4h(0.25) + 2h(05) + 4h(0.75) + h(1)) = 1.008 507.
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Przedziat z nieskonczonq granicq

Przyktad (kontynuacja...)

Na zakonczenie przyktadu dodam, ze na zupetnie innej — analitycznej -
drodze wykazuje sig iz
/ —e =% dy = 1.

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofi przez
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Inne kwadratury
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Sgsiednie punkty weztowe niekoniecznie muszq byé
w jednakowej odlegtosci

Istnieje cata grupa kwadratur — tzw. kwadratury Gaussa — ktore sg dokfadne dla
pewnej klasy funkcji i w ktorych optymalny uktad weztéw nie jest tak regularny jak
w poprzednio omdwionych kwadraturach. Materiat ten wykracza poza
zaplanowane ¢wiczenia, omoéwiony zostanie jeden przyktad takiej kwadratury.
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Kwadratura Gaussa-Czebyszewa

Jest to kwadratura w ktorej, dla ustalonegon > 1

/f Nk Z”k

gdzie x; = cos (2]‘7;1)”, dak=1,2,..,n.

2
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Kwadratura Gaussa-Czebyszewa

Okazuje sig, ze tak obliczona suma daje doktadng warto$é catki gdy f jest
wielomianem stopnia co najwyzej 2n — 1.
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Kwadratura Gaussa-Czebyszewa

Kazdy przedziat domkniety mozna prostym, na przyktad liniowym podstawieniem
sprowadzi¢ do przedziatu [—1, 1], wiec fakt, ze w takiej wtasnie formie podany jest
ten przedziat nie ogranicza stosowalnosci metody.

W praktyce nie uzywa sie bardzo wysokich stopni tej kwadratury; raczej dzieli sie
oryginalny przedziat na wiele podprzedziatéw, w kazdym z nich stosujac powyzsza
kwadrature. Jest to idea podobna do ztozonych wzordw, rozpatrywanych

wczesniej. m/see
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Kwadratura Gaussa-Czebyszewa

Rozwazmy f

. Tu akurat podstawienie liniowe nie bytoby madre, ze

wzgledu na postac funkcji wybierzemy raczej t = sin x wtedy dz = \/%,

czyli ostatecznie chcemy obliczyc¢

/2 7+51n z'
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Kwadratura Gaussa-Czebyszewa

Przyktad (kontynuacja...)

/1 1 dt

Tt /1—22

Jezeli przyjmiemyn = 3i f(t) = 7+t to zgodnie z omowiona metoda
przyblizamy catke przez

S(F(=V3/2) + £(0) + F(V3/2)) = 0.4534497.
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Kwadratura Gaussa-Czebyszewa

Przyktad (kontynuacja...)

Na zakonczenie przyktadu warto dodag, ze rachunki doktadne daja

/7’/2 dx o
[ ajp T+ sinz 43’
co zaokraglone do 7 cyfr znaczacych wynosi 0.453 449 8.
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Réownania rézniczkowe
ZwWyczajne

dr Pawet Wlaz
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Plan wykt{adu

Przyktady rownan rézniczkowych

Rownanie rézniczkowe zwyczajne,
rozwigzanie r.r.z.

Najprostsze rownanie rézniczkowe

Rownanie autonomiczne

Rownanie o rozdzielajgcych sie zmiennych
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Przyktady rownan

rézniczkowych
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Wyktadniczy wzrost populacji

Bakterie w Srodowisku o statych parametrach — rozmnazanie przez podziat. Po
czasie T nastepuje podziat, przybywa frakcja k dotychczasowego stanu, czyli
liczebno$¢ poprzednio obserwowane zostaje przemnozona przez (1 + k).

Jesli przez N (t) oznaczymy wielko$¢ populacji w chwili ¢, to

N(ty+i-T)=1+k)N(ty+(i—1)-T)

lub inaczej '
N(ty+i-T)=(1+k)N(ty) (1)

179 /388
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Wyktadniczy wzrost populacji

Traktujgc mase bakterii N(t) jako rzeczywistg funkcje rzeczywistego parametru ¢
(czasu)
At

N(t+ At)— N(t) = M?N(t)
lub inaczej N Af) - N ()
t+ At) — N(t W
= —=N(t
At T (*)
dla: =1,2,3,..., gdzie u jest pewnym wspdétczynnikiem zaleznym od k. 180/388
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Wyktadniczy wzrost populacji
Po przejsciu granicznym:

N(t). (2)

Rozwigzaniem jest funkcja N (t) = N(to)e%(t*to),
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Wyktadniczy wzrost populacji

Wida¢ wiegc, poréwnujac z formu#4a (1), ze nalezy przyjac takie u, by
(1+ k)t = e,

zatem p = In(1 + k).
Tego rodzaju wyktadniczy wzrost jest — przy spetnieniu odpowiednich zatozen
Srodowiska — potwierdzony eksperymentalnie!
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Wahadfo matematyczne

/ 183/388
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Wahadfo matematyczne

Rozwazenie sit dziatajgcych na ciato prowadzi do réwnania
m(lx)” = —mgsinx

gdzie [ oznacza dtugoscé nierozciggliwej nici, m to masa skupionego w jednym
punkcie ciata, g — przyspieszenie ziemskie. Brak oporow ruchu. Pochodne liczone
Sg po czasie, natomiast £ oznacza zalezny od czasu kat wychylenia, dodatni dla

odchylen w prawo, ujemny - w lewo. 194388
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Wahadfo matematyczne

Przy zatozeniu, ze katy sg mate x =~ sin x, a wiec
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Wahadfo matematyczne

Ostatnie z rownan ma tatwe do sprawdzenia rozwigzanie

2(t) = Asin (ﬁ-tﬂo)

gdzie A jest amplituda drgan za$ ¢ - fazg poczatkowa drgan.
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Réwnanie rézniczkowe
Zwyczajne, rozwigzanie r.r.z.
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Niech w pewnym zbiorze K C R™*? bedzie okreslona funkcja F; réwnanie
postaci

F(:L-, y7 y/7 M y(n)) = 0
nazywa sie rownaniem rozniczkowym zwyczajnym rzedu n
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Posta¢ normalnar.r.z.

Rownanie rédzniczkowe postaci

y™ = f(z,y,y, ...,y V)

nazywamy rownaniem o postaci normalnej
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Rozwigzanie rGwnania rézniczkowego

Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego
F(aj7 y7 y/’ b ’y(n)) = 0

nazywamy dowolng funkcje f n-krotnie rézniczkowalna, okreslong
w przedziale I, ze dla dowolnego x € I punkt

/
(Q?,f(il‘),f (I‘) ,f(n)(.’l?)) 190/388
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Rozwigzanie rGwnania rézniczkowego

Definicja (kontynuacja...)

nalezy do dziedziny funkcji F' oraz dla dowolnego « € I zachodzi

F (:c,f(x),f’(a:) ...,f(”)(sc)) =0
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Najprostsze rownanie

rozniczkowe
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Najprostsze rownanie réozniczkowe

Jest to rdGwnanie postaci
y = f(z),  fciagta
Jego rozwigzaniem jest rodzina funkcji

y:/f(x)d:c, x el
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Najprostsze rownanie rézniczkowe

Podobnie jak pozostate rownania rzedu pierwszego, czesto skojarzone
Z warunkiem poczgtkowym postaci

y(xo) = Yo>

dla ustalonych statych z, y,.
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Najprostsze rownanie rézniczkowe

Przyktad

Rozwazmy réwnanie

Y =—, z€[l,00), y(l)=5.

Gdyby pominag¢ warunek poczgtkowy, to rozwigzaniem bytaby rodzina funkcji
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Najprostsze rownanie réozniczkowe

Przyktad (kontynuacja...)

natomiast uwzglednienie warunku poczatkowego daje nam jednoznaczne
rozwigzanie
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Réwnanie autonomiczne
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Rawnanie autonomiczne

Jest to rdGwnanie postaci
y = fly),  fciagla.
Jesli istnieje y,,, dla ktérego f(y,) = 0, to dobrym rozwigzaniem jest funkcja stata

Y=1Yo-
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Rownanie autonomiczne
Pozostate rozwigzania uzyskamy rozwazajac (przy zatozeniu f(y) 7& 0)
dy
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Réwnanie autonomiczne

Przyktad

Dla réwnania
Yy =ay (4)
0gdlnym rozwigzaniem jest y = Ce**, (' € R. Rzeczywiscie,
y=0 (5)
jest rozwigzaniem, przez bezposrednie sprawdzenie. 200/388
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Rawnanie autonomiczne

Przyktad (kontynuacja...)

Jesli zatozymy, ze y #+ 0, to formuta (3) prowadzi nas do

dy
— = O
y

czyliln|y| + C, = ax,C; € R. Zatem
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Rownanie autonomiczne

Przyktad (kontynuacja...)

ly| = e2®=C1 = C,e, Cy, >0

Ostatecznie, usuwajgc znak wartosci bezwzglednej oraz biorgc pod uwage
(5) dostajemy
y = Ce®", CeRr.
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Rawnanie autonomiczne

Przyktad

Rownanie ze (2) jest szczegdlnym przypadkiem réwnania (4) dla o = %
Zatem jego ogolne rozwigzanie to

N(t) = Cett, CeR. 6)
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Rawnanie autonomiczne

Przyktad (kontynuacja...)

Jesli dodatkowo przyjmiemy, ze w chwili ¢, wielko$¢ populacji to N (t,), to
wstawienie do powyzszej rownosci tego warunku da nam

C = N(t,)e Th. (7)
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Réwnanie autonomiczne
Przyktad (kontynuacja...)
taczac formuty (6) i (7) mamy finalnie
N(t) = N(ty)ett )

czyli koncowg formute (2).
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Rownanie o rozdzielajacych

sie zmiennych

Projekt wspétfinansowany ze $rodkéw Unii Europejskiej w ramach
FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS)
POLLUB z nami nowoczesne technologie” FERS.01.05-1P.08-0319/23-00

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska

L] CBeisia

37

206/388




o
oLl [ osecsia

TECHNOLOQIEX
H gIe=]

Rdwnanie o rozdzielajacych sie zmiennych

Jest to réwnanie postaci
y = P(z)Q(y) P, Q -funkcje ciagte
Jesli istnieje y,, dla ktérego Q(y,) = 0, to dobrym rozwigzaniem jest funkcja stata

Y=Y
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Rownanie o rozdzielajacych sie zmiennych

Pozostate rozwigzania uzyskamy rozwazajac (przy zatozeniu Q(y) 7& 0)

dy = X T
@—/P”d
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Roéwnanie o rozdzielajacych sie zmiennych

Przyktad

Rozwazmy réwnanie

y-y +x=0
jest to rdGwnanie o rozdzielajgcych sie zmiennych, gdyz moze by¢
przedstawione jako

LUBELSKA

7 (FE
"POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-IP.08-0319/23-00

Fundusze Europejskie Rzec lita
dla Rozwoju Spotecznego Polska

przez
Unig Europejska

209/388




- b
Do Wk

TECHI‘IDLDQIE“

Rownanie o rozdzielajgcych sie zmiennych

Przyktad (kontynuacja...)

Oczywiscie i nigdy nie jest rowne 0, zatem jedyne rozwigzania uzyskamy

rozwigzujgc
/ydy :—/xdx

2 2

i
7——74-0174-7—01, C >0,

Rozwigzanie ogdlne jest wigc rodzing okregéw o $rodku w (0, 0).

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska

y2 $2

210/388




-
:/EDDLLZUMQ [)[ ] POLITECHNIKA
.’nouocaesnei/s . LUBELSKA
TECHNOLOQIEX ] -
® » e
oL
- .

. Dziekdje za uwgge
» . a” - .




:/./L_‘:%E%;EP [:][1 POLITECHNIKA

TECHNOLOQIEX
H gIe=]

LUBELSKA

Réownania rézniczkowe
zwyczajne (2)
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Plan wykt{adu

Rownanie jednorodne
Rownanie liniowe rzedu pierwszego

[

POLITECHNIKA
LUBELSKA
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dla Rozwoju Spotecznego
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Dofil
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Réwnanie jednorodne
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Réwnanie jednorodne

Jest to réwnanie postaci

y =P (%) , P - funkcja ciggta

Wygodnie jest je rozwigzywaé szukajac najpierw funkcji z(x), takiej, ze

ylr) = z(x) - =
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Réwnanie jednorodne

Wtedy
y =2 -x+z

‘x4 2= P(2)
uzyskane réwnanie ma rozdzielajgce sie zmienne.
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Rownanie jednorodne

Przyktad

Rozwazmy réwnanie

jednorodne.

y/

L] CBeisia

Y t
t+y

Po lewej stronie jest tylko pochodna, natomiast prawa zalezy tylko od
stosunku zmiennej zaleznej do zmiennej niezaleznej, zatem jest to rownanie

Projekt wsptfinansowany ze srodkéw Unii
FUNDUSZE EUROPE.
"POLLUB z nami nowoczesne technologie

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil
dla Rozwoju Spotecznego Polska
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Réwnanie jednorodne

Przyktad (kontynuacja...)

Podstawiajac
y==z-t, y =z -t+z

otrzymujemy — po uproszczeniach — nowe rownanie
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Réwnanie jednorodne

Przyktad (kontynuacja...)

Ostatnie réwnanie jest rownaniem o rozdzielajgcych sie zmiennych, ktére
rozwigzujemy poprzednio opisanym sposobem otrzymujac

=2(In|t| + C)

zatem
z=+2(n|t| +C) lub z=—/2(In|t|+ C).
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Roéwnanie jednorodne

Przyktad (kontynuacja...)

Ostatecznie wiec

y=1t/2(In|t[+C) lub y=—t\/2(ln[t|+C), dlaC eR.
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Rownanie liniowe

rzedu pierwszego
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Roéownanie liniowe rzedu pierwszego

Jest to rdGwnanie postaci

y =p(x)y +q(z), p, g — funkcje ciggte.
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Réwnanie liniowe rzedu pierwszego

Jedng z metod rozwigzywania jest znalezienie ogdlnego rozwigzania rownania
liniowego jednorodnego postaci

y' = p(x)y

To rownanie ma rozdzielajgce sie zmienne i w wyniku jego rozwigzania dostaniemy

funkcje postaci
C ' yl (a’:) 223/388
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Rdwnanie liniowe rzedu pierwszego

Nastepnie poszukujemy rozwigzania oryginalnego réwnania w postaci

y(z) = z(z) -y, (2)

Nowe réwnanie (ze zmienng niezalezng x i szukang funkcja z) jest rownaniem
o rozdzielajgcych sie zmiennych.
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Rownanie liniowe rzedu pierwszego

Przyktad

Rozwazmy réwnanie
y =—+z. (8)

Jest to rdwnanie liniowe.
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Rownanie liniowe rzedu pierwszego

Przyktad (kontynuacja...)

. Rozwigzanie rownania liniowego jednorodnego
Rownanie liniowe jednorodne
3y
o
jest rownaniem o rozdzielajgcych sie zmiennych, ktdre rozwigzujemy
omdwiona poprzednio metoda, uzyskujacy = C' - z3.

Y
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Roéwnanie liniowe rzedu pierwszego

Przyktad (kontynuacja...)

2. Uzmiennienie statej Rozwigzania oryginalnego réwnania (8) poszukujemy
w postaci
Yy=2z- -z, (9)

gdzie z jest nieznang funkcja.

.
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Roéwnanie liniowe rzedu pierwszego

Przyktad (kontynuacja...)

Wstawiwszy (9) do (8) dostaniemy - po uproszczeniach — réwnanie
1
[
T
zatem z = — + C' i ostatecznie rozwigzaniem (8) jesty = z° - (C — %)
C eR. 228/388
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Plan wykt{adu

Réwnanie Bernoulliego

Zagadnienie jednoznacznosci rozwigzania
Rodziny krzywych i rownania rézniczkowe
Réwnania rézniczkowe wyzszych rzedéw
Rownanie rézniczkowe liniowe rzedu n
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Rdownanie Bernoulliego
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Réwnanie Bernoulliego

Jest to rdGwnanie postaci

v =px)y+qlz)y, a#+0, a+1, p, q-funkcjeciggte

Przyjecie z(x) = y(:z:)l_o‘ sprowadzi rownanie do rownania liniowego
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Rownanie Bernoulliego
Przyktad
Rozwazmy zagadnienie poczatkowe
y —ycost =y?*cost, y(0)=1.

Jest to réwnanie Bernoulliego. Zauwazmy, ze ze wzgledu na warunek
poczatkowy mozemy odrzuci¢ rozwigzanie y = 0, zatem podstawiajac
z = y‘l i porzadkujgc otrzymujemy rownanie liniowe 254338

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska
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Roéownanie Bernoulliego

Przyktad (kontynuacja...)

z' + zcost = —cost. (10)

To rownanie rozwigzujemy klasyczng dla réwnan rézniczkowych liniowych
metoda.
Najpierw rozwigzemy jego wersje jednorodng

z +zcost=0
235/388
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Rdéownanie Bernoulliego

Przyktad (kontynuacja...)

uzyskujac rozwiazanie ogélne z = Ce %", nastepnie rozwigzania
réwnania (10) szukamy w postaci

co po wstawieniu do (10) daje

u’ = — coste’"t,

LUBELSKA

Projekt wspétfinansowany ze $rodkéw Unii Europe

FUNDUSZE EUROPE
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Rownanie Bernoulliego

Przyktad (kontynuacja...)

Z ostatniej réwnosci dostajemy u = —e®™* 4+ (, co daje nam rozwiazanie
ogdlne (10] jako .
z=Cesnt —1, C eR.

Zatem ogolne rozwigzanie oryginalnego réwnania (pomijajac y = 0) to

1
y= Ce—sint _ 1’ CeR. 237/388
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Réwnanie Bernoulliego

Przyktad (kontynuacja...)

Uwzgledniajac y(0) = 1 wyliczamy C' = 2, zatem rozwigzaniem zagadnienia
poczatkowego jest .

y= Qe—sint _ 1
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Zagadnienie

jednoznacznosci
rozwigzania
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Zagadnienie jednoznacznos$ci rownania r6zniczkowego

Przyktad

Rozwazmy zagadnienie poczatkowe

y =2v]yl, y4d)=1. (1

Ma ono nieskonczenie wiele rozwigzan.
240/388
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Zagadnienie jednoznacznos$ci rownania r6zniczkowego

Przyktad (kontynuacja...)

Rzeczywiscie, Ytatwo sprawdzic, ze jesli pominiemy warunek poczatkowy, to
kazda z funkcji

y=0, zeR,
y=(z—C)?% x>C, C eR, oraz
y=—(r—0C)?, z<C, CeR
spetnia — dla dowolnego = € R - réwnanie y’ = 24/|y|. 201/ 388
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Zagadnienie jednoznacznos$ci rownania rézniczkowego
Jesli dotgczymy warunek poczatkowy, to rzecz jasna funkcja
y=(x—3)%xz>3

jest poprawnym rozwigzaniem. Ale nie ona jedna, zwfaszcza, gdy nie postawi
sie ograniczen co do dziedziny funkgcji.
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Zagadnienie jednoznacznos$ci rownania rézniczkowego

Przyktad (kontynuacja...)

Kazda z funkcji
—(z —a)?, dlax € (—o0,a),
y=10, dlax € [a,3),
(x —3)?, dlaz € [3,00).
przy dowolnie ustalonej wartosci a < 3 jest funkcjg ciggtg i rozniczkowalng
spefniajgcag postawione zagadnienie poczatkowe.

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska
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Zagadnienie jednoznacznos$ci rownania r6zniczkowego

Twierdzenie

Zagadnienie poczatkowe
vy = flz,y), y(xo) =0

w ktérym funkcja f oraz jej pochodna czastkowa sa okreslone i ciggte na

obszarze D C R?, ma doktadnie jedno rozwigzanie dIa dowolnego
(x07y0> € D 244 /388
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Zagadnienie jednoznacznos$ci rownania r6zniczkowego

Przyktad

W przypadku przykfadu z réwnaniem

y =2y/ly|

pochodna o ktérej mowa w twierdzeniu wynosi
1
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Zagadnienie jednoznacznos$ci rownania rézniczkowego

Przyktad (kontynuacja...)

Zatem jednoznacznos$¢ uzyskamy ograniczajac sie do tych obszarow
w ktérych y # 0. Na przyktad w przedziale = € (3, c0) funkcja

y=(z—3)

jest jednoznacznym rozwigzaniem zagadnienia (11).
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Rodziny krzywych

i rownania rozniczkowe
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Rodzina krzywych

Jezeli rownanie
O(z,y,C)=0

dla dowolnej wartosci C' z pewnego przedziatu okresla krzywa, to rownanie
to nazywane jest rownaniem rodziny krzywych.
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Rodzina krzywych

yr —C =0, C >0,

jest rodzing hiperbol y = % potozonych (C > 0) w i lll éwiartce uktadu
wspotrzednych.
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Rodzina krzywych

Przyktad

2

b2+y ~1=0, b>0,

jest rodzing elips o $rodku w (0, 0), osiach réwnolegtych do osi uktadu
wspotrzednych oraz o dfugosci potosi pionowej 1.

J
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Rodzina krzywych

r+y—C=0, CeR.

jest rodzing wszystkich prostych réwnolegtych do prostej y = —=x.
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Rodzina krzywych
Naturalng postacia rodziny krzywych jest czesto rdwnanie rézniczkowe.

Po zrézniczkowaniu réwnania rodziny, otrzymujemy dwa zwigzki w ktérych
wystepuja z, v,y , C. Wyliczajac z jednego z nich C' i wstawiajac do drugiego
otrzymamy jeden zwigzek w ktdrym wystepowac beda x, y, ¢y’ — a wiec réwnanie
rézniczkowe. W szczegdlnym przypadku (jak na poprzednim slajdzie) C' moze

nawet znikng¢ po wykonaniu rézniczkowania.
252/388
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Rownanie rézniczkowe rodziny krzywych

Przyktad

Po zrézniczkowaniu réwnania
r+y=C
otrzymujemy réwnanie
y =—1
ktore oczywiscie okresla wszystkie proste rownolegfe do prostej y = —x. 253/388
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Rodzina krzywych ortogonainych

Rodziny krzywych
O(z,y,C)=0

oraz
U(z,y,D)=0

sg ortogonalne, jezeli w kazdym punkcie przecigecia dwu krzywych z réznych
rodzin, krzywe te tworzg miedzy sobg kat prosty.

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez I * e
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska L
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Rodzina krzywych ortogonalnych

Kat przeciecia sie krzywych rozumiany jest jako kat pomiedzy prostymi
stycznymi do poszczegolnych krzywych w punkcie przeciecia.
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Rodzina krzywych ortogonainych

Jezeli

jestréwnanmnwréanzkowynwrodmnyl«zywychtoréwnanmréznmzkowe
rodziny krzywych ortogonalnych ma postac

1
F <$,y, __,>
Y

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska

256/388




- b
Do Wk

TECHI‘IDLDQIEx

Rodzina krzywych ortogonainych

Zaleznosc¢ ta wynika ze znanej ze szkoty Sredniej wtasnosci prostych
prostopad+tych:iloczyn ich wspdtczynnikéw kierunkowych wynosi —1.

257/388

Projekt wspétfinansowany ze $rodkéw Unii Europejskiej w ramach
FUNDUSZE EUROPE. U Si
"POLLUB 2 nemi nowoczesne technologie” FERS 01.05-IP.08-0319/23-00

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofi przez
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska




® /(_— nami
I'IULIJCICEESI'IE)

TECHI‘IDLDQIEx

$2+y2_

jej réwnanie rézniczkowe to

r>0

x+y-y =0.

[

Rodzina krzywych ortogonailnych — przyktad

Przyktad

Rozwazmy rodzing okregdéw o $rodku w (0, 0):

POLITECHNIKA

LUBELSKA
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Rodzina krzywych ortogonalnych - przyktad

Przyktad (kontynuacja...)

Wynika z tego, ze rodzina ortogonalna powinna spetnia¢ réwnanie

x—ng

y/
Rozwigzaniem ogolnym tego réwnania jest

y=0C"-z, CeR
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Rodzina krzywych ortogonailnych - przyktad

Przyktad (kontynuacja...)

Zatem rodzing krzywych ortogonalnych jest w tym wypadku zbidr wszystkich
prostych przechodzgcych przez poczatek uktadu wspdétrzednych (proste;j
x = 0 nie da sie oczywiscie przedstawi¢ jako funkcji zmiennej niezaleznej x).
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Rodzina krzywych ortogonailnych — przyktad

Przyktad

Rozwazmy rodzine elips o $rodku w (0, 0), osiach symetrii pokrywajacych sie
z osiami ukfadu wspotrzednych i o stosunku dfugosci potosi pionowej do
poziomej wynoszacym %. Mozna te rodzine przedstawic jako

— k== C >0.
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Rodzina krzywych ortogonalnych - przyktad

Przyktad (kontynuacja...)

Rodzina ta spetnia wiec réwnanie rézniczkowe

x 2y
— 4+ == =0,
8 9
zatem rodzina ortogonalna spetnia rownanie
T 2
T2 .
8 gy/ 262/388
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Rodzina krzywych ortogonalnych - przyktad

Przyktad (kontynuacja...)

Rozwigzaniem tego ostatniego réwnania jest

y=C-|z|¥, Ce€R
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Rodzina krzywych ortogonainych - przyktad

—6 —4 -2 0 2 4 6
264 /388
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IIustraCJa kllku krzywych z obu rodzin przeanalizowanego przyk*adu
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Roéwnania rézniczkowe

wyzszych rzedow
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Réwnania rézniczkowe wyzszych rzedow
W wielu zagadnieniach wystepuje potrzeba rozwazenia rdwnan rézniczkowych
wyzszego rzedu, tzn rownan

F($7 y? y/7 cee 7y(n)) = O

badz uktaddw takich rownan. W niektorych przypadkach —jak rownania liniowe

o statych wspotczynnikach - istniejg jasne algorytmy rozwigzywania.

W niektorych przypadkach mozna obnizyé rzad réwnania. Na 0gdt sg one trudne
do analitycznego rozwigzania — pozostajg metody numeryczne.

rach
o ERS) Fundusze Europejskie Rzec lita Dofi przez
19/23-00 dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska

266/388




- b
Do Wl

€.
TECHﬂDLDgIE_\.

Réwnanie 4™ = f(z)
Rozwigzanie polega na catkowaniu (ktore obniza rzgd réwnania o 1). Po n-krotnym
catkowaniu otrzymujemy réwnanie w ktérym nie wystepuje pochodna, ale
wystepuje n statych dowolnych. Dokfadniej bedzie ono postaci

y(x) =(x) + Cz™ t + Cox™ 2+ ...C,

267/388
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Réwnanie y'™ = f(z)

Przyktad

Rozwazmy réwnanie y” = sin 2.
Po jednokrotnym catkowaniu: y” = —% cos 2z + C}.

Nastepne catkowanie: iy’ = —i sin 2z + Cx + C,,.
Nastepne catkowanie: y = —% cos 2x + C’l%z + Cyz + C.

268/388

Projekt wspétfinansowany ze $rodkéw Unii Europe
FUNDUSZE EUROPE.
"POLLUB z nami nowoczesne technologie’

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofi przez
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska




- b
Do Wk

€.
TECHI‘IDLDQIE_\.

Réwnanie y<“> _ f(x,y(k)7y(k+1)7 ,y(n—1)>

W réwnaniu tym podstawienie z = y(’“) sprowadza zagadnienie do réwnania rzedu
(n — k:) Po jego rozwigzaniu otrzymamy rownanie poprzednio rozwazanego typu
(dla rzedu k)
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Rownanie y'™ = f(z,y®), y*F+) . oD

Przyktad

W réwnaniu y” + y” — x° = 0 obnizamy jego rzad poprzez podstawienie

Wtedy mamy
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Réwnanie y(® = f(xz,y®, g+ . yn=1)

Przyktad (kontynuacja...)

To ostatnie rownanie mozemy rozwigzac¢ znanymi metodami dla réwnan
rzedu pierwszego (réwnanie liniowe). W wyniku otrzymamy

2z = x° — 5x* + 2022 — 60x2 + 120z — 120 + Ce™=.
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Réwnanie y(®) = f(xz,y®, g+ . yn=1)

Przyktad (kontynuacja...)

Nastepnie rozwigzujemy réwnanie
y” = x° — bzt + 2023 — 602% + 120z — 120 + Cie°.

czyli rownanie takiego typu jak na slajdzie 267.

272/ 388

rojekt wspétfinansowany ze érodkow Unii Europejskiej w ramach . . y
5 7 (FERS) Fundusze Europejskie Rzec a Dof przez
"POLLUB z nami nowoczesne technologie” FERS.01.05-1P.08-0319/23-00 dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska




- b
Do Wk

TECHI‘IDLDQIEN

Rownanie y'™ = f(z,y*), y*F+D) . ¢n=1)

Przyktad (kontynuacja...)

Ostatecznym wynikiem jest

1 1

C,,C,,C; €R.
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Réwnanie rézniczkowe
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Rownanie rézniczkowe liniowe rzedu n

Rozwazmy odwaznik o masie m zawieszony na sprezynie. Dfugosc¢ sprezyny
bez obcigzenia wynosi [. Pomijajac mase sprezyny i opér powietrza wyznacz
potozenie odwaznika jako funkcje czasu po wychyleniu go od potozenia
rownowagi.
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Réwnanie rézniczkowe liniowe rzedu n
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Rownanie rézniczkowe liniowe rzedu n

Przyktad powyzszy prowadzi do rownania postaci

Yy +ky=0
Jego rozwigzaniem jest funkcja
y(t) = Asin(kt + @)
A - amplituda
@ — faza poczatkowa
Réwnanie to jest przykfadem réwnania liniowego rzedu drugiego (o statych

wspoétczynnikach, jednorodnego) 277/ 388
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Rownanie rézniczkowe liniowe rzedu n

Rownaniem rézniczkowym liniowym rzedu n nazywamy réwnanie postaci

Y™+ py (2)y" Y + py(2)y" P + ..+ p, (z)y = h(z)
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Rownanie rézniczkowe liniowe rzedu n

Twierdzenie

Jezeli wszystkie znane funkcje wystepujace w powyzszej definicji sg ciggte

w przedziale (a, b) to dla kazdego ukfadu wartosci
(Zo, fos f15-+ 5 fne1) € (a,0) X R™
zagadnienie poczgtkowe
y™ 4+ py (@)y ™Y 4 pa(2)y" ) 4 4 py(2)y = h(z)
y(xo) = fo, ¥ (xo) = f1, -y V(wg) = fra

ma doktadnie jedno rozwigzanie, okreslone w przedziale (a, b).

POLITECHNIKA

LUBELSKA

Projekt w.
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Rownanie rézniczkowe liniowe rzedu n

Przyktad

Dla réwnania potozenia odwaznika y” + k*y = 0 (slajd 277) przez wstawienie
sprawdzamy, ze
y = Asin(kt + @) (12)

jest rozwigzaniem.

Narzucenie warunkéw poczatkowych na wartosé y(t,) oraz y'(t,) narzuci
warunki prowadzace do wyliczenia statych A, ¢, wiec ze wzgledu na
twierdzenie z poprzedniego slajdu — innych rozwigzan niz (12) nie ma. FEOUSEE
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Numeryczne metody
rozwigzywania rownan
rozniczkowych
zwyczajnyh

dr Pawet Wlaz
Katedra Matematyki Stosowanej
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Potrzeba obliczen numerycznych przy rozwigzywaniu
rownan rézniczkowych
Potrzeba przyblizonego rozwigzywania réwnan moze wynikac z
» zawitego zwigzku pomiedzy pochodnymi, funkcjg i zmienng niezalezng
» zbyt trudnych catek, ktére pojawityby sie w przypadku pokonania innych
trudnosci.

Problemy pojawiajgce sie przy rozwigzywaniu réwnan roézniczkowych daleko
wykraczajg poza problemy w samym tylko obliczaniu catek oznaczonych, dlatego
zagadnieniom tym poswieca sie specyficzne metod numeryczne.

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska
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Potrzeba obliczen numerycznych przy rozwigzywaniu
rownan rézniczkowych

Przyktad

Rozwazmy réwnanie
, _ ysin(y+z)

(VB+1)”

Nie jestesmy w stanie rozwiktac tego zwigzku, tym niemniej, dla kazdego
konkretnego x i y mozemy obliczy¢ pochodna 3. 286/388
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Potrzeba obliczen numerycznych przy rozwigzywaniu
rownan rézniczkowych

Przyktad (kontynuacja...)

To daje mozliwos¢ przyblizonego obliczenia wartosci y dla nieco
powiekszonego = + h, przy bardzo matym h. W ten sposéb mozna
.rozbudowac” rozwigzanie. Rozwigzaniem przyblizonym bedzie po prostu
uktad przyblizery warto$ci y dla z = z, x, + h, xy + 2h, .... Jesli uzyjemy
rozsgdnej metody do wyliczania przyblizonych wartosci oraz rozsadnie
ma+tych wartosci h, to uzyskane obliczenia moga byé wartosciowe. 287/388
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Potrzeba obliczen numerycznych przy rozwigzywaniu
rownan rézniczkowych
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Projekt wspotfinal

Pole warto$ci pochodnych dla réwnania z przyktadu, y(0) = 5
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Potrzeba obliczen numerycznych przy rozwigzywaniu
rownan rézniczkowych
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Projekt wspotfinal

Pole wartosci pochodnych dla réwnania z przyktadu, y(0) = 4.6
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Zatozenia
W wyktadzie tym przyjmiemy, ze rownanie dane jest poprzez
y = flz,y),  ylzy) =y

Ponadto bedziemy zak+tadali, ze w rozpatrywanym obszarze spetnione sg -

omowione wczesniej — warunki jednoznacznos$ci rozwigzania, oraz, ze interesuje

nas przyblizenie wartosci szukanej funkcji y w punktach

Ty, Lo + h, x5 + 2h, ...z, + nh, dla pewnego h > 0. 200, a5

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska
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Nazwy zmiennych

Czesto zmienng niezalezng rownania rozniczkowego jest czas, dlatego w wielu
opracowaniach mozna sie spotkac¢ z oznaczeniem ¢ dla zmiennej niezalezne,j.
Wtedy zmienna zalezna zwykle oznaczona jest poprzez x. Zatem ustalenia

z poprzedniego slajdu przyjety by postac

' = f(t,z), x(ty) = x,

szukamy warto$ci funkcji x w punktach t,, t, + h, t, + 2h, ... t, + nh, dla pewnego
h > 0.

291/388
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Btad lokalny i btad globalny

W metodach tego rodzaju wyrodznia sie kilka rodzajow bteddw. Skoncentrujemy sie
na dwach z nich.

Btad lokalny metody przyblizonej rozwigzywania rownania rézniczkowego
zwyczajnego to réznica miedzy obliczonym w danym kroku metody
przyblizeniem x(t + h) a doktadnym rozwigzaniem rownania rézniczkowego,

ktére przechodzitoby przez punkt (¢, x(t)).
292/388
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Btad lokalny i btqgd globalny

Btgd globalny metody przyblizonej rozwigzywania rownania rézniczkowego
zwyczajnego w punkcie t, + ¢ - h to réznica migdzy obliczonym przyblizeniem
wartosci x(t, + ¢h) a doktadnym rozwigzaniem réwnania rézniczkowego

w punkcie t = ¢, + ih, ktdére przechodzitoby przez punkt poczatkowy (to, :1:0).
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Metoda Eulera
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Metoda Eulera

Metoda ta bazuje na odrzuceniu we wzorze Taylora wyrazéw z pochodnymi rzedu
wyzszego niz jeden, czyli na przyblizeniu:

x(t+h)~zt)+h- o

gdzie z’ = f(¢t, x).

295/388
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Metoda Eulera
Zatem algorytm wyznaczajgcy wartoscidlat, +th, ¢ =0,1,...n mozna opisac
nastepujaco

dlai=1,2,..n:
t=t,+(i—1)h
x(t+h)=x(t)+ f(t,x(t)) - h

296/388
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Metoda Eulera — przyktfad

Przyktad

Rozwazmy réwnanie
' =x—t, z(0) =3

Przyjmijmy n = 8, h = 0.25. Zatem rezultatem obliczen bedzie cigg wartos$ci

2(0.0),2(0.25), 2(0.5), 2(0.75), 2(1.0), 2(1.25), x(1.5), (1.75), 2(2.0).

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofi przez
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska
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Metoda Eulera — przyktfad

Przyktad (kontynuacja...)

Rzecz jasna mozemy tatwo znalez¢ rozwigzanie analityczne zadania (bo to
réwnanie liniowe); to po to, by na tym przyktadzie zaocbserwowac jakos$c¢
rozwigzania.

Rozwigzanie ogdlne rownania rézniczkowego to

z(t)=Ce'+t+1, CeR

a po uwzglednieniu warunku z(0) = 3 mamy z(t) = 2e* +t + 1.

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska
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Metoda Eulera — przykfad

Przyktad (kontynuacja...)

Ponizsza tabela prezentuje wynik dziatania metody Eulera, poréwnanie jej
z doktadnym rozwigzaniem oraz wyliczenie bteddéw lokalnych i globalnych.

299/388
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Metoda Eulera - przyktad

Przyktad (kontynuacja...)

t met. Eulera btad lok. rozw. dokt. btad glob.

0.25 3.75 —0.068 051 3.818 051 —0.068 051

0.5 4.625 —0.085 064 4.797443 —0.172443

0.75 5.656 25 —0.106 329 5.984 —0.32775

1.0 6.882 812 —0.132912 7.436 564 —0.553 751

1.25 8.353516 —0.166 14 9.230 686 —0.87717

1.5 10.129 395 —0.207675 11.463 378 —1.333984

1.75 12.286 743 —0.259 593 14.259 205 —1.972 462 300/388
2.0 14.920 929 —0.324 492 17.778 112 —2.857 183 |
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Metoda Eulera — przyktfad

Przyktad (kontynuacja...)

Jak wida¢ btedy globalne kumulujg sie i sg wzglednie duze. Wynika to przede
wszystkim z bardzo duzego przyjetego kroku i = 0.25 - tak duza wartos$é
spowodowana jest wzgledami praktycznymi (obliczenia na tablicy przy
uzyciu kalkulatora). Programujgc w dowolnym jezyku programowania
0golnego zastosowania nie mamy takich ograniczen, ponizej przytaczam
analogiczna table przy przyjeciu n = 80 (kilka wybranych wierszy)

301/388
v
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Metoda Eulera — przyktfad

Przyktad (kontynuacja...)

t met. Eulera btad lok. rozw. dok#. btad glob.
0.025 3.075 —0.00063 3.075 63 —0.00063
0.05 3.15125 —0.000 646 3.152 542 —0.001 292
0.075 3.998 781 —0.000 662 3.930 768 0,001 987
1.95 16.674 341 0.004219 17.007 375 —0.333034
1.975 17.042 449 —0.004325 17.388 239 —0.34579
2.0 17.419136 0.004433 17.778 112 —0.358977 302,368
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Metoda Eulera — oszacowanie btedéw

Twierdzenie

Btad lokalny metody Eulera wynosi O(h?) natomiast btad globalny to O(h).

303/388

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez '.~ * ".
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska L




- b
Do Wk

TECHI‘IDLDQIE“

Metoda Eulera — oszacowanie btedow

W rozwazanym konteks$cie symbol O(h*) oznacza funkcje, ktéra jest co do
wartoéci bezwzglednej ograniczona przez C - h* dla pewnej stalej C' > 0
oraz dostatecznie matych wartosci h. Jesli wiec na przyktad btad lokalny
jest O(h2) to spodziewamy sig, ze dwukrotne zmniejszenie h spowoduje co
najmniej czterokrotne zmniejszenie btedu lokalnego.

~# 304 /388
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Metoda Heuna

Metoda Heuna wyprowadzana jest na podstawie odrzucenia we wzorze Taylora
wyrazow z pochodnymi rzedu wyzszego niz dwa. Tak naprawde otrzymuje sie w ten
sposob wiele tzw. metod Rungego-Kutty rzedu drugiego, metoda Heuna jest jedng
Z nich.

Obliczenie z(h + t) opiera sig na formule:

Fy =hf(t x)
F,=hf(t+h,x+ F})

1
a:(t + h) ~ :Ij(t) + 5 . (Fl + FQ) 306/388
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Metoda Heuna

L] CBeisia

Zatem algorytm wyznaczajacy wartoscidlat, +¢h, ¢=0,1,...n mozna opisac

nastepujaco

dlai=1,2,...n:
t=t,+ (@ —1)h
Fy = hf(t,2)
Fy=hf(t+h,z+ Fy)
z(t+h)=z(t)+ 0.5 (F, + F,).

Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego
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Metoda Heuna - przyktad

Rozwazmy ten sam przyktad co przy okazji metody Eulera, czyli przyktad ze
slajdu 297. Dla przedziatu [0, 2], n = 8 oraz h = 0.25 obliczenia wskazujg na
znacznie lepszg doktadnosé niz w przypadku metody Eulera

i zaprezentowane sg w ponizszej tabeli.

308/388
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Metoda Heuna - przyktad

Przyktad (kontynuacja...)

t met. Heuna btad lok. rozw. dokt. btad glob.

0.25 3.8125 —0.005 551 3.818 051 —0.005 551

0.5 4.783 203 —0.007 112 4.797 443 —0.014 239

0.75 5.956 604 —0.009 112 5.984 —0.027 396

1.0 7.389 711 —0.011675 7.436 564 —0.046 852

1.25 9.155 568 —0.014 959 9.230 686 —0.075118

1.5 11.347759 —0.019 166 11.463 378 —0.11562

1.75 14.086 191 —0.024 556 14.259 205 —0.173015 309/388
2.0 17.524 494 —0.031 463 17.778 112 —0.253618 |
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Metoda Eulera — przyktfad

Jeszcze bardziej imponujgcy wynik uzyska sie przyjmujgc mniejsze

h = 0.025, czylin = 80. Fragment tabeli na nastepnym slajdzie. Wszystkie
obliczenia sg wykonywane mozliwie doktadnie (na 64 bitowych liczbach
rzeczywistych) a koricowe wyniki zaprezentowane jako zaokraglone do 6 cyfr
po kropce.

J
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Metoda Heuna - przyktad

Przyktad (kontynuacja...)

t met. Heuna btad lok. rozw. dokd. btad glob.
0.025 3.075625 —5-1076 3.07563 —5-107%
0.05 3.152531 —5-10°% 3.152542 —1.1-107°
0.075 3.230752 —6-1076 3.230 768 LT
1.95 17.004 573 —3.6-107° 17.007 375 —0.002 802
1.975 17.385 329 —3.7-107° 17.388 239 —0.00291
2.0 17.775091 —3.8-107° 17.778 112 —0.003 021 sl /388
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Metoda Heuna - oszacowanie btedow

Twierdzenie

Btgd lokalny metody Heuna wynosi O(h3) natomiast btgd globalny to
O(h?).
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Macierze i dziatania na
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Pojecie macierzy
Rodzaje macierzy
Dziatania na macierzach
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Pojecie macierzy
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Definicja macierzy

Macierzq wymiaru m X n, gdzie m € N oraz n € N, nazywamy prostokatng
tablice ztozong z m - n liczb rzeczywistych ustawionych w m wierszach in
kolumnach.
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Definicja macierzy

« Element macierzy A stojacy w i-tym wierszu oraz w j-tej kolumnie
ozhaczamy symbolem a; ;.

» Macierze A i B sg réwne, gdy maja takie same wymiary m X n oraz a;; = bij
dla kazdegoi € {1,2,...,m}orazj € {1,2,...,n}.
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Graficzny zapis macierzy

(11 Qi g
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Rodzaje macierzy
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Rodzaje macierzy

» Macierz zerowa wymiaru m X n jest to macierz, ktérej wszystkie elementy sg
rowne 0; oznaczamy jg symbolem O, ., lub 0, gdy znamy jej wymiar.

* Macierz kwadratowa stopnia n jest to macierz wymiarun X n;
elementy a,,, ayy, .., a,,,, Macierzy kwadratowej tworza jej gtdwnaq przekatnag

Gp
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Rodzaje macierzy

» Macierz trojkatna dolna jest to macierz kwadratowa stopnian > 2, ktorej
wszystkie elementy stojgce nad gftdwna przekatng sg réwne 0.

al 1 0 0 b 0
CL21 CL22 0 A O
Qsz; Qgzy 0Ag33 0
Ap1 Apo Apg A
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Rodzaje macierzy

» Macierz tréjkgtna goérna jest to macierz kwadratowa stopnian > 2, ktorej
wszystkie elementy stojgce pod gfédwng przekatng sg réwne 0.

A1p Qo Qg3 - Ay
0 a9y agy - ag,
0 0 az - a,
0 0 0 - a,,
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Rodzaje macierzy

» Macierz diagonalna jest to macierz kwadratowa stopnia n, ktérej wszystkie
elementy nie stojgce na gftdwnej przekatnej sg rowne 0.

all 0 0 ot 0
O CL22 0 tet 0
0 0 a/33 i O
0 0 0 - a,
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Rodzaje macierzy

» Macierz jednostkowa jest to macierz diagonalna stopnia n, ktérej wszystkie
elementy stojgce na gtownej przekatnej sg réwne 1; macierz jednostkowa
stopnia n oznaczamy symbolem [,,.

100 -0

o 010 -0

IZ|100 1 - 0
O O O 1 325/388
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Macierz transponowana

Macierzg transponowanqg do macierzy A = [aij] wymiaru m X n nazywamy
macierz B = [bij] wymiaru n X m, ktdrej elementy okreslone sg wzorem

b..:a..

1] Je

dlai € {1,2,...,n}orazj € {1,2,...,m}.
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Macierz transponowana do macierzy A oznaczamy symbolem A7,
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Macierz transponowana

Przyktad

Transponowanie jest w istocie zamiang wierszy z kolumnami (na przyk{ad
drugi wiersz po transponowaniu staje sie drugg kolumng), zatem

g 3 1.2
13-,
’ 55 —3
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Dziatania na macierzach
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Dodawanie macierzy

Niech A = [a,;] oraz B = [b,;] beda macierzami wymiaru m x n. Sumaq
macierzy A i B nazywamy macierz C = [Cij] wymiaru m X n, ktorej
elementy okreslone sg wzorem
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Dodawanie macierzy
Przyktad
Korzystajac z powyzszego okreslenia mozemy zapisac na przyktad

13—722+23.531 3 [ 3 65 —4 3 5
2 -4 17 4 -7 —42 6 1 =-3] |-5 82 7 8 1|°
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Odejmowanie macierzy

Niech A = [a,,] oraz B = [b,;] beda macierzami wymiaru m X n. Réznicq
macierzy A i B nazywamy macierz C' = [Cij] wymiaru m X n, ktorej
elementy okreslone sg wzorem

\ -~/ 331/388

Piszemy C = A — B.
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Odejmowanie macierzy
Przyktad
Korzystajagc z powyzszego okreslenia mozemy zapisac na przyk+ad

1 3 -7 2 2 2 3531 3] [-1 =05 —10 1 -1
2 —4 174 |-7 4261 =3[9 02 —-56 7|

J
332/388

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofi przez
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska




./(—— nami
I'ICIUJEICEESI'IE_)

TECHNOLOQIEX
H gIe=]

L] CBeisia

Mnozenie macierzy przez liczbe

Niech A = [aij] bedzie macierza wymiaru m X n i niech « bedzie liczba
rzeczywista. lloczynem macierzy A przez liczbe o« nazywamy macierz
= [Cij] wymiaru m X n, ktorej elementy okreslone sg wzorem

dlai € {1,2,...,m}orazj € {1,2,...,n}.
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Mnozenie macierzy przez liczbe

Przyktad

Korzystajac z powyzszego okreslenia mozemy zapisac na przyktad

S[L3]_[5 15
2 —4| = (10 —20]"
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lloczyn macierzy

Niech macierz A = [a,;] ma wymiar m x n, a macierz B = [b,;] ma wymiar
n X k. lloczynem macierzy A i B nazywamy macierz C' = [Cij] wymiaru
m X k, ktérej elementy okreslone sg wzorem

Cij = ailblj + aizsz + et ainbnj

dlai € {1,2,...,m}orazj € {1,2,...,k}.
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lloczyn macierzy

Przyktad

Korzystajac z powyzszego okreslenia mozemy zapisac na przyk+ad
[1 31} s o7 _[8—510}
2 —4 2 1 45 —4 30 10
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lloczyn macierzy

Mnozenie macierzy nie jest przemienne, co oznacza, ze sytuacja w ktore;j
AB = BA jest mozliwa, ale nalezy to traktowac jako co$ co wymaga
szczegolnego uktadu liczb; na ogoér jesli da sig obliczyé AB to BA nie jest
mozliwe do obliczenia (wymiary sie nie zgadzaja) lub BA istnieje, ale

BA #+ AB. Oczywiscie réwno$¢ moze sie zdarzyé, choéby w sytuacji gdy
jedna z tych macierzy jest zerowa. .

B ",L‘LM) Fundusze Europejskie Rzec lita Dofi przez
e r[stLg;,\pDg,o}lg’/z\z,gg dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska

Projekt w
FUNDUSZE
POLLUB z nami now




- b
Do Wk

€.
T'EE:HFTD[.C]Q:[E__\.

Dziatania macierzowe

Dodawanie oczywiscie jest przemienne. Wiele wtasnosci operatoréw ,+" oraz ,—'
oraz ,-" znanych z liczb rzeczywistych pasuje takze do dziatan macierzowych.
Dochodzg takze ,nowe”, typowe dla macierzy, na przyktad zwigzane

Z transponowaniem.

’
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Dziatania macierzowe

Zatem dla dowolnych macierzy A, B, C oraz dowolnych liczb rzeczywistych «, 5.
e A+ B=B+ A
e (a+p)A=aA+PA, «a(A+ B)=aA+aB,
e (A+ B)C = AC + BC,
e C(A+B)=CA+CB,
o (A+B)T = AT + BT, (aA)T = aAT
o (AB)T = BT AT,
w tym sensie, ze jesli istnieje lewa strona to takze istnieje prawa oraz sg sobie 339/388
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Odwracanie macierzy,
wyznaczniki, uktady
rownan
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Plan wyktadu

Wyznacznik macierzy

Macierz odwrotna

Uktady rownan liniowych

Wzory Cramera

Eliminacja Gaussa-Jordana

Eliminacja Gaussa-Jordana w odwracaniu
macierzy
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Wyznacznik macierzy
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Okreslenie wyznacznika

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [aij] stopnia n nazywamy liczbe
rzeczywistg det A, ktdra okreslona jest wzorem rekurencyjnym:
gdyn =1,

det A =

gdzie A oznacza pomnozony przez ( 1)i+j wyznacznik macierzy
otrzymanej z macierzy A przez usunigcie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny.
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Okreslenie wyznacznika

W przypadku gdy wyrazy macierzy podawane sg jawnie, wyznacznik z takiej

macierzy oznaczany jest poprzez uzycie nawiasow prostych (jak dla wartosci
)

piszemy raczej 8 —19

bezwzglednej), czyli zamiast pisaé det {2 _12}
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Definicja wyznacznika

Przyktad

Wprost z okreslonej na slajdzie 344 definicji mozemy obliczy¢
‘3 3 = 81yt (<12) + 5(—1)1+28 = —76.

DI obliczania wyznacznikdw stopnia 2 oraz 3 sg wyprowadzone i podane konkretne
formuty, uwalniajgce nas od odwotywania sie za kazdym razem do definicji

wyznaczni ka
Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska
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Dopefnienie algebraiczne

Aby wygodnie opisywac¢ wtasnosci wyznacznikow, konstrukcje macierzy odwrotnej

i podobnych zagadnien, wygodnie jest uzywac pojecia dopetnienia

algebraicznego, ktdre (oznaczane jako Aij] tak naprawde uzyte zostato w definicji
wyznacznika.

Dopeftnienie algebraiczne jest wyznacznikiem z specjalnie utworzonej macierzy,
dodatkowo ewentualnie ze zmienionym znakiem. Nie jest to wiec istotnie rdzne

pojecie od pojecia wyznacznika, a jedynie udogodnienie notacyjne, ktore

precyzujemy w nastepnym slajdzie. 347/388
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Dopefnienie algebraiczne

Dopetnieniem algebraicznym elementu a;; macierzy A kwadratowej stopnia
n > 1 nazywamy liczbe

def
gdzie M oznacza wyznacznik macierzy otrzymanej poprzez usuniecie
1-tego W|ersza oraz j-tej kolumny macierzy A.
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Obliczanie wyznacznikow stopnia drugiego i trzeciego
Obliczanie wyznacznika stopnia drugiego:

a,, a

11 G2 | _

det{a a ] (1102 — G210
21 (22

Obliczanie wyznacznika stopnia trzeciego (reguta Sarrusaj:
ay; Qi Qg3
det | agy a9y G935 | =
agz; dgy Q33
= Q11093033 + Q19093031 + Q13091 UA3y— 349/ 388
a31a22a13 T A39093077 — G33091A19
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Rozwiniecie Laplace’a wyznacznika

Niech A = [aij] bedzie macierzg kwadratowg stopnian > 2 oraz niech i, j beda
ustalonymi liczbami naturalnymi takimi, ze i, 7 € {1,2, ..., n}. Wtedy wyznacznik
macierzy A mozna obliczy¢ na podstawie nastepujgcych wzordw:
l.det A =a;yA;; +a,54;,5+ -+ a;,A,,; wzor ten nazywamy rozwinigciem
Laplace’a wyznacznika wzgledem i-tego wiersza;
2. det A = ay; A, + ag;Ag; + - + a,,;A,,;; wz0r ten nazywamy rozwinieciem
Laplace’a wyznacznika wzgledem j-tej kolumny. N
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Rozwiniecie Laplace’a wyznacznika

Przyktadowy wniosek z rozwiniecia Laplace’a:

Jezeli A = [aij] jest macierzg diagonalna lub macierza trojkgtng dolng lub
macierzg trojkatng gorna stopnia n, to jej wyznacznik jest rdwny iloczynowi
elementéw gtéwnej przekatnej tej macierzy, tzn. det A = ay; - @9y - @

nn'
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Wtasnosci wyznacznikow.

* Wyznacznik macierzy kwadratowej zawierajgcej kolumne zfozong z samych
zer lub wiersz ztozony z samych zer jest rowny O, tzn.

(1 Grp o Ay
A1 Q9 0 - ay, Qo1 Qgo =+ Qg
a a 0 . a . . .
21 Qo2 2n| — : : H .
. : . ' = oraz =0
: : : : 0 o - 0
anl an2 cee O cee ann *
cee 352/388
a’nl an2 ann
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Wtasnosci wyznacznikéw.

* Wyznacznik macierzy kwadratowej zawierajgcej dwie jednakowe kolumny lub
dwa jednakowe wiersze jest rowny 0, tzn.

Gy Grp vt Ay

ay €1 €1 A1p c c c
a c c a 2 n

21 2 2 2n =0 oraz : S ()

. . . . c c c
1 2 n

an Cp Cn Apn : : :

353/388
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Wtasnosci wyznacznikow.

* Wyznacznik macierzy kwadratowej zmieni znak, jezeli przestawimy w nigj

miedzy soba albo dwie kolumny albo dwa wiersze, tzn. (tu pokazany przypadek
dla zamiany wierszy):

A1 Qg 0 Gy Q11 Qg 0 Gy
Qi1 Qo o Qg A1 Qo =t Gy
Aji Gy = Gy Q1 Qg Gy
. . ’ ) 354/388
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Wtasnosci wyznacznikow.
« Jezeli wszystkie elementy pewnej kolumny lub pewnego wiersza macierzy
kwadratowej zostang pomnozone przez liczbe c, to takze wyznacznik zostanie

przemnozony przez c, czyli tej macierzy, tzn.

ay
Qg1
anl

a takze ar;

Qg
ca;,

a

nl

cay
Cay,
cay,;

aio
Q22

Cl;o

%)

A1pn
Qop

ann

A1n

Qap

CQ;p,

a
a
= C 21
anl
aj; Qa2
Qg1 Qg2
= C :
2
anl an2

Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego

L] CBeisia

alj
anj

Rzec lita Dofi przez
Polska Unig Europejska

A1p
Qop

a’nn

e 355/388




o
oL [ osecsia

€.
T'EE:HFTD[.C]Q:[E__\‘

Wtasnosci wyznacznikow.

* Wyznacznik macierzy kwadratowej nie zmieni sie, jezeli do dowolnej kolumny
tej macierzy dodamy kombinacje liniowg pozostatych kolumn lub do
dowolnego jej wiersza dodamy kombinacje liniowg pozostatych wierszy.
(Kombinacja liniowg wektoréw vy, v,, ..., v,, nazywamy wektor
V= a0y + ayUy + -+ a,v,, 9dzie a, ay, ..., a,, s§ dowolnymi liczbami
rzeczywistymi.)

o det A = det AT dla dowolnej macierzy kwadratowej A.
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Wtasnosci wyznacznikow

Twierdzenie (Cauchy’ego)

Jezeli A i B sg macierzami kwadratowymi tego samego stopnia, to
det(A- B) = det A - det B.

Z powyzszego twierdzenia tatwo wynika, ze dla dowolnej macierzy kwadratowej A
oraz dowolnego n € N prawdziwa jest réwnosc¢

357/388
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Macierz odwrotna
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Macierz odwrotna

Niech A bedzie macierzg kwadratowa stopnia n.

Macierzg odwrotng do macierzy A nazywamy macierz A~ spetniajaca
warunek AA™!' = A'A =T , gdzie I, jest macierza jednostkowg
stopnia n.
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Macierz odwrotna

Jezeli macierz A posiada macierz odwrotng A~!, to macierz A nazywamy
odwracalnqg. Macierz odwrotna jest wyznaczona jednoznacznie.

Macierz kwadratowg A nazywamy macierzq nieosobliwg, jezeli det A = 0.
W przeciwnym przypadku méwimy, ze macierz A jest osobliwa.
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Twierdzenia o macierzy odwrotne;j.

Twierdzenie

Macierz kwadratowa jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest
nieosobliwa.
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Twierdzenia o macierzy odwrotne;j.

Twierdzenie

Jezeli macierz kwadratowa A = [a;,] jest nieosobliwa, to

1

1 _ T
A _detA[Aij] ’

przy czym [Aij] oznacza macierz dopetnien algebraicznych elementow a;;
macierzy A. 362/388
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Wtasnosci macierzy odwrotnych.

Jezeli macierze A i B sg tego samego stopnia i sg odwracalne oraz a # 0, n € N,
to macierze A~!, AT, AB, A, A™ sa réwniez odwracalne i zachodza nastepujace
rownosci:

I det(A™1) = (det A)~1

2. (A ' =4,

363/388
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Uktady rownan liniowych
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Uktad rownan liniowych

* Uktadem m réwnan liniowych z n niewiadomymi z,, z,, ..., x,,, gdzie m € N
oraz n € N, nazywamy uktad réwnan postaci:

apty + apry; + o+ e, = b
ATy + ATy + o+ ag,T, = by
Am1ly + Ap2Lo + .+ ApnTy = bm7
gdzie a;; € Rorazb;, € Rdlai € {1,2,...,m}orazj € {1,2,...,n}. 365/ 388
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Uktad rownan liniowych

 Rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych nazywamy ciag (z,, x,, ..., z,,) liczb
rzeczywistych spetniajacych ten ukfad. Uktad rownan, ktory nie posiada
rozwigzania, nazywamy ukfadem sprzecznym.

» Uktad réwnan liniowych mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j:

AX = B,
gdzie
A1n Ly 21
a?n ) X = $2 ? B = :2 366/388
o, x, b,,
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Uktad rownan liniowych

» Macierz A nazywamy macierzg gftowng ukfadu réwnan liniowych, macierz X
macierzg (kolumng) niewiadomych, za$ macierz B macierzg (kolumna)
wyrazow wolnych.
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Wzory Cramera
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Wzory Cramera

Rozwazmy uktad n rownan Iiniowych'z n niewiadomymi zapisany w postaci
macierzowej jako AX = B. Niech A oznacza macierz, ktéora powstanie przez
zastgpienie i-tej kolumny w macierzy A przez kolumne B. Wtedy

o Jezelidet A # 0 to uktad ma jedno rozwigzanie
v, =det AV /det A, .. =z, =det A™/det A

« Jezelidet A = det AY) = det A® = ... = det A™ = 0 to uktad ma
nieskonczenie wiele rozwigzan lub jest sprzeczny.

« Jezelidet A = 0i ktérykolwiek z wyznacznikéw A jest rézny od zera — uktad

na pewno jest sprzeczny.
A‘.w‘:u ,:"\ A “ U;,‘k'a«w:‘”: ,"'W‘: \\"“"' ‘h\ S) H Fundusze Europeskie h pols " o i :".:
11.0 1318 dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska x
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Wzory Cramera - przyktad

Przyktad

Rozwazmy uktad rownan

c+y+z=1
B——z =1
2 — 2 =3.

Wtedy det A = 2, det AV = 2, det A? = 2, det A®) = —2, stad mamy
rozwigzanier =1,y =1,y = —1.
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Eliminacja Gaussa-Jordana
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Eliminacja Gaussa-Jordana

Do rozwigzywania uktadow rownan liniowych w ogoélnym przypadku, mozna
zastosowac metode eliminacji Gaussa-Jordana. Polega ona na przeksztatceniu

macierzy rozszerzonej uktadu postaci:

ay; Gy ... G, | by
a a . Q b
A[B] = | %2t 022 o Gan| D
aml CLm2 amn bm

do macierzy [A’| B’], opisujacej rownowazny uktad réwnan, gdzie ,lewy kwadrat”
macierzy A’ jest macierzg jednostkowa. Ukfad ten jest rownowazny, co oznacza,
biorem rozwigzan uktadu oryginalnego.

Fundusze Europejskie Rzec lif Dof przez
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Eliminacja Gaussa-Jordana

Ponizsze operacje na wierszach macierzy rozszerzonej [A|B] uktadu réwnan
liniowych AX = B przeksztatcajg go w uktad rownowazny:

* zamiana wierszy miedzy sobag; operacje zamiany wiersza i-tego z j-tym
bedziemy oznacza¢ symbolem w, < ()

* mnozenie wiersza przez liczbe rézna od zera; operacje mnozenia i-tego
wiersza przez liczbe ¢ # 0 bedziemy oznacza¢ symbolem w, - ¢;

373/388
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Eliminacja Gaussa—-Jordana

» dodanie do wszystkich wyrazdow ustalonego wiersza odpowiadajgcych im
wyrazdéw innego wiersza pomnozonych przez stata c; operacje dodania j-tego
wiersza pomnozonego przez statg c do i-tego wiersza bedziemy oznaczac
symbolem w; + ¢ - wy;

e usuniecie wiersza zfozonego z samych zer; operacje usuniecia ¢-tego wiersza
bedziemy oznacza¢ symbolem us.w,;

e usuniecie jednego z wierszy rdwnych lub proporcjonalnych.
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Eliminacja Gaussa-Jordana

« Uktad rownowazny otrzymujemy réwniez wtedy, gdy w macierzy A zamienimy
miejscami dwie kolumny przy jednoczesnej zamianie niewiadomych.
Operacje zamiany kolumny i-tej z j-ta oznaczac bedziemy symbolem k; <> k:j
(co do zasady tej operacji unikamy, bo komplikuje odczytanie rozwigzania).
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Eliminacja Gaussa-Jordana

Typowe postepowanie przy eliminacji Gaussa-Jordana jest takie, ze w ¢-tym kroku
metody:

« Zapewniamy liczbe 1 w i-tym wierszu i 7-tej kolumnie (poprzez podzielenie
1-tego wiersza przez element, ktéry jest aktualnie w i.-tym wierszu i i-tej
kolumnie; krok ten moze byé ewentualnie poprzedzony zamiang ¢-tego
wiersza z j-tym wierszem, dla 5 > ¢; gdy nie ma innego wyj$cia mozna
dokona¢ zamiany ¢-tej komuny z j-tg kolumna, dla j > 4, z opisanym wyzej
zastrzezeniem dotyczgcym zamiany niewiadomych)

 Dla j # i od j-tego wiersza odejmujemy wiersz i-ty pomnozony przez element sz
z j-tego wiersza i .-tej kolumny

opejskiej w ramach
‘” “;g P “m‘, ERS) Fundusze Europejskie Rzec lita Dofi przez
08-0319/23-00 dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska
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Eliminacja Gaussa-Jordana

Z uzyskanej macierzy juz bezposrednio odczytujemy rozwigzania.

Przyktad

Rozwazmy ukfad rownan

5r 4+ 2y + 52— 19t 4+ 2u =24

{ 3x + 2y +4z— 15t =17
dx+y+ 32— 12t 4 3u = 17
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Eliminacja Gaussa—-Jordana

Przyktad (kontynuacja...)

Macierzowa reprezentacja tego uktadu to

3 2 4 —15 0|17
5 25 —19 2|24
4 1 3 =12 3|17

378/388

Projekt

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofi przez
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska

FUNDUSZE EUROP!
"POLLUB z nami nowocze:



- b
Do Wk

TECHI‘IDLDQIEx

Eliminacja Gaussa—-Jordana

Przyktad (kontynuacja...)

Nastepnie macierz te doprowadzamy (metodg eliminacji) do postaci

100 -1 23
010 —2 1|2
001 -2 —2|1
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Eliminacja Gaussa—-Jordana

Przyktad (kontynuacja...)

skad odczytujemy rozwigzanie

r=t—2u+3
y=2t—u-+2
z=2t+2u+1
t,u € R
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Twierdzenie Kroneckera—-Capellego

Rzad macierzy — najwiekszy stopien nieosobliwej podmacierzy wybranej z danej
macierzy.

Twierdzenie (Kroneckera-Capellego)

Niech dany bedzie uktad réwnan liniowych (w postaci macierzowej)

AX = B. Ukfad ten ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy rzad macierzy A
rowny jest rzedowi macierzy [A|B]. Liczba parametréw wystepujacych

w rozwigzaniu réwna jest réznicy pomiedzy liczbg niewiadomych a rzedem
macierzy A. senrese
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Eliminacja Gaussa-Jordana

w odwracaniu macierzy

Projekt wspétfinansowany ze $rodkéw Unii Europejskiej w ramach
FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS)
POLLUB z nami nowoczesne technologie” FERS.01.05-1P.08-0319/23-00

Fundusze Europejskie Rzec lita Dofil przez
dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska

L] CBeisia

37

382/388




- b
Do Wl

€.
TECHﬂDLDgIE_\.

Kolejny wariant eliminacji Gaussa-Jordana

* Niech A - macierz stopnia n

« Rozwazamy macierz [A|],,]

» Dokonujemy na tej macierzy przeksztatcen gaussowskich (wyfacznie na
wierszach) doprowadzajac jg do postaci [/, | B]

» uzyskana macierz B jest macierzg odwrotng do A

» warunkiem powodzenia tego postepowania jest odwracalnos$é A -
w przeciwnym wypadku w trakcie eliminacji Gaussa-Jordana otrzymamy

kolumneg samych zer. 383/388
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Przykfad obliczenia macierzy odwrotnej stopnia 2

0 1|1 0Jwiew, [1 10 1 Jwi—wa[1 0]—=1 1
1 1|0 1 ~ 01/1 0| ~ o1 10

Zatem

384/388
J

ojekt ze $rodkéw Unii Europejskiej w ramach " N “tx
C UROPEJSKIE DLA ROZWOJU SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) F“ndusze E'-“'°pe15k|e Rzec a Dof S przez A
zesne technologie” FERS.01.05-1P.08-0319/23-00 dla Rozwoju Spotecznego Polska Unig Europejska .




- b
Do Wk

TECHI‘IDLDQIE“

Przyktad obliczenia macierzy odwrotnej stopnia 3

Przyktad

Teraz troche ambitniejszy przyktad. Chodzi o odwrdcenie macierzy

2 0 17
A= |1 1 2
3 -1 1.
2 0 1(1 00 o
Przebieg dziatan jest nastepujacy [ 1 12|01 O] o
3 _]. 1 0 0 ]_ 385/388
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Przyktfad obliczenia macierzy odwrotnej stopnia 3

Przyktad (kontynuacja...)

wow, [L12]0 1 07 %3 1 1 2/0 10 1/2)
~*12 01100 ~ 0 —2 —=3|1 -2
3 -11|00 1 0 4 —5|0 -3 1
i 1l 1
g [ 210 107 g 110 51 5 00 1/3
~ 0 1 2|—5 10 ~ 01 3/-110
0 -4 5| 0 -3 1 00 1[-211
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Przykfad obliczenia macierzy odwrotnej stopnia 3

Przyktad (kontynuacja...)

bigus (100 3 -1
<" oo -l
00 1|-2 1 1
3 1 _1
| 8 1 3
Zatem A~ = 5 1 3
—2 1 1 387/388
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