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Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

Przyktady oraz zadania do samodzielnego rozwigzania dotyczg obliczania granic
ciggow liczbowych.

W celu obliczania takich granic niezbedna jest znajomos¢ wzorow skréconego
mnozenia - réznicy kwadratdw oraz szesciandéw dla dowolnych a, b € R:

a?—b*=(a—0b)(a+b), a® — b3 = (a—b)(a? + ab + b?).

Dodatkowo przydatne bedzie wzor na sume n poczgtkowych w wyrazow w ciggu
arytmetycznym o wzorze ogéinyma,, = a; + (n —1)-rdlan € N,, gdziea; € R
jest pierwszym wyrazem tego ciggu zas » € R jego réznica. Woéwczas n-ta suma
czesciowa wyraza sie wzorem

a; +a 201 + (n — 1)r
S =32 _n.p=""1 ( )
2 2
Natomiast w ciagu geometrycznym o wzorze ogéinym b,, = b, - qn’1 dlan € D\I+,
gdzie b; € R jest pierwszym jego wyrazem, a ¢ € R jego ilorazem, suma jego n
poczagtkowych wyrazdéw jest dana za pomoca formuty

by TL, dla g #1,
n- by, dla ¢ = 1.

- n.

S =

n

Przypomnijmy réwniez pewne wzory dziatan na potegach, ktére beda przydatne
w rozwigzywaniu niektorych przyktadow

= q"t™m, e a”-b" = (a-b)",

. Z:::<%>ndmlw#0, e (@)™ =arm,

W zadaniach do samodzielnego rozwigzania znajdujg sie rowniez przyktady, w kto-
rych niezbedna bedzie znajomos$é wzoru na réznice sinusoéw oraz cosinusow dla do-
wolnych o, 8 € R:

e g™ .- g™

. . a+p . a—p . a+p . a—p
sin @ —sin 3 = 2 cos 5 sin 5 cos a—cos f = —2sin 5 sin 5

Do rozwigzania przyktaddw zaprezentowanych na tych ¢wiczeniach przypomnimy
kilka niezbednych twierdzen oraz definicji.
Twierdzenie o dziataniach arytmetycznych na granicach ciggéw: Niech (a,,), (b,,)
bedg dowolnymi ciggami rzeczywistym o skonczonych granicach oraz ¢ € R bedzie
dowolng stata. Woéwczas:
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a) lim (a, £0,) = lim a, £ lim b,, lim a,,
(8] n%oo< ) n—00 n—00 (d) lim Z_n = %,
(b) lim (a, -b,)= lim a, - lim b,, e BN
n—oo n—00 n—00
(¢) lim (c-a,)=c- lim a,, jezeli lim b, # Oorazb, # 0.,
n—00 n—00 n—oo

Twierdzenie o trzech ciggach: Niech (a,,), (b,,), (¢,,) beda ciagami liczbowymi spe+-
niajgcymi réwnoczesnie warunki:

1) 1 = i =g,
0 fim o = fim e =g

(2) dla wszystkich n > ny, gdzie ny € N, jest pewnym indeksem zachodzi

a, <b, <c,.

Woéwczas ciag (b,,) jest zbiezny oraz nh_{go b, = g.

Twierdzenie: Kazdy podcigg ciggu zbieznego jest zbiezny do tej samej granicy.

Z tego twierdzenia wynika, ze jesli znajdziemy dwa rézne podciggi tego samego ciggu
o roznych granicach, wowczas ten cigg bedzie rozbiezny.

Definicja: Statg Eulera (liczba €) nazywamy granice ciggu liczbowego o wyrazie ogdl-
nyma, = (1+1)".

Twierdzenie o ciggu monotonicznym i ograniczonym: Cigg liczbowy (an) jest zbiez-
ny jesli spetnia jeden z warunkow:

(a) jest niemalejgcy oraz ograniczony od gory,
(b) jest nierosngcy oraz ograniczony od dofu.

Dodatkowo przypomnijmy granice pewnych ciggéw liczbowych, ktére przydadzg
sie w rozwigzywaniu zadan:

+o0, dlak >0, . nh—>nolo Ya=1,daa>1,
« lim nF =<1, dlak=0, o
n—00 ' Slﬂ(—)
0, dla k < 0, e lim = =1,
n—oo E
I (1+a>n— @ dlaa €R lim /n =1
i (P metdaacRo e i Y=t

W podrecznikach [1, 2, 3] mozna odnalez¢ dodatkowe zadania z zakresu obliczania
granic ciggow o réznym poziomie trudnosci.
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Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 1. Obliczy¢ granice ciggu o wyrazie ogolnym:

n? + 8n — 12 €) ¢, = VIn2 +n—3n,
2n2+3n+1"

(@) a, =

(d) dn:n—\3/8n3—|—5n+1,

B (n+4)4 (3 —2n+1 -
B} b = B = D@+ 22 (o 6”‘( n2 + 1 )

Rozwiqzania:
(a) Granice licznika oraz mianownika rozwazanego wyrazenia sg réwne +oo. Ponie-
waz i jest wyrazeniem nieoznaczonym, konieczne jest dokonanie przeksztatcen,
w tyn?owypadku wytgczymy z licznika oraz mianownika n w najwyzszej mozliwe po-
tedze.

n? 4 8n — 12 . onA(7+ 32— 1) T4+ E_1z

im = lim n*/ — lim n2 — (%)
n—oo 2n2 + 3n + 1 n—>oon2(2+%+#) n—>002_|_%_|_#

Skorzystamy teraz dwukrotnie z twierdzenia o dziataniach arytmetycznych na gra-
nicach ciagow.

lim (7+%—%) lim 7+lim%—1im}l—%
<*):n.—>oo - - — n—oo n.—>003 = -
S, i) i 2 g Ll
g 1 . 1
T8 lim g~ 12 lmSs 748.0-12.0 7
243 lim 14+ lim 5 243-040 2
n—o0 n—o0

(b) Obliczajac granice tego ciggu mozna bytoby podnies¢ do odpowiednich poteg wy-
razenia znajdujgce sie w liczniku i mianowniku, a takze mnozy¢ wyrazenia w mianow-
niku, ale jest to niepotrzebne i zajmuje duzo czasu. Stagd wykonamy to zadanie korzy-
stajgc z twierdzenia o wprowadzaniu granicy pod znak funkcji ciggtej (ktére zostanie
przedstawione przy okazji tematu ciggtos$ci funkcji) oraz wtasnosci poteg.

4 4ay14 4 4\4
o maat L O w1+

nee (2 —1)Bn+4P  noce (2 1y [ (34 4))° e (2- 1)pd (34 4)°

n
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(1+4)* lim (1+4)*
(2-7)(3+7) nljglo( n nljglo( )
4
N
N . . N3 2-3% 7 54
Jim (2= [Jim (3+3)]

(c) Aby obliczy¢ te granice rozpoczniemy od obliczenia granic skfadnikéw réznicy.

hm (3n) 3 (400) =400

1
lim 9n2—|—n—hm\/n2 9-|— —hmn \/9+ —
n—o00 n—o00 n— o0 n

= lim n- \/hm (9+ ):+oo-\/§:+oo
n

n—oo n—o0

Zatem roznica tych dwdéch granic daje wynik 400 — (++00), ktéry jest symbolem nie-
oznaczonym. Zatem w celu obliczenia granicy przemnozymy wyrazenie przez wyra-
zenie, ktore pozwoli nam na skorzystanie ze wzoru skréconego mnozenia (réznicy
kwadratow), a jednoczesnie nie zmieni granicy.

VIn2 +n+3n
lim (\/9n2+n—3n> = lim (\/9n2+n—3n>-
n—oo n—oo \/9’)’L2—|—’I’L+3TL

o <\/9n2 —I—n—3n> (\/9712 —i—n—i—Sn)
" o VOnZ +n+3n
(VorZn) @ on? 40— on?

im
n—oo 4/ 91’1,2 +n+3n n—=00 \/9n? + n + 3n
n

= lim = lim

n—oo 9+%+3n n—o0 ( /9_*_%_{_3)

) 1 1 1
= lim =

1

(d) Ponownie granica obu wyrazen we wzorze ogdlnym jest rowna 400, stad wykorzy-
stamy podobne podejscie, co w przyktadzie (c], stosujgc wzdr na réznice szescianow.
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n2+n{°’/8n3+5n—|—1+<{”/8n3+5n+1

)2

lim d,, = lim (n— {3/8n3+5n—|—1) :
n—oo n—oo

n2+n\‘78n3~|—5n—|—1+<{°’/8n3+5n—|—1

I )
”_>°°n2+n\/8n3—|—5n+1+(\/8n3+5n+1>

_ lim n® — (8n3 4+ 5n + 1)
nﬁoon2+n\/8n3+5n—|—1+(\/8n3+5n—|—1)

~ lim n3 —8n3 —5n —1
nﬁoon2+n\/8n3—i—5n—|—1+(\/8n3+5n+1>

—7n3 —b5n—1

= lim 5 = (%)
TN L ny/8n3 +5n+ 1+ (\/8n3 + 5n + 1)

W liczniku n wystepuje co najwyzej w trzeciej potedze zas w mianowniku, po wytacze-
niu spod pierwiastka maksymalna potega bedzie druga. Stad wytaczymy n? w licz-

niku i mianowniku. .
7 hL
(x) = lim A k),

n—oo 2 93
n+n \/8+n2+n3+<m/8+n2+n3>

~ )

= lim 5
n—oo
n2[1+38+%+i (./8+ + )1
. —7n—%—% —7-(+00) —0—0
= lim = = —00

R Ry CE R (\/ﬁy L VB4 (V8)?

(e) Ponownie skorzystamy z twierdzenia o wprowadzaniu granicy pod znak funkgji
ciggftej.

o 3n2—2n+1 4 ) 77,2(3—2 L) :
lim e,= | lim = | lim n__n?
n—o00 n—o00 n2 + 1 n—o00 n2 ( + #)
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Zadanie 2. Obliczy¢ granice ciggu o0 wyrazie ogélnym:

2nt2. 5 7 1+ 5+ 5+ +
(a) a, —— © c,=—"2 L £,
7 2" +6 1+5+5—2+ +5n+2
5.32n+1_{_2.4n—1 [d] d — n2+ln(n)—n
[b] bn: 3.32n_|_4n+2 ! " tg%

Rozwigzania:
(a) Ze wzgledu na fakt, ze w liczniku i mianowniku wystepuje funkcja wykfadnicza
z podstawg réwng 2, wytgczymy 2" z obu wyrazen.

ont2. 57 ) on.922. 57 20-2" -7
lim = lim = lim
n—oo [ - 2n_|_6n1 n—>oo72n—6n6_1 n—oo 7 . 2”-- 6™
on (20 — L 20 — L 20 — lim -4
= g 126”):hm7 =TT
n—soo 9On — = o & n—oo —=.3n n
(7—53%) 6 6n1_>HC}O

B 20 0 - [ 20 } _0
7— 1 (400) —00
(b) Tym razem w liczniku i mianowniku wystepujg jednoczes$nie funkcje wyktadnicze
z podstawami réwnymi 32 oraz 4. Stad po przeksztatceniach wytaczaé bedziemy 97.

) 5_32n+1+2_4n—1 . 532n3+24n4—1 . 15 - 9n+ L 4n
lim = lim = lim =
n—oo 3 - 321 4 4nt2 n—00 3-32n 4 4n . 42 n—>003 9”+16 4n
n n
(154l ey 15+ lim (5) g5
:n1—>n<>109n(3+16.4_">:3 16 - li 4"23
o7 +16- lim (g)

(c] W tym przypadku skorzystamy ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu
geometrycznego.

1-(5)" 1— g . 1

1 1— lim =
. . 1-1 . 3 4 4 1— = 16 In
llm Cn e llm 4n+3 — 11m 41 — . = llm —4 —_ n— 00 T
n—00 n—oo 1—(1) n—oo l——573 3 5 nooo]l— EnTE 5 1 — lim Enis
I . Ny
5 5
1
BEREEO po N
= i — =
5 - 5 1—-0 5
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(d) Ze wzgledu na fakt, ze w mianowniku znajduje sie funkcja tg % skorzystamy z toz-

sin =
samosci trygonometrycznej oraz granicy lim T no—=1.
n—oo E
241 —n? 1 1 1
lim d, = tim (Pm o Ly oln) L
n—00 n—00 /7'L2 + 111(7’&) +n tg = n—oo n2 + ln(n) 4+ sin 51
1 cos L
= lim a(n) i
n—00 n ( 1+ lrirgb) 4+ 1) s =
-1 1 1 |
= lim n-In(n) CoS — - —5 | = lim n(n)
n—00 TL( 1+ II;EZ) + 1> n %n n—00 1+ II;E?) +1
1 1 | 1
- lim <COS—> T = lim n(n) - COS < lim —> -1
N . in = — n(n n—
n—o0 n anOO %n n—oo 1_1_1752)_’_1 oo n
| |
= lim n(n) -cos0 = lim n(n) (%)
n—o00 1+1117§_127,)+1 n—oo 1_'_11;5_3)_’_1
W celu znalezienia granicy skorzystamy z twierdzenia o trzech ciggach dlae,, = 1n7£721).
n 1
fn:O<en<—2:—:gn.
n n

Ze wzgledu na fakt, ze ciag e,, jest ograniczony od dotu przez ciag staty f,,, ktérego
granica jest rowna 0 oraz od gory przez g,, = % o takiej samej granicy, to na mocy
twierdzenia o trzech ciggach réwniez lim e, = 0.

n—oo
1+ lime,+1 LVI+0+1 2
n—oo

Zadanie 3. Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogdlnym:

@a, — 20 4 2 L 2 B b, =T AT+320 410,
" n2—-1 n?2-2 n?—n
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n2 — 2\ " 4n, + 2\
© ¢, =) [d]dn:<n+> ,
n? + 5n An —3

Rozwiqgzania:
(a) Przyktad ten rozwigzemy w oparciu o twierdzenie o trzech ciggach.

_2n+2n++2n< <2n+2n+ 2n_

T ey T T YW e T s T e, T e
2 2

lim e, = lim n- 2n = lim — =2,

n—00 n—00 n< —1 n—>oo1_P

. . 2n . 2

Jinc}ofn_ﬂ}l—{gon.n2—n_nh—>r2o1_l 2.

n
Zatem z twierdzenia o trzech ciggach wynika, ze lim a, = 2.
n—oo

(b) Skorzystamy z tego samego twierdzenia.

G, = V7-4"+3.-0+10-0<b, < V7-4"+3-47 +10-47 = V/20-4n = h,,

lim g, = lim V7 4" = lim (V7 4)=1-4=4,

n—00 n—00 n—00

lim h, = lim (¥/20-4) =4,

n—oo n—oo .

Stad z twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy, ze lim b, = 4.

n—o0

(c) W tym przyktadzie skorzystamy z definicji liczby e.

’ ’ ™2 +5n—1Tn an ’ (1 n —Tn )4” (%)
11m — 111m = ]l1m _ =
n—o00 Cn n—o00 ™2 + 5n n—o00 ™2 + 5n

—Tn

Poniewaz lim = Ooraz lim (4n) = +o0, mozemy skorzystac z tej definicji.

n—soo 1M2+5n n—00
—Tn 4n
7n2+5 2
_7n "17‘*;1” Tn<+5n o 4An
() = lim 1+ —— = lim <e7n2+5n>
n—oo Tn2 + 5n n—00
. —7n-4n lim =28n?2 28 4 1

= hm e7n2+45n — @Enooo Tn245n — 7 7 — e * = v

n—00 €

(d) Ponownie jest to przyktad z granicy z liczbg e.

Ap — 14+n? 1+n?
lim d, — lim ("—“5> — lim <1+ L ) — (%)

n—o00 n—o00 4n — 3 n—o00
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Zatozenia lim ﬁ =0, lim (1+n?) = —oo réwniez sa speione, wiec korzy-

n—oo n—oo
stamy z definicji.

an-3- T3 Ltn?
5 n5 4n—3 5 1—|—n2
) ngf&o{[( “osa) | } J, (o)
n2 . 5n+%
— enhﬁrgo 5(471;;1) — enhanolo 4+% — [e%(+00):| — +OO

Zadanie 4. Zbadac istnienie granicy ciggu o wyrazie ogélnym:

n+1l/ nm nn+1) _ 2<n7r)
= T b) b,, =n-cos* (— ).
(@ a, n+3<sm 5 +(=1) 2 ) (b) 3

Rozwiqgzania:
(a) Pierwszym dobranym przez nas podciggiem bedzie ten dla n = 4k, gdzie k € N,
wowczas

4k + 1 Ak 4k(4k+1) 4k +1 , . k(Ak
oan = gy (g + (D) = G on 2k + (1)
4k + 1 4k +1 4k + 1
T3 0+l =g 04+ =7
Obliczamy jego granice lim a,; = lim f,j—ié =1.
k—o0 k—o00
Nastepny rozwazany podciag bedzie tym dla n = 4k + 1, gdzie k € N, wtedy
dk+2 ( (4k+1)7w (4k+1)(4k+2)
a4k}+1 = 4k i 4 (Slﬂ 9 + <_1) 2 )
4k +2 /| 7T (4k+1)(2k+1) dk+2/
_ 2k + 2 )+ (—1 )= (sin 7 —1)
4k+4@m< T+g) =D 4+ 4 MY
4k 2 k42

0=0.

_4k+4<_'> 4k + 4

Wowczas klim as,1 = 0. Zatem znalezliémy dwa podciagi ciagu (a,,) o réznych
—00

granicach, co dowodzi, ze ciag (a,,) nie ma granicy.

(b) Tym razem ze wzgledu 8 w mianowniku argumentu funkcji cosinus, wybierzemy

n = 16k.dla k € N.

16k
bigr = 16k - cos? (%) = 16k - cos? (2km) = 16k - cos? 0 = 16k.
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Wowczas klim bi6r, = +00. Indeksami generujgcymi drugi podciag bedg n = 16k-+4,
— 00
gdzie k € N.
(16k+4)m
8

= (16) + 4) cos? 5 = (16 +4) - 0= 0.

bigpia = (16k + 4) - cos? ( ) = (16k + 4) cos? <2k7r + E)

2

Zatem klim bigira = 0istad wynika, ze ciag (b,,) nie ma granicy, poniewaz znalez-
— 00
lismy dwa rézne podciagi tego ciggu o réoznych granicach.

Zadania do samodzielnego rozwigzywania

Zadanie 5. Obliczy¢ granice ciggu o wyrazie ogolnym:

3n —2 3vn—1
aj a,, = ’ = —_—
(@) a, 5n + 3 (@) d, 2n—3°
2n3 —bn? + 7 12n% —5n + 2
() b, = o - @ e, = — —nF2
2n*+6—n 1—n2
© ¢ — 1= 1)° (1+ /n+2yn)’
n - 2 _ 4 [f] f — ’
(2n +3)%(5n — 1) 4 3n—1
(@) g, = V16n2 +3n + 1 —V16n2 — 1,
() b — n? +3n\° i) _VnP+2—y/n
oo\ 2m24+1) "oYnd+on—n
Q) i !
1, — ’
"Y2Tnd+n—2n+1
Zadanie 6. Obliczy¢ granice ciggu o wyrazie ogolnym:
nl -1  2n
a = , b) b, = — ,
@) an (n+2)!—(n+1)! [0 b, 3n 6n + 5
" 1—2+43—4+ ...+ (2n—1)+ (—2n)
C = Il
" vnt4n+1
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%DD'—'—HR [J[ ] POLITECHNIKA

NOWOC2ESNE
(TECHHDLDQIEQ: LUBELSKA
2, 2 2 2
= + =2 + 3 + + En 2 _
(d) dn _ 5 ?2 ?3 51 , (9] g, = vVn —1—7} n,
1+ﬁ+7_4++72_n SIHH
5 — 32n+1 9 n ' 5
(e) e, = R.3n+l _9.92n41 1 1’ (h) A, =4/n? <1+smﬁ) —n.
16%—1 +3n+2
(f) f” - on+7 _ 92n—-3"'
Zadanie 7. Obliczy¢ granice ciggu o wyrazie ogolnym:
(a) a, = V7" +2-47 4522,
In €—|—L In €_|_l In e_|_n—1
(b) b, = (e 5) - (e + 57) o F (e+%7) :
n+n n++vn—1 n++/n—(n-—1)
2n 2n+1 3n
(€] ¢, = + RE— ,
n* +nsin (95) + 1 \/n4+nsin(%)+2 \/n4+nsin(1—§)+n
(@ d, = (V3—V3)(V3—V3)..(V3— *"V3),
(e) e, =sin(Inn) —sin(In (n + 1)), n2 47 n®—2n
BV Jn = (—) )
(f) f, =cosvVn+1—cosvn+2, (n+2)2

n?+2n+1 antl
9 g9, = 5% ,

n?+n+3
n+v%+2>

0k — 2?2 —n+1 T2
no 3n2+5 '

(h) hn:(n—}—l)-ln( 1o

Qi i 2n? +4 s-2n M = V" 4 VAn2 + 3n +n
i, = ——"-- ) n = -
" n?+n—>5 ny/(n+2) (3" +3")

Zadanie 8. Zbadac istnienie granicy ciggu o wyrazie ogolnym:

n(n+1) . n
(a) a, =3-(—1)™ 5" —2.(~1)", 0] b — [2 — cos(nm)] 3™ + 1
n n i nm '
3" + sin ( 5 )
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n

(e AT 2, w(=1)""" n
() ¢, = (sm 5 ) , ) d, = (n + = ) o ((—1) w)-

n2 + 2n 3

Zadanie 9. (dodatkowe) Korzystajac z twierdzenia o ciggu monotonicznym i ograni-
czony zbadac istnienie granicy ciggu o wyrazie ogdélnym:

n ek . 21—k

e-n!
(a) afgmr ) b, = —-
(c) cn=g+§+ﬁ+...+3n_1,
T 37 217 6" 41
d d :sin21+sin22 sin23+m+sin2n
" 2 22 23 AL

[1] Gewert, Marian, i Skoczylas, Zbigniew. Analiza matematyczna I: Przyktady i za-
dania. Wyd. 26, Oficyna Wydawnicza GIS, 2018.

[2] Kaczor, Wiestawa i Nowak, Maria. Zadania z analizy matematycznej. I, Liczby rze-
czywiste, ciggi i szeregi liczbowe. Wydawnictwo Naukowe PWN, 2005.

[3] Krysicki, Wtodzimierz, i Wrodarski, Lech. Analiza matematyczna w zadaniach. Cz.
1. Wyd. 29, Wydawnictwo Naukowe PWN, 20083.
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Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

Przyktady oraz zadania do samodzielnego rozwigzania dotyczg obliczania granic
funkcji oraz ich zastosowan w badaniu ciggtosci oraz szukaniu asymptot ich wykre-
sOw. Przypomnijmy kilka najwazniejszych twierdzen oraz granic, ktore przydadzg sie
W rozwigzywaniu zadan.

Twierdzenie o dziataniach arytmetycznych na granicach funkcji: Niech

mlggo f(x) =gq, mlggog(x) = g5, WOWCZas:

+ lim (f(2) + g(2)) = g, + 95, « lim (f(z)-g(x)) = g1 9o

0 $—>$0
C . . . f(x) 0
« jezeli g(x) # 0 w otoczeniu x,, oraz granica g, # 0,to lim ———= = =

a—zy g(T) gs

Twierdzenie o trzech funkcjach: Niech f, g, h bedg funkcjami, dla ktérych zachodzg
jednoczesnie warunki:

e lim f(x) = lim h(z) = qa, e f(z) < g(z) < h(x).

.'1:—>$O m—>.'1:0
Woéwczas réwniez lim g(z) = a.
T—Tg
Warto rowniez przypomnie¢ dwie istotne granice, ktére pomoga w rozwigzywaniu

przykfadow
1\* i
lim (1 + —) =e, lim ST _ 1.
T

T—+00 z—0 X

Badanie ciggtosci funkcji f w punkcie x, polega na sprawdzeniu warunku

lim f(z) = f(zo).

T—Tq

W przypadku gdy granice jednostronne funkcji sg obliczane przy pomocy réznych
wzorow warunek ten przyjmuje postac

lim f(z) = lim_f(z) = f(zo).

z 0 T—T))
Aby znalez¢ asymptoty wykresdw funkcji przypomnimy ich definicje:
* Asymptota pionowa to prosta o rownaniu x = ciistnieje:

> lewostronna wtt. gdy zachodzi warunek lim f(x) = 400,
r—Cc
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> prawostronna wtt. gdy zachodzi warunek lim f(z) = +o0.
Tr—cC

« Asymptota pozioma to prosta o réwnaniu y = piistnieje:
> lewostronna wtt. gdy istnieje skoriczona granica lim f(z) = p,
r——00

> prawostronna wtt. gdy istnieje skonczona granica lim f(a:) = p.
T——+00

e Asymptota ukos$na to prosta o réwnaniu y = ax + b i istnieje:

> |ewostronna wtt. gdy istniejg skonczone granice lim ff) = @ oraz
r——00
lim (f(x)—ax) =0,
r——00
> prawostronna wtt. gdy istniejg skoriczone granice lim @ = @ oraz
1_ b T—+00
Jm (f(z) —az) =b.

Asymptota lewo- i prawostronna jest nazywana asymptotg obustronng, o ile dana
jest tym samym réwnaniem.

W podrecznikach [1, 2, 3] mozna odnalezé dodatkowe zadania z zakresu obliczania
granic funkcji, badania ich ciggtosci oraz szukania asymptot wykresow funkciji.

Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 1. Obliczy¢ granice funkcji lub udowodnic, ze nie istnieje:

3 — 64 . 1l—coszx
(a) lim ——, (e) lim ———,
xz—4 \/5 —2 z—0 SInx
10 — 9 — 22 , 22 (2 +sin®z
(b) lim i 0 lm 2 )
v—13x2 + 40 —7 z—+00 x + 100
sinx — cosx 2
() lim 20— , @ lim bx* — cos (23:)
Ty 14— 7 T——00 2 + 10
522 + 1) 1% — 27
x z —
(@ lim (2227 () tim &Y ,
z—0 \ 3x2 +1 z—2 |x — 2‘
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8
o (22 —x—2) .

Rozwigzania:
(a) W rozwigzaniu tego zadania skorzystamy z dwéch wzoréw skréconego mnozenia

3 —64 . (z—4)(2* +4z + 16) — im (VT —2) (Vz +2) (2% + 4z + 16)

m%4\/_—2 r—4 \/_—2 r—4 \/_—2
= lim (V& +2) (2% +42 +16) = (V4 +2) (4> +4-4+16) = 192.
xr—

(b) Ze wzgledu na fakt, ze jest to granica typu %, obliczymy wyrdzniki tréjmianow znaj-
dujgcych sie w liczniku i mianowniku.

A =(=9)2—4-(-1)-10 =81 +40 = 121 = 112, /A, = 11,

;=251 =11, = 221 = —10. Zatem 10 — 9z — 2? = —(z — 1)(z + 10).

Ay =42 —4-3-(=7) =16+ 84 =100 = 10%, /A, = 10,

gy =220 =T g, = =40 — 1. Stad 322 + 4z — 7T =3 (z + 1) (z — 1).

6 3’
. 10—9z2—22  —(z—1)(xz+10) .. —(z+10) —11 11
lim >4 - = lim - = lim — = ARSI
e=132% 4o —T7 a-13(x+4)(x—1) =1 3(x+3%) 3(1+71) 0
(c) W tym przyktadzie skorzystamy z wzordéw trygonometrycznych.
sinx — cosT sin x — sin (E — :E) 2 cos Tryw sin r—(5-2)
lim ————— = lim — 2 = lim 27T 2
T—=7 7~ =7 7~ =7 71— x
9 cos 2 sin T2 9 cos T sin 222
= lim 27r = lim ;L 2
2cosTsin(x — T 2 sin(x— 1=
= lim 4 <W D _ iy o, V2 50 ;*):—\/5
o1 . ba?+1 . .
(d) Poniewaz lim — = +oo oraz lim ——— = 1, przeksztatcimy wyrazenie beda-
z—0 12 r—0 312 +1

ce podstawag potegi oraz skorzystamy z definicji liczby e.

1 a1 a1
) 522 + 1) =2 . 3x2 + 14 222\ =2 . 32 +1 22 w?
lim = lim = lim +
z—0 \ 322 +1 20 3x2 +1 =0\ 322 +1 3z2+1
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1

22 w2 lim 222 . 1 i 2 5
— hm (1 -+ 32—_|_1 — ezg% 32241 22 — @mlgb 32241 — e30+1 — 62.
z—0 €T

(e] W tym zadaniu skorzystamy z jedynki trygonometrycznej oraz wzoru skréconego
mnozenia — réznicy kwadratdw.

1 —cosx ) l1—cosz 1-+cosz ) 1 —cos?zx
lim ——— = lim - . = lim —
z—0 sinx a—0\ sinz  1+cosx a—0sinz (1 + cosx)
sin® z } sinx sin 0 0

0.

= lim — = lim = = =
a—0sinx (1 +cosx) 2-01+cosz 1+cosO 141
(f) W tym przypadku do obliczenia granicy wykorzystamy twierdzenie o trzech funk-
cjach oraz wtasnosci funkcji sinus. Obliczamy granice przy x — 400 zatem mozemy
zatozyc¢, ze x > 0. Wéwczas:
—1<sine < 1,
0 <sin?z <1,
x? S
x + 100
212 x? (2 + sin? x) 312
r+100 © z+100 T z+100°

2<2+sin?x <3 0,

Obliczymy granice ograniczenia dolnego oraz gérnego rozwazanej funkgcji.

im ———— = lim —————— = lim = — 400
z—+oo £ + 100  z—4o00 g <1 gy 1@@) z+oo 1 + 120 140 )
O T oS R N |11 a.c.) |
a:—>+oo£)3+100_w—>+oox(1+1xﬂ>_;,;_H_OOl_‘_lgo_ 120 =

Zatem z twierdzenia o trzech funkcjach oraz powyzszych wynikéw wnioskujemy, ze
] x? (2 + sin? :U)
lim

x—+00 x + 100

(g) Ponownie skorzystamy z twierdzenia o trzech funkcjach. Tym razem obliczamy

granice przy r — —oo, zatem x < 0. Jednak we wzorze funkcji wystepujg wytgcznie

= +0Q.
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wyrazenia 22 > 0,

522 — 1 < 5a? — cos (27) <5x2—|—1H- 0,

—_ >
2+ 10
5x? — 1 o 522 — cos (27) o 52 + 1

2410 22410 22410

Obliczymy granice ograniczenia dolnego oraz gérnego rozwazanej funkgcji.

a1 (5-d)_  5-% 5.0

im = lim = lim = =5,

ro—00x2 410  eo-c0 g2 (14+13) ev-014+13 140
5a2+1 . 2*(5+2%) . b+ 540

d.

Zatem z twierdzenia o trzech funkcjach oraz powyzszych wynikdw wnioskujemy, ze

2
— 2

I Sx 2cos(az):5

T——00 x4+ 10

(h) Rozwigzywanie tego przyktadu rozpoczniemy od skorzystania z rozwiniecia wzoru
na réznice szesciandw, ktory znajduje sie w liczniku wyrazenia.

(241 =3 (z+1-3) [(a:+1)2+3(33+1)+9]
lim = lim
T—2 |z — 2| T2 |z — 2|

— lim (—2) (22 +2z+1+3x+3+9)

22 |x—2|

_ 2
Y (x —2) (z* + 5z + 13)
r—2 ’,1}—2’

Rozwazymy w tym przypadku granice jednostronne ze wzgledu na wartosc bezwzgled-
ng znajdujacg sie w mianowniku.

(x —2) (2® + bz + 13) (x —2) (2® + 5z + 13)

lim = lim
T2 |.QZ' — 2| T2~ — (33 — 2)
2
. " +5r+13
lim :—(22+5-2+13):—27,
T2 —1
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g =2 (@450 +13) (@2 @452 +13) (2% + 52 + 13) = 27.
z—27 ‘.’l? — 2| T—2% r—2 r—27F

Zatem granica rozwazanej funkcji nie istnieje, poniewaz granica lewostronna nie jest
rowna granicy prawostronnej.

(i) W tym przyktadzie rozpoczniemy od roztozenia na czynniki nierozkfadalne wyra-
zen znajdujgcych sie w liczniku i mianowniku rozwazanej funkgiji.

Rozpoczniemy od licznika:

A =(-12—-4-1-(—2)=1+8=09, \/__3 x1_73:—1,a:2:1;—3:2.
Zatem (22 —2—2)° =[(z+ 1) (@ —2)]¥ = (2 + 1)® (2 — 2)%.

Aby rozftozy¢ mianownik skorzystamy ze schematu Hornera — podzielimy wielomian
x3 — 122 + 16 przez jednomian x — 2.

1 0 —12 16
2 2 4 —16
1 2 =8 0

Zatem x® — 122 + 16 = (z — 2) (2 + 22 — 8). Nastepnie obliczmy miejsca zerowe
funkeji 22 + 22 — 8.
Ay =22—4.1-(—8) =4+32=36,\/Ay = 6,5, = 25 = —4, 2, = =26 — 2,

Stad (2° — 12z + 16)" = [(z—2)* (x + 4)] Y (2 —2)% (2 + 4)* Wowczas:

2 9 8 1 8 9 8 1 8 9 1 8 8
NG N GRS I LIt S )V
v=2 (3 — 122 4+ 16)" 222 (z —2)° (z +4)" 2 (z4+ 4" (2+4) 6

38 3t (3)4 81

T ot.3t " 91 9 16°

(j) Przyktad ten wymaga+ bedzie skorzystania z definicji funkcji tangens oraz skorzy-
stania z granicy hH(l) sinz _ 1,

sin(5x) .
tg (51’) — lim cos(5x) — lim S (5.77) . 1
x—08in (2z)  z—0s8in (2x) 20 \sin (2z) cos (5x
z) |

(22)

i sin (5z) 1 ~ lim sm( S5\ i (SR (bz) . bx

50 sin (22) cos0  =—0 \sin (22) bz z—0 Sx sin (2x)
2

= lim sm(5:c) im ,5$ =1-5-1lim 'a; C =

550 Bx  a-0sin (2) x—0 \ sin (2z) 2

= lim sin (52) lim
) 20 sin (22) =0 cos (5x)
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5 . 2x 5 . 1 ) 1 5 1 5
:—hm—:—llm—:——:——:—
2 2—0sin(2x) 2 z-0sin@z) 2 g, sn@x) 9 1 9

Zadanie 2. Zbadac¢ ciggtosc¢ funkcji. Wyznaczy¢ punkty nieciggtosci dla funkcji nie-
ciggtej:

;c:lz_l, x> 2, ﬁ;;ﬁ» 2> 0.

(&) f(z) =< —22+3, z€][0,2], (b) g(x) =<2z +1, x€[-1,0],
1 2 1
prepped x <0, xe, T < .

Rozwigzania:
(a) Punktami, w ktérych bedziemy oblicza¢ granice oraz warto$ci funkcji bedg x; = 0
oraz r, = 2.

2 _ - _ _
lim f(z)= lim v oS lim M: lim = 50 3:3,
z—0- =0~ 12 —1x a—0-x(x—1) a=0x—1 0-—1
1 1
Ji £(0) = i (=0+3) ==3-0+3=3 =10

Poniewaz granica lewostronna, prawostronna oraz wartosc funkcji w punkcie z; sg
réwne to fjest ciggta w tym punkcie.

lim f(x) = lim (—%3174—3) z—%-2+3:—1+3=2:f(2),

T—2~ r—2"
1m r)= 11lmMm — = [l1In .
ve—1—1 vz—1+1

r—2+ x—2+ m —1 r—2+
(z—2) (Vo —1+1) (z—2) (Vo —1+1)

= lim = lim

r—2t l’—l—l r—2t $—2
— lirgl+(\/x—1—|—l>:\/2—1+1:2.

T—

Ponownie granice jednostronne oraz wartos¢ funkcji w punkcie x, sg rowne, wiec
funkcja jest ciggta w x,. Zatem poniewaz nie ma innych potencjalnych punktow nie-
ciggtosci to fjest ciggta na catym zbiorze liczb rzeczywistych.

(b) Punktami, w ktérych moze potencjalnie wystgpié¢ brak ciggfos$ci funkcji sa

9
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r, =—1lorazx, = 0.

lim g(z)= lim (2?)=(-1)?2=1,

r——1" r——1"
lim g(z)= lim 2z+4+1)=2-(-1)4+1=-2+1=—-1= f(—1).
rz——1T rz——1T

Zatem ze wzgledu na brak ciggtosci lewostronnej g nie jest ciggfa w punkcie ;.

lim g(z) = lim 2z+1)=2-04+1=1= f(0),

z—0~ z—0

z(1+ & 1+ g1
lim g(z) = lim M:lim (—.m): i ‘F:{ +OO}:_|-OO,
x—0F z—0t x4+ sinx -0t g (1 + %) z—0T 1 4+ % 1+1

Zatem w tym przypadku mamy do czynienia z nieciggfoscig prawostronng funkcji g
w punkcie x,.

Zadanie 3. Wyznaczy¢ wartosci parametrow tak, aby funkcja byta ciggta w swojej
dziedzinie:

3222?1—43;;237 $<_27 _17 \_17
@ flz)=<23+2, x€[-2,0], ax? +bx+c, € (—1,1)\{0
()= =201 ) o) — (~L 1)\ {0}
et x>0, 0, r =0,
1, > 1

Rozwigzania:
(a) Rozpoczniemy od obliczenia granicy prawostronnej w —2 aby dopasowac jej war-
tos¢ do granicy lewostronnej.

lim f(z) = lim (2342)= (=22 +2=—-842=—6=f(—2),
r——271 r——2%
) ) x2 +ar —2 (—2)2—2a—2 2 —2a 2 —2a
lim f(zr)= lim = — — _
o2 a——2" 322 +4r+3 3-(—2)2+4-(—2)+3 12—8+3 7
Zatem aby funkcja byta ciggta w w tym punkcie musi zachodzi¢, ze 2}2“ = —6, stad
2 —2a = —42, zatem a = 22.
lim f(z) = lim (2°+2)=0%+2=2= f(0),
z—0~ z—0~
b-e” b-e b
li = li = = b+ 1.
wgg* f(fl?) acg(r)1+ b—e* b— eV b— 17 #
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Wynika stad, ze funkcja bedzie ciggta w punkcie x, = 0 gdy b%l = 2,czylidlab = 2.
Zatem f jest ciggta na catym zbiorze liczb rzeczywistych dlaa = 22 oraz b = 2.

(b) Punktami, w ktérych moze zaj$c¢ brak ciggtoscisg z; = —1, x5 = 0 oraz x5 = 1.
lim g(z)= lim (—1)=—1=g(-1),
r——1— r——1—
lim g(z) = lim (az®+bx+c)=a—b+ec.
r——17t r——17t
Zatem aby zaszta ciggtos¢ w z; musi by¢, zea — b+ c = —1.

lim g(z) = lim (az® + bx +¢) =¢, g¢(0) =0.

z—0 z—0
Stad c = 0.
li =lim(l)=1=¢g(1
lim g(z) = lim (1) g(1),
lim g(z) = lim (az? +bx+c)=a+b+c.
z—1* x—17T

Zatem aby funkcja g byta ciggta w kazdym punkcie zbioru liczb rzeczywistych musza
jednoczesnie zachodzi¢ warunki:

a+b+ec=1 c=0 c=0 c=0
c=0 << <a+b= <~ <2a=0 <~ <a=0
a—b+c=-1 a—b=-—1 at+b=1 b=1.

Zatemdlaa =c = 0orazb =1 g jest ciggta.

Zadanie 4. Wyznaczy¢ asymptoty wykresu funkcji:

222 — 51 + 2 4
@) fle) = 3::2—10a;+3' b g(x) =2 =5

Rozwiqzania:
(a) Rozpoczniemy od okreslenia dziedziny funkcji. Ze wzgledu na mianownik

322 — 10z +3#0,A=100—36 =64, VA =8z, =28 =1 5 — 108 _3

6 37
Stad Df =R\ {%, 3}. Zbadamy wystepowanie asymptot pionowych.

222 —5x4+2 . 202 5142 2242
lim — = lim I = ;
rd 307 =102 +3 213 (z—1) (z—3) 0
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[ 2_5.4.9 2_ 15, 18 5
R | Il Exraers i el [ R
-5 5
e P [ e

Wynika stad, ze krzywa o rownaniu x =
kresu funkcji f.

% jest asymptotg pionowg obustronng wy-

222 —hr 42 , 222 — 5x + 2 {2.9—5-3+2}
lim = lim 0 = ,
z—3 3x2 — 10x + 3 x%33<x—§> (x—3) 0
18 — 15+ 2 5 5
1. — = _ = — =
Jm f(@) [3-(3—%)-0} [3-%-0] {0—] o

. 5 5
) = [ﬁ} - [5) =+

Stad wykres funkcji f posiada réwniez drugg asymptote pionowg obustronng o réw-
naniu x = 3. Zbadamy rowniez istnienie asymptot poziomych.

222 — 51 + 2 P (2-24 2 2—-54+ 2 9
1m = 1m = = —.
2—400 322 — 102 +3  a-+0 g2 (3— 104 3) " oode03 104 3 7 3

Poniewaz zaréwno granica w plus, jak i minus nieskonczonosci wynosi % to istnieje
asymptota pozioma obustronna wykresu funkcji f o réwnaniuy = % Wykres tej funk-
cji nie posiada asymptot ukosnych ze wzgledu na wystepowanie asymptoty poziome;j
obustronne;.

(b) Dziedzing funkciji g jest zbiér D, = R\ {0}. Zbadamy, czy wystepuje asymptota

pionowa x = 0.

. ) 4 4 —4
Stad istnieje asymptota pionowa do wykresu funkcji g o rownaniu z = 0. Zbadajmy
granice funkcji w nieskonczonosciach.

lim g(x) = lim (aj—i> = {—Foo—

]=[+oo—0]=+oo,

T——+00 T—+00 2 (+OO>2
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mEr—noog(x) = lim (:c — %) = [—oo — (_2)2] = [~00 — 0] = —c0.

Zatem wykres tej funkcji nie posiada asymptot poziomych. Z tego wzgledu zbadamy
wystepowanie asymptot ukosnych.

4 4
lim M: lim (1——3):[1— 3}:1—O:1=a,
r—+o00 I T—>+00 €T (:I:OO)

—4 —4
lim (g(x) —a-z)= lim (:L‘———:C)z lim — = =0="0.
r—+00 r—+00 xz r—+00 ;L‘2 (:|200>2

Stad wykres tej funkcji posiada asymptote ukosng obustronng o rownaniu y = x.

Zadania do samodzielnego rozwigzywania

Zadanie 5. Obliczy¢ granice funkcji lub udowodnic, ze nie istnieje:

(x — 2)636_1, (h) Er_n (\/902 +x— :c)
Vr+6—3

(@) alclg}l cos(x — 1)

2 _rp i I '
(b) lim 20" — o 3, () x1—>I%>:133—5a:2+3:E+9
rx—3 3:132 —T7x—06 +1
22— 22 +5\"
a3 —64 M lm (S5——2)
(c)] lim ————, z—+oo \ x4 — 4w + 3
z—4 2 — 16
k] lim x|lnx—In(x+ 3)|,
AR W el (o +3)
(d) lim ,
r——1 x4 + 2 —2 [|] lim €3w3+cos:c
T—r+00 '
. \/E —V 6 — 372 7T _ 5%
[e] lim [m] lim
() li sin” o lim %
11m ' '
z—0 \/g—\/Q—i—cosx () :clg(l) 2sinx
cos 2x — cos 8x sin (2x)
1
(o) lim 2 (o) liy sin (9z)
13
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. tg(3x) 1 1+x
] , LB
oo )l iy

2\.

(q) lim cos T , () lim (t $>tg(2f€)
% 2r —m e g -
5)
0 lim 20

Zadanie 6. Zbadac ciggtosc funkcji. Wyznaczyc¢ punkty nieciggtosci dla funkcji nie-
ciggtej:

x2—9 2 2
(a) a(zx) =4 =3 ¢ + —3, zeos® 3,z €(0,2).
6, T = _3, [e] 6(1’) == O, xTr = 0,
ln(1;m2)7 z € (—1,0),
4422, <0,
(b) b(l‘) = {sin(4m) 4—a?
— >0, 0 f(2) = 5—=7
|2z — a3
x2—4
oD x> 2, \%—_11, x> 1,
() c(z) = —;4, 8 z =2, (@) g(x) =< 5— 3, r € [—2,1],
Tsars <2 2012 53T < 2,
_Sin%, x +0, rsini —cosi, x#0
(d) d(z) = { =Va? h) h(z) = - ’
@) {1, x =0, ) Ae) {17 r=0.

Zadanie 7. Wyznaczy¢ wartosci parametrow tak, aby funkcja byta ciggta w swojej
dziedzinie:

x3427 T
. z+3 x 7é _37 sin(ax)’ T < O’
a, 33'—3, [C] h(aj): proRw—— T O<$<1,
bx — 3, 1 <2 <2,
24 (c—2)x—2
Y
(37_2)3) ZE<0, %7 S [R\{_272}7
2
(b) g(z) =ax+b, 0<z<l, (@) i(x) = sl sl o
ve+3, x2>1, 3 -sin(b), r=—2.
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Zadanie 8. Wyznaczy¢ asymptoty wykresu funkgiji:

322 — 6z +3 3
@ J) == ) () =y
(b) g(z) = Va2 + 3z + 2z, (f) k(z) = (2—12)5 — (24 2)3,
3 —3 124z
(c] h<$> = 31 (9) l(33> = m,
. 323 + 222 —1 o _ |32
@) i) = =5 ) = e va

[1] Gewert, Marian, i Skoczylas, Zbigniew. Analiza matematyczna I: Przyktady i za-
dania. Wyd. 26, Oficyna Wydawnicza GIS, 2018.

[2] Krysicki, Wtodzimierz, i Wrodarski, Lech. Analiza matematyczna w zadaniach. Cz.
1. Wyd. 29, Wydawnictwo Naukowe PWN, 2003.

[3] Niewiadoma, Joanna, i Szynal, Jan. 15 wyktadow i 150 zadari z analizy matema-
tycznej. Wydawnictwo Uniwersytetu Marii Curie-Sktodowskiej, 2020.
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Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

Ze wzgledu na fakt, ze zadania bedga dotyczyto pochodnych funkciji, rozpocznijmy
od przypomnienia definicji.

Pochodng funkcji f zmiennej rzeczywistej w punkcie o € R nazywamy granice
F(zy) & def i (m0+h}3_f(m0)

h—0
Zestawienie wzordw potrzebnych do obliczania pochodnych zostato umieszczone

w tabeli 1.

, 0 ile ona istnieje.

Tabela 1. Zestawienie pochodnych podstawowych funkcji

f(x) f'(z) | f(x)

c = const 0 CcoS T —sinx
1
P, peR p- P! tgx 5
cos?
e’ e’ ctgx ——
[y
a®,a>0 a®-Ina || arcsinz, x € [—1,1] " €(—1,1)
—z
1 = € [—1,1] = € (—1,1)
nw - arccosx, T € [—1, ——, v € (—1,
5{' V1 — 22 0
1 ,a€ (0,1)U (1, t
og, z, a € (0,1) U (1,+0c0) ~na arctgr 1+1932
. ¢ b
sinx cos T arcctge 522

Dodatkowo przypomnijmy podstawowe wzory na obliczanie pochodnych dla funk-
cji f, g oraz dowolnej statej c € R:

(c- f(x) =c- ['(2), (f(x) - g(x))" = f(x)g(x) + f(x)g' (2),

(f(x) £ 9(x))" = f'(z) £ g'(x), (%) H g)g(xJ)”(x)g’(x)_

W przypadku ostatniego wzoru jest on okreslony dla funkcji g roznej tozsamosciowo
od zera oraz dla x takich, ze g(x) # 0. Natomiast w przypadku funkcji ztozonej f o g
jej pochodna wyraza sie wzorem:

(fog)(x)=(flg(x) = f'(g9(x))- g (x).

3
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Do rozwigzywania zadan przydadzg sie rowniez wzory dotyczgce logarytmow dla do-
wolnych a,p € (0,1) U (1, 400) oraz b, c € (0, +00):

b
log b+log c=1log (bc), log b—1log c=log (—) ,
a a a a a a C
log b
'8’ = b, log b= P

logp a

Przypomnijmy réwniez wzory na sinus i cosinus kata podwojonego dla dowolnego

a€eR: 2 2

sin (2a)) = 2sinacosa, cos (2a) = cos” o — sin” a.

Pochodne sg wykorzystywane miedzy innymi do wyznaczania rownan stycznych. ROw-
nanie prostej stycznej do wykresu funkcji w punkcie 0 wyraza sie wzorem:

y=[f"(zg) (x —x) + fl).

W podrecznikach [1, 2, 3] mozna znalez¢ dodatkowe zadania z zakresu wyznacza-
nia pochodnych funkcji z definicji oraz obliczania pochodnych za pomocag wzordéw.

Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 1. Korzystajac z definicji znalezé pochodng funkcji oraz obliczy¢ jg przy po-
mocy wzorow:

(@) fi(z) = 62° + 1, (€) fa(z) = Va2 +Tewaz, =1,
1
(b) fo(z) = PR (d) fu(z) =5log, (22 +1)wzy =4.

Rozwigzania:
(a) Korzystajgc z wzoréw na pochodne otrzymujemy od razu, ze f{ (x) = 12z dla
x € R. Otrzymamy ten sam wynik korzystajgc z definicji:

fil@+h) — fi(z) 6(z+h)”+1—(62241)

/ . .
r) = lim = lim
fi(@) h—0 h h—0 h
2 2
. 6(x+h)"+1—62>2—1 _ 6(x+h)” — 622
= lim = lim
h—0 h h—0 h

4
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2 2 2 2
6. lim +2zh+h* —z :hm2xh+h :6-limh<2x+h)
h—0 h h—0 h h—0 h
=6-lim (2r+h) =6 2z =12z,
h—0

(b) Dziedzing funkcji f, jest zbiér R \ {1}. Korzystajac z wzoréw

s — (3 -117 3 ~2/ 3 r 1 o —3a?
Natomiast z korzystajgc z definicji
1 1 z3—1—[(z+h)3—1]
vion g @R —fo@) . @Rrl T @1 [P D)
Y B
g 3 —1—(z+h)?>+1 _ fim 23 — (23 4 322h + 3zh? + )
T hs0h[(z+hR)B—1](z3—1) a0 h[(z+h)3—1](z3 —1)
. x3 — 3 — 3x2h — 3xzh? — A3 4 —322h — 3xh? — h3
= [1m = 11m
h—0 h[(x+h)3—1](x3—1) h—0h[(z+h)3—1] (23 —1)
) h (—3x? — 3zh — h?) , —322 —3xh — h? — 32
= lim = lim =

T hsoh[(z+R)B—1](23—1) as0[(z+h)3—1](z3 —1) (3 — 1)

Dziedzina pochodnej f; jest identyczna z dziedzing funkcji f,.

(c) W przypadku tego podpunktu na poczatek skorzystamy z definicji pochodnej funk-
cji w punkcie, w tym celu bedziemy korzystali ze wzoru skroconego mnozenia - roz-
nicy szescianow:

f3(1+h) = f5(1)

YA+h)2Z+7(1+h)—V12+7-1

f3(1) = limy h o h
N+ +RZ+THTh—V8 . Vh2+9h+8—2
= lim = lim
h—0 h h—0 h
3 2 3
VRO (VA2 +9h+8)" +2Vh> +9h+8+4
= lm .
h=0 h (VRZ+ R +8)" +2V/h% + 9h + 8+ 4
. h?+9h +8—38
= lim

O (VR OR ) + 20+ 9h 8 + 4]
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= lim h(2h+9)

héoh[(é/h2+9h+8) +2\3/h2+9h+8+4]

. h+9 9 9 3
= lim —= -,

O (YR OR+8) +2VRE A Oh r 844 2 H2 244 124

Sprawdzmy teraz ten wynik przy pomocy wzordw na pochodne

17/ 1 _2 / 2
f5(x) = [(3324-7&:)3] =— (22 +7x) ® (2 +Tx) = L7 5
: 3(Va?+7z)

247 9 3

i obliczmy jej wartoéé dla zy = 1: f5(1) = 5 = =

3(vivr)® 34 4
(d) W tym przyktadzie do znalezienia pochodnej funkcji z definicji potrzebne beda
wzory na réznice oraz zmiane podstawy logarytmu:

fa(d4+h)— f,(4) - 510g3[2(4—|—h)—|—1]—5log39

filh =i =, =% h
. 5log,(9+2h) —5log, 9 _log, % 1 2h
S =5 im = =5 i | o, (1+ )|
‘ 2h\ * | 2h\ * g 201
:5-1111Lr(1)10g3<1+?> =5-log, [}13(1)(14—?) }zS-log?’e h=0"9 "R

lne% B 5-% B 10
In3 In3 9In3

:5-logSe%:5-

Sprawdzajgc wynik za pomocg wzoréw otrzymujemy:
filz) = (2z+1) = oraz fy(4) =

(2z+1)In3 (22 +1)In3

Zadanie 2. Obliczy¢ pierwszg pochodng funkgiji:

@ o) = 2L @ filo) = aretg? (~—25),
(b) f5(x) = cosx — %COS?’ x, (e) fs(z) = ;333 V323 — 12z,
() f3(x) =322 -In® (2°) + 2'83, (f) fe(z) = (In x)%
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Rozwigzania:
(a) Dziedzing funkcji f; jest zbiér x € R, dla ktérych xt—1 =+ 0. Stad jest to zbidr
Dfl — |R \ {—1, 1}.

(:132 —|—2x—1)/ (x4—1) — (a:2+2$— 1) (:134—1)/

fi) = =
C (2242)(2* —1) — (2® + 22 — 1) 42?
- (x4 —1)°
225 — 22 4 22" — 2 — (4a® + 8zt — 4a3)
- (x4 —1)°
B 225 — 2x + 22 — 2 — 4x° — 8zt + 423 B —2x° — 6% + 423 — 22 — 2
- (x4 —1)° - (24 —1)° |

Dziedzing pochodnej jest Df{ = Dfl'
(b) Nie ma punktéw, w ktdrych nie istnieje wartos¢ funkgciji f, stad Df2 =R.

1

1
fo(zr) = —sinz — 3 (cos®z) = —sinz — 3 3cos? z(cosz)’
= —sinz — cos? x(—sinz) = —sinz + sinz cos® r = sinx (cos? z — 1)
= —sinz (1 — cos®> z) = —sinz (sin? 2) = —sin® 2.

Dziedzing pochodnej jest Dfé = Df2
(c) Ze wzgledu na wystepujace w wyrazeniu funkcje dziedzing funkcji bedg = € R, dla
ktérych 2® > 0i £ # Z + km. Stad « > 0 oraz & # m + 2k, k € Z. Zatem dziedzing
tej funkciji jest zbior Dy = R \{m + 2k7 : k € N}.

fi(x) = (322)" - In? (2°) + 322 - [In® (x5)]/ + 213 . In2- (tg g)

/

— 6In? () + 327 - 2In () - [In (2%)] + 263 -2 — . (%)

cos? § \2
= 6xIn? (a:5)+6x2-1n($5)-i-($5)/+2tg% -In2- L !
x° cos? 5 2
1 o In2
= 621n* (2°) + 622 - In (z°) - — - bt 42 ——
xr COS by
« In2
= 6z In? (%) + 30z In (z°) 4 2821 . R
COS 3
7
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In2

2z
COS 2

= 6x1n (z°) [In (z°) + 5] + 2'8 51,

Dziedzing pochodnej jest Dfé = Df3.
(d) Dziedzing funkcji ze wzgledu na logarytm jest zbiér Df4 = (0, 4+00).

fi(z) = 2arctg (1 —wln:c) : {arctg (1 —1nx)}'

X

' 1 .(1—lnx>’
1+(ﬂ)2 T

(=)
(1—1nx>_ 1 (1—Inz) -z—(1—Inz)-z’
(=)
(=)

14 (1—1nw)2 . x2
. 1 '—%-x—(l—lnx)
1+ (1—1n$>2 72

1 .—1—1+1nx

T
Dziedzing pochodnej jest Dfi = Df4.

(e) Dziedzina funkcji jest zbiér z, dla ktérych 32% — 122 < 0 x (2% —4) >0
< z(r—2)(z+2)>0. Stad Dy =[-2,0]U[2,+0o0).

2 2 ’
fi(x) = 3 (23)" V323 — 122 + §x3 : (\/ 33 — 123:)
2 2 1 ’
=2.322 V323 =122 + =z3 - 33 — 12
3 3 2v3x3 — 1295( )
3922 —12
— 922 . V328 — 1204+ — . 22

3 /315 — 122

3(3z% —4) 227 (32® —12x) + a® (322 — 4)
= 222 V323 — 120+~ _
V3x3 — 12z V3x3 — 12z

22 (62° — 24x + 323 — 42)  2? (923 — 28z) B z3 (922 — 28)

V323 — 12z VB3 — 12z V323 — 12z

Ze wzgledu na pierwiastek kwadratowy wystepujgcy w mianowniku pochodnej musi-
my dodatkowo zatozy¢, ze 3z* — 12z # 0. Zatem Dy, = (—2,0) U (2, +o00) C Dy
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(f) Aby obliczy¢ pochodna tej funkcji, musimy dokonac¢ zawezenia dziedziny do argu-
mentdw, dla ktérych podstawa potegi jest wieksza od zera, to jest Dfs = (1, 40).
Przy tak dobranej dziedzinie mozna zapisa¢ funkcje w postaci logarytmiczno-wy-

ktadniczej:

2\.

folx) = (Inz)= = elnine)? — o2 line) \owczas:
/ In(1 '
x x
— 3(nz)? - In(lnz)]" - x ; In(lnz) -z’ — 3(Inz)? - ms - (Inz) ‘235 —In(Inz)
T x
11 1
B 5 ez @ In(lnz) s 7 —In(nz)
=3(Inx)= = =3(lnz)= p
3 1—Inz-In(Inx) 3 4 1—Inz-In(lnx)
=3(Inz)= - o 22 = 3(Inz) .~
Dziedzing pochodnej jest Dfé = Dfe'
Zadanie 3. Obliczy¢ pierwszg oraz drugg pochodng funkgiji:
12 4 1 — 2 _
(d) fy(x)=e7" Va3 —A4x,
1—A4x
(b) folz) = r—3' (e) f5(z) = (Qx)tgx

Rozwigzania:
(a) Poniewaz w mianownikach znajdujg sie x o réznych potegach, dziedzing jest zbiér

Dfl — |R\ {0}.

filx)y=>12-27t —4.273 —|—a:’4)/ =12-(=1)-272—4-(=3)- x4 —4.27°
12 12 4

_ —2 —4 -5 _
) =(—12-22412- 27 —4-27%) =12 (=2) -2 3 + 12 (—4) -z "
24 48 20
—4-(—5)-30_6:24-x_3—48-x_5+20-a:_6:—3——5+—6.
T X X

Dziedziny pochodnych obu pochodnych sg réwne dziedzinie funkciji.
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(b) Ze wzgledu na wyrazenie wystepujace w mianowniku Dy = R\ {3}.
(1—4x)(z—3)—(1—-4z)(x—3) —4x—3)—(1—4x)-1

f2( ) (37—3)2 - (37—3)2
e+ 12-1+4r 11
(z—3)?  (z—3)%
7/ 11 ' —_9\/ _ 22
2 (@) = (m) =11 (z—3)7%) =11-(-2)(z—3)7° R
Stad D; = Dy, = Dyy.
(c) Ze wzgledu na pierwiastek kwadratowy Df [0, +00).
fix) = (622 +1) 2vz —1) + (52% +1) (2v/x — 1)’ = 10z(2y/z — 1)
2 1
+ (br? +1) —— NG = 20zy/x — 10z + (5z? + 1) — NG = 20zv/z — 10z + %
1 1 3 1
+ — =20zvz — 10z + 5/ + —= = 2522 — 10z + 22
NE7 NE7
1
APAERLIPY —10x+x—%) =25. § 2 —10—ga 3 = —\/‘—10— 23:[

Zatem D,fé — Df;/;/ = (0, +OO) C Dfs.
(d) Ze wzgledu na wyrazenie pod pierwiastkiem kwadratowym D, = [—2,0]U[2, +00).

fif@) =(e7) Vad —da e (Va¥ —dx) = e Vi —do

1 , e - (302 — 4)
+e ¥ ———— (2% —4z) = —e " Va3 —4dx +
2vVad — 4z ( ) 2Vad —Ax
—2e % (2 —4z)+e - (322 —4) e 7 (—22° 4 32* + 8xr —4)

B W3 — Az 2\/ —Ar ’

e (—2a% + 322 1 8w — 1)) 2v/a — Ay — SRS s A B )
i () = 1 (25 — 4z) = (%).

Ze wzgledu na skomplikowanie wyrazenia w liczniku obliczymy najpierw pochodng
iloczynu w nawiasie kwadratowym.

[ (=223 + 322 + 8z — 4)] = —e* (—22% + 32 + 8z — 4) + ¢ ¥ (—62> + 6 + 8)
=e ¥ (22° — 322 —8r + 4 — 622 + 6z +8) = e ¥ (22° — 9z? — 22 + 12)
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Wdowczas po sprowadzeniu wyrazenia w liczniku do wspolnego mianownika oraz wy-
Yaczeniu przed nawias e~ * otrzymujemy:

(223 — 922 — 22 + 12) 2 (23 — 4x) — (—22% + 322 + 8z — 4) (32® — 4)

*x)=e -
) 4 (23 — d2) Va® — 4z
, Ax® — 1225 — 297* + 6423 —|— 4022 — 642 — 16

= € .

4 (x3 433)
Zatem poniewaz pierwiastki kwadratowe wystepujg w mianownikach pierwszej oraz
drugiej pochodnej Dy, = Dy = (—2,0) U (0, +00) C Dy,.
(e) Po ograniczenia dziedziny naturalnej funkcji f; do argumentow, dla ktérych pod-
stawa potegi jest dodatnia tj. Df (0,400 \{2 +km: ke Z} Wdéwczas mozemy
zapisac¢ wzor funkcji w postaci, ktora umozliwi nam obliczenie jej pochodne;j:

f5< ) In(2z)%®% __ etgm~ln(2:c)'

fi(z) = etg“n(%) (tgz - In(27)) = (22)'87 - [(tgz) - In(22) + tgz - (In (22))’]

— (20)e7 . (M +iga- %) — (20)e7 . (h“ 22) tgm) ,

cos? x cos? x T
In(2z)  tgz In(2z)  tga)’
/() = [(2x)E"] 9 \iE
COS2 X N
_ (Qx)tgm ln(21‘) + tg.fl: 2 n (2x>tgx — 1n(2x) .2cosx - (_ sin ZU)
cos? x x cost x
— 2
+M) = (2z)8® <1n(22:1:) 1 tgx)
z cos? x x

cos x + 2z In(2z) sin x T —tga:)
2

+(2xﬁgw-(

In(2x) tgx > cosw+ 2z In(2x) sin z —tgx
— (2¢)te® sin® x .
(22) |:(COS2$ T ) i x cos3 x T x?

T cosS T T

Zadanie 4. Obliczy¢ wartos¢ pochodnej funkcji w podanym punkcie:

1 sinx — 1 s
(a) fl(ac)zélw-lnm-(l——)wxozl, b) folz)=——waxy=—=
T T 2
Rozwigzania:
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(a) Funkcja ta oraz jej pochodna majg dziedzine D, = Df{ = (0, +00).

filz) = [(4m Inz) - (1_1>}/ = (4% -Inzx) - (1_l> 4 (4% Inz) - (1_1>/

i €T i

, 1 1
= [(4*%)" -1 4% . (1 o1 ——= 4% . Inx - —
[( ) -Inz + (n:r:)] ( az) + n -

1 1 4% . 4%
= <4m-ln4-lna:+4"”~—> . (1——)—#&:433-11&4-11&:1:—%—
T

T x 2
_4x-ln4-lnx_£+4m-lnaz:4m.1n4.lnx+4x—4x-ln4-1naz
T 2 2 T
4% . lngx — 4% 1—1n4-1 Inz —1
+ na;: = 4% . (ln4-lnx—i— 1 nx+ na?Q )
T T T

(1) =4 (1n4-1n1+
—4.(1-1)=4-0=0.

1—1n4-ln1+1n1—1> _ 4 <0+1—0+0—1>
1 12 r 1 1

(b) Funkcja ta oraz jej pochodna majg dziedzine D, = Dfé =R\ {0}.

(sinz —1)" -2 — (sinz —1)-2" cosz-x— (sinx—1)-1

folz) = =

2 2
cosx-x —sinx +1
= $2 .
(1) - SRR 1 0cHo(he1_ 28
2\y) — T\ 2 - 2 — T 2
2 (—%) s =

Zadanie 5. Napisac¢ rownanie prostej prostopadfej do stycznej do wykresu funkcji
f(x) = vx? + 3 w punkcie o odcigtej rownej —1.

Rozwigzanie: Zaczniemy od obliczenia wspotczynnika kierunkowego prostej stycz-
nej korzystajgc z pochodne;j:

o S 7O el S
o= sms =m0

[loczyn wspdtczynnikow kierunkowych prostych, ktdre sg do siebie prostopadfe jest
rowny -1, stgd wspdtczynnik prostej prostopad+ej do stycznejjest rowny 2. Prosta ta
ma wiec rownanie y = 2x+ b. Musi ona réwniez przechodzi¢ przez punkt nalezacy do
wykresu funkcji f o odcietej réwnej -1. Zatem przez punkt o wspotrzednych (—1, 2).
Zatem2 =2 (—1) + bistad b = 4. Stad jest to prosta o réwnaniu y = 2x + 4.
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Zadania do samodzielnego rozwigzywania

Zadanie 6. Korzystajac z definicji znalez¢ pochodna funkciji:

(a) fi(z) = 32° + 2, (d) fy(z) =2sinzwz, =7,
3x + 2
() folt) = o ) o) = o S way = 1,
3
(©) f3(z) = v2r —1, () folw) = ——wag=3
Zadanie 7. Obliczy¢ pierwsza pochodng funkcji:
1 5 3 2
(a) fi(z) = 5;1;4 — 3V/13, (@) f7(x) = sin 1.3 _fx?),
1 _ :
(b) folz) = tga + = (h) fs(z) = log, (sinz),
: (22 4 2)e”
v [ folz) = —F7=—,
(©) fy(2) = —, Nz
[J] f (33) — 2—w2-cosw,
@) fi(z) =1 +2)Va, o 2
1 X
(e) f5(x) =3 -cosa, K fii(z) = (E) ,
() fo(x) =2 tgu, ) fio(z) = (cosz)™

Zadanie 8. Obliczy¢ pierwsza oraz drugg pochodng funkc;ji:

) 3 _
(@) fi(z) = 22% + Va2, () fs(z) = —= 2
1 x+3
[b] fZ(x) —IOgLC— %’ B et 41

I

(f) fo(x) = e

(©) f3(x) = (z* —4x) - cosz, —1
. 2 3
(d) fu(x) =e* -sinz, @) fr(z)= (Vo —1)" — (22 +1)",
13
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(h) fs(z) =In(1+ 3z), () fio(z) =273% . cos x,
(K) fiq(x) = sin® 2,
—1
0 folo) = —— _ e
(22 +2) 0 frz(z) ==

Zadanie 9. Obliczy¢ wartos¢ pochodnej funkcji w podanym punkcie:

(@) fi(z) =Tz +cosxwzxy, =0, (e) fs5(x) =log, (2° +1)wzy =2,
b) fow) =t e wap =2, (1) folx) =3 - ctg (20) way = %,

3
(e) f3(z) = 1;6_—332 Wz = 1, (0) f.(z) = €8 w gz, = Ves
(d) fy(z) =sinz-cos®zwxy =%, (h) fs(z) = 6sin (32?) wzy = 1.

Zadanie 10. Wyznaczy¢ wszystkie punkty, w ktdrych proste styczne do wykresu funk-
2

2
cji h(z) = —~
:E —_—

5 sg rownolegte do osi Ox. Napisac rdwnania tych stycznych.

12
Zadanie 11. Napisac¢ réwnanie prostej stycznej do wykresu funkcji f(z) = <3x — —>
x
w punkcie (1, f(1)).

Zadanie 12. Napisac réwnanie prostej prostopadfej do stycznej do wykresu funkcji
g(z) = sin® (rz) w punkcie o odcietej rownej 1.

[1] Gewert, Marian, i Skoczylas, Zbigniew. Analiza matematyczna I: Przyktady i za-
dania. Wyd. 26, Oficyna Wydawnicza GIS, 2018.

[2] Krysicki, Wiodzimierz, i Wtodarski, Lech. Analiza matematyczna w zadaniach. Cz.
1. Wyd. 29, Wydawnictwo Naukowe PWN, 20083.

[3] Stankiewicz, WYadystaw. Zadania z matematyki dla wyzszych uczelni technicz-
nych. Czesc B. Wydawnictwo Naukowe PWN, 2012.
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Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

W zadaniach bedziemy sie skupia¢ na zagadnieniu monotonicznosci funkcji oraz
poszukiwaniu ich ekstremow lokalnych. Przypomnijmy zatem odmiany monotonicz-
nosci funkcji oraz warunki, ktére musi spetnia¢ funkcja rézniczkowalna f na prze-
dziale P, aby jg tak nazywadc:

o Jezeli f'(z) =0, to fjest statana P,

e Jezeli f'(x) > 0, to fjestrosnaca na P.

T
T

Jezeli f'(x) > 0, to fjest niemalejaca na P.

Jezeli f'(x) < 0, to fjest malejaca na P

(
(
(
o Jezeli f'(z) = 0, to fjest nierosnaca na P.

Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum lokalnego funkcji rézniczkowalnej f
w punkcie z, jest aby f'(z,) = 0. Nie jest to jednak warunek wystarczajacy, a wiec
istniejg funkcje, dla ktérych mimo ze w z, bedzie ten warunek spetniony, to nie be-
dzie tam wystepowa+to ekstremum lokalne. Przyktadem takiej funkcji jest f(a:) = 3.
Warunki wystarczajgce istnienia ekstremum lokalnego mozna wyroznié dwa.
Pierwszy warunek wystarczajgcy istnienia ekstremum lokalnego: Jezeli fjest funk-
cja okreslong w otoczeniu punktu z, € R, rézniczkowalng w pewnym jego sgsiedz-
twie oraz ciagta w , wowczas jesli istnieje 6 > 0, taka ze:

e f'(z) > 0dlaz € (xqy—9,z()oraz f'(z) < Odlaz € (x4, x, + 0), to w punkcie
2 funkcja ma ekstremum lokalne maksimum,

e f'(z) < 0dlaz € (xqy—9,z()oraz f'(z) > O0dlaz € (x4, x, + ), tow punkcie
x funkcja ma ekstremum lokalne minimum.

W pozostatych przypadkach w x, funkcja nie osigga ekstremum lokalnego.
Drugi warunek wystarczajacy istnienia ekstremum lokalnego: Jezeli f jest funkcjg
okreslong w otoczeniu punktu z; € R oraz spetniajgca réwnoczesnie warunki:

0 f'(zg) = f"(zg) = ... = [ V() =0,
(2) f<n) (zg) # 0,

to jeslin > 2 jest liczbg parzysta, to funkcja f osiaga w z; ekstremum lokalne:
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« gdy ™ (z,) > 0 minimum lokalne,
e gdy f™(z,) < 0 maksimum lokalne.

Jesli natomiast n jest nieparzyste to ekstremum nie wystepuje w punkcie x,.
W podrecznikach [1, 2, 3] mozna znaleZzé dodatkowe zadania z zakresu wyznacza-
nia przedziatdw monotonicznosci funkcji oraz ich ekstremdw lokalnych.

Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 1. Zbada¢ monotonicznos$c¢ funkciji:

(8) fi(z) = 42® + 32% — 62 + 2, d) fulx) =22+ /(1 —2x)2,
3x
iR EE 22 + 1 (e) f5(z) ==~ e,

/1
() f3(z) = 1tz (f) fe(z) =1n(2? —4).

Rozwigzania:

(a) Dziedzing funkciji jest zbiér Df1 = R. Zbadajmy pochodng tej funkg;ji:

f1(z) = 1222 + 62 — 6, Dy = R. W celu zbadania przedziatdw monotonicznosci
funkcji zbadamy miejsca zerowe f{. A = 36 —4 - 12 - (—6) = 36 + 288 = 324,

/A — _ —6-18 _ __ _ 6118 _ 1 ¢
A=18 1) = =~ = —1, 29 = =5 = 5. Wowczas

2

Zatem f{(z) < Odlaz € (—1,1). Wynika stad, ze f, jestrosnacadlaz € (—oco, —1)
oraz z € (1,400), natomiast malejaca dla z € (—1,1).
(b) Ponownie dziedzing funkcji jest zbiér Df2 =R.

3(22+1)—3z-2r 32> +3— 622 —322+3

fi(z) >0 <= 12(z+1) (:U—%) >0 <= xE(—oo,—l)U(l,-l—oo).

folx) = = = , D, = R.Zatem
2( ) (3:2 + 1)2 (x2 + 1)2 ($2 + 1)2 f2
, —3 (2% —1)
f5() >0 &= ——5->0 <= 3(x—-1)(r+1)>0 < zc(-1,1).
(22 +1)
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Stad f5(x) < Odlaz € (—oo,—1) U (1,400). Zatem funkcja f, jest rosnaca dla
€ (—1,1), natomiast malejaca dla x € (—oo,—1) oraz z € (1,+00).
(c) Ze wzgledu na pierwiastek kwadratowy musimy wyznaczy¢ zbidr x, dla ktérych

<1+:1:

20/\1—x7£0> = [14+z)(1—2z)>0Ax+#1]
e e+ D) (@E—1)<0Az+1] « @e[-L1Az+1) < zec[-1,1).

Zatem Df3 = [—1,1). Wéwczas pochodna tej funkcji dana jest wzorem
1 1+z\’ 1 1-(1—2)—(14x)-(=1)
9, [Ltz x 9, /1t (1—2x)
1—x 1—x
B 1 l—z4+14+2 1 2 1
— U 3 = . 5 —
2,/ (1—z) o\ /lz (1—z)"  [lie (1 _ 42
V1 —
3

V1+z(1 —51;)27
Pierwiastki kwadratowe oraz funkcja kwadratowa znajdujgca sie w mianowniku sg
dodatnie dla z € (—1,1), stad f;(z) > 0. Zatem f; jest funkcja rosnaca w catej
swojej dziedzinie.
(d) Dziedzing funkcji jest zbior Df4 = R. Zbadajmy jej pochodna:

() — A o4 lia—ay e =2——2 D, =
fiw) =2+ [1-2)i| =242 (1—2)F-(-1) =2 v D =Rk
, B % 6v1—x—2

il@) >0 = 2= 5= 2>0 = —mr=—">0

Aby rozwigzaé te nieréwnosé dokonamy podstawienia t := v/1 — z =+ 0. Wowczas
6t — 2 1
BETIE 0 = (6t—=2)t>0 <= t(3t—1)>0 <= t € (—o0,0)U <§,+oo>.

Zatem /1 —z € (—00,0) U (3, +00) i stad

1 1
(\3/1—x<0\/\3/1—.r>§> — (1—:r:<0\/1—x>2—7>

<:><>1v <26><:> e( 26>U(1+ )

T T < = r € —o0, = 00
27 127 ’

Zatem f;(z) < Odlaz € (32,1). Stad f, jest rosngca dla z € (—oo,2?)

iz € (1,400) oraz malejaca dlaz € (32,1).
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(e) Ponownie Df5 = R. Woéwczas pochodna funkcji dana jest wzorem

3 23\ 23 .3 8 3\’
fia) = @) e o () = oW <_i)

3
—e 5 L. 5. <—§> 3z =e "5 — 833 .5 —e 5 (1—8xz3).
Dziedzina pochodnej jest identyczna z dziedzing funkcji wyjsciowej. Poniewaz

13
e~ > 0, znak pochodnej zalezy od znaku wyrazenia 1 — 8z3, Stad fi(x) > 0
1

dlaz < 3 oraz fi(z) < Odlaz > i.Zatem f; jest rosnaca dla z € (—oo, 3) oraz
malejaca dla z € (1, 400).
(f) Dziedzina funkgji jest zbiér x € R, dla ktérych 22 — 4 > 0. Stad dziedzina ta jest
D, = (—o0,—2) U (2, +00). Obliczmy teraz pochodna tej funkcji
1 2z
2

fé($>:$2—4.($ _4) :$2_4'Dfé:Df6'

folx) >0 <= >0 < 2z(22—4) >0 < z(z—2)(x+2) > 0.

2 —4

Zatem fg(xz) > Odlaz € (—2.0) U (2,+00), stad fg jest rosnaca dlaz € (—2,0)
oraz x € (2,400). Dodatkowo fi(z) < Odlaxz € (—oo,—2) U (0,2) i stad f; jest
malejgca dla x € (—o0, —2), a takze dla z € (0, 2).

Zadanie 2. Wyznaczyg, o ile istniejg, ekstrema lokalne funkc;ji:

16 1
(8) fi(z) = 3333 - d) f4(z) =—+1Inz,
X
(b) folz) =2° + 2%+ 1, (€) fs(z) = ei'sm,
1 x
©) fs(z) = 35— ) fo(z) =2/ 5—

Rozwigzania:

(a) Ze wzgledu na fakt, ze jest to wielomian dziedzing funkcji jest zbidr Df1 =R
filz) = %-33:2—1 =162 —1 = (4x—1)(4x—|—1),Df1 :Dﬁ.

Z warunku koniecznego wystepowania ekstremum funkcji w punkcie otrzymujemy

Fl2)=0 <> dz—1)(dz+1)=0 <> @:im:-i).
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Zatem zbiorem krytycznym punktdw podejrzanych o bycie ekstremum lokalnym jest
zbior K = {—1,1}.Z postaci wzoru funkciji f{ jako funkcji kwadratowej wynika, ze
fi(z) >0dlaz € (—oo,—%) U (3, +00). Natomiast f{(z) < Odlaz € (—%, 7).
Stadw x = —i znak pochodnej zmienia sie z dodatniego na ujemny, wiec korzysta-
jac z | warunku dostatecznego istnienia ekstremum funkcji rozniczkowalnej w tym
punkcie wystepuje ekstremum lokalne maksimum o wartosci

f< 1)_16 ( 1>3+1_ L 11
4) 3 4 4 12 4 6

Natomiastw x = i znak pochodnej zmienia sie z ujemnego na dodatni, wiec w tym
punkcie wystepuje ekstremum lokalne minimum o wartosci

f<1>_16 (1)3 1 1 1 1

4) 3 \4 4 12 4 6

(b) Ponownie dziedzing funkcji jest zbiér Df2 =R.

fo(x) = bzt + 322 = 22 (522 + 3), Dy, = R. Tym razem skorzystamy z Il warun-

ku dostatecznego istnienia ekstremum funkcji rézniczkowalnej. W tym celu réowniez
znajdziemy argumenty funkgji, dla ktérych pochodna sie zeruje:

fox) =0 <= 2?2 (5202 +3)=0 < (2*=0V52°+3=0) < z=0.

Zbadamy zatem wartosci kolejnych pochodnych funkcji fo w z = 0.

7 (x) = (5zt + 32%) = 202 + 6, 7(0)=20-04+6-0=0,
7 (z) = (2023 4 62)" = 6022 + 6, 7(0)=60-046=6>0.

Stad f5(0) = f5(0) = 0, zas f5'(0) # 0, wiec n = 3. Skoro n jest liczba nieparzy-
sta to ekstremum lokalne w z = 0 nie wystepuje. Zatem f, nie posiada ekstremoéw
lokalnych.
(c) Ze wzgledu na mianownik we wzorze funkgji
=140 < (2*—1)(2*+1)#0 <= (z—1)(z+1)£0 < z # +1.
Stad Dy, = R\ {—1,1} . Obliczymy pochodng funkcji
—11/ —_2 / — 43
filx) = [(z* =1 =—(2*=1) " (a*—1) = ————.
e (e A B e iy

ng = ng. Obliczanie kolejnych pochodnych tej funkcji bytoby ucigzliwe, wiec ko-
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rzystac bedziemy z | warunku dostatecznego istnienia ekstremum lokalnego.

— 43
fi(x) =0 <= ) = —4rP =0 — z=0,
’ (et — 1)
— 43
Flla)>0 = — 0 0 = 4% >0 < 25 <0 < z<0.
’ (ot —1)°

Zatem uwzgledniajac dziedzine ng = Dy pochodna fi(z) > 0dlaz € (—o0,—1)U
(—1,0), natomiast f5(z) < Odlaxz € (0,1)U(1,+00).Stad w z = 0 pochodna zmie-
nia znak i wystepuje w nim ekstremum lokalne maksimum o wartosci

1
f3(0) = o—1- "t
(d) Argumentem logarytmu naturalnego moga by¢ wytacznie liczby dodatnie, nato-
miast ze wzgledu na mianownik pierwszego wyrazenia x #+ 0, stad Df4 = |R+.
1 1 1 1 r x—1

— (1Y — W
file)=(a7) +—=—m o= a5 =

T

Dfi = Dy, oraz fi(x) =0 <= x = 1. Zbadamy znak pochodne;

fi(a:)>0<:>x >0 = z—-1>0 < z>1

72
Zatem po uwzglednieniu dziedziny pochodnej f;(x) > 0 dla € (1,+in) oraz
fi(z) < O0dlaz € (0,1). Stad w punkcie krytycznym = = 1 wystepuje zmiana zna-
ku pochodnej z ujemnej na dodatni, przez co wystepuje w nich ekstremum lokalne

minimum o wartosci f,(1) = 1t Inl=1.

(e) W mianowniku wyktadnika potegi wystepuje wyrazenie, ktére powoduje ograni-
czenie dziedziny tj. 4 — 22 #£ 0 <= x # +2.Zatem D; =R\ {-2,2}. Wowczas
pochodna tej funkcji dana jest wzorem:

23\’ 3 3 ! B 302 (4 — 22) — 23 (—2
fé(x>=<e4w2>:em-< z ): 22 (4 — a?) — a® (~2a)

4—a? (4 —22)°
23 1222 — 3zt + 224 23 1222 — xt =3 —x? (2% —12)
= e4-a2 . 5 — e4—z2 . Y9 — e4—x2 . 5
(4 — x?) (4 —x?) (4 —x?)
_ 2 _
e a2 (2
(4 —2?)

Zatem Dy, = Dy, za8 fi(x) = 0 <= 2® (z—2V/3) (z +2v/3) = 0, stad zbior
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punktow podejrzanych o wystgpienie ekstremum to K = {—2\/3, 0, 2\/3}
Wowczas ze wzgledu na dodatni mianownik oraz funkcje wykfadniczg, ktora zawsze
przyjmuje wartosci dodatnie otrzymujemy

filz) >0 = —2?(x —2V3)(z +2V3) > 0 <= 22(z —2V3)(z +2V3) < 0.

Zatem zgodnie z wykresem na rysunku 1 f£(z) > Odlaz € (—2v/3,—2) U(—2,0) U
(0,2) U (2,2\/5). Wytaczenie —2 oraz 2 z tego zbioru wynika z dziedziny funkgcji.
Natomiast f7(z) < Odlaz € (—o0, —2\/3) U (2\/3, +00).

-35

—40

Rysunek 1. Wykres funkcji o réwnaniu y = 22 (x — 2v/3)(z + 2V/3)

Wynika stad, ze w x = —2V/3 nastgpita zmiana znaku pochodnej (z ujemnego na
dodatni) przez co wystepuje w nim ekstremum minimum lokalne o wartosci

2038 833 ~24y3 3v3

f5 (2\/5) = 64*(*2\/5)2 = € 443 —= ¢ -8 = € .
W z = 0 nie zmienit sie znak pochodnej, wiec nie ma w tym punkcie ekstremum lokal-
nego. W x = 2\/§ natomiast ponownie zmienit sie znak pochodnej (z dodatniego na
ujemny]), zatem w tym punkcie wystepuje ekstremum maksimum lokalne o wartosci

(2V3)2
f5(2\/§) — ei2va? — 5 — 3V,

Z powyzszych wynikéw mozna wysnuc wniosek, ze wartos¢ minimum lokalnego funk-
cji jest wieksza od wartosci maksimum lokalnego. Jest to jednak mozliwe ze wzgledu
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na to, ze funkcja f5 jest nieciagtaw r = —2 oraz x = 2.
(f) Wz6r funkcji, w ktérym wystepuje pierwiastek kwadratowy powoduje, Ze jej dzie-
dzing bedzie zhidr spetniajgcy warunki
T
(QT 20/\2—x750> — (2(2—2)>0Az42) = (z(x—2)<OAz+2)

< (x€[0,2|Nx#2) <= x€]0,2).
Stad D, = [0, 2). Obliczymy pochodna tej funkcji

/

SN x B x x %/_ T
f6($)_<x 2—:1:) B 2—x+x{<2—x> } S V2—=x
11 x N\’ | @ 1 2—z—x-(—1)

B T 2 B T A T
Voo " 2,/3%= 2—-22 V2—=z Vioz - (2—x)?

2 (2—x) +$_a:-(2—x)—|—x_ 20 — 2% + 1 —x? + 3z

= 2 - 3 3"
Vi 2-2)? A @2-22 z-(2-2)? Ji-(V2-a)
Dfé = (0,2) ze wzgledu na fakt, ze pochodna z funkcji na przedziale domknigtym
zawsze ma jako dziedzine przedziat otwarty. Wowczas:

fi(x)=0 = —2?+32=0 < z(x—3)=0.

Jednak 0 ¢ (0,2) oraz3 ¢ (0, 2), zatem funkcja f;; nie posiada ekstreméw lokalnych.
Zbadajmy jeszcze monotonicznos$é tej funkcji fi(z) > 0 = —x(z—4) > 0.
Zatem uwzgledniajac dziedzing pochodnej f;(z) > 0 dla x € (0,2). Zatem funkcja
f¢ jest rosnaca w catej swojej dziedzinie. Zatem w x = 0 funkcja f; osiaga swoje
minimum globalne o wartosci f(0) = 0. Natomiast ze wzgledu na to, ze Dy, = 0,2),
maksimum globalne nie jest osiggane. Dodatkowo

lim fo(z) = lim x\/i [ \/ot] VA+oo] = +oc.

Zatem zbior warto$ci funkeji fg to ZW, =
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Zadania do samodzielnego rozwigzywania

Zadanie 3. Zbadac¢ monotonicznosc¢ funkc;ji:

(@) fi(z) =—223 —92% — 12z + 1, (e) fs(z) =z -V1— 22

2\

(b) fy(x) = 4ot — 222 + 3, (f) fo(x) = 96'2—3 ,
3 e +1
R )
(€] f3(z) =2 +$2' (@) f.(z) =z -ex,
_ 2  m(3—2)
@) fi() = ", ) fylw) =

Zadanie 4. Wyznaczyg, o ile istnieja, ekstrema lokalne funkgcji:

(&) fiw) =2’ =32~ 92+ 7, () folz) = 3/ (2 +20)%
1 1
b) folw) = gt =7, @ fr(z) = a2 e,
z3 In? x
(c) fg(ﬂﬁ) = x2—+1, (h) fs(l’) = T'
(d) fy(z) =z —Inz, (i) fo(z) == 27,
(e) fs(z) = Va3 — 3u, () fio(x) =V1—coszx.

[1] Gewert, Marian, i Skoczylas, Zbigniew. Analiza matematyczna I: Przyktady i za-
dania. Wyd. 26, Oficyna Wydawnicza GIS, 2018.

[2] Krysicki, Wtodzimierz, i Wrodarski, Lech. Analiza matematyczna w zadaniach. Cz.
1. Wyd. 29, Wydawnictwo Naukowe PWN, 2003.

[3] Stankiewicz, Wtadystaw. Zadania z matematyki dla wyzszych uczelni technicz-
nych. Czesc¢ B. Wydawnictwo Naukowe PWN, 2012.
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Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

Cwiczenia dotycza wyznaczania ekstremdéw globalnych funkgji oraz wyznaczania
przedziatow wklestosci i wypuktosci funkgiji.

W celu wyznaczenia ekstremdw globalnych funkcji jednej zmiennej na przedziale
domknietym [a, b], nalezy wykonaé nastepujace kroki:
1. Obliczy¢ pochodng f'(z).
2. Wyznaczy¢ punkty krytyczne w przedziale [a, b], czylirozwigzania réwnania f'(z) =
0 oraz punkty, w ktdrych pochodna nie istnieje.
3. Ustali¢ zbior punktdéw do sprawdzenia:
- punkty krytyczne nalezace do [a, b],
- konce przedziatu:x = aix = b.
4, Obliczyé wartosci funkcji w tych punktach.
5. Pordwnac wartosci:
- najwieksza wartosc¢ to maksimum globalne,
- najmniejsza wartos¢ to minimum globalne.
Twierdzenie Weierstrassa: Na przedziale domknietym i dla funkcji ciggtej, ekstre-
ma globalne zawsze istnieja.

W celu wyznaczenia przedziatow wklestosci i wypuktosci oraz punktow przegie-
cia wykresu funkcji f(x) nalezy:
1. Obliczy¢ druga pochodng f” ().
2. Wyznaczy¢ punkty krytyczne drugiej pochodnej, czyli rozwigzania réwnania f” (z) =
0 oraz miejsca, w ktérych f”(x) nie istnieje.
3. Podzieli¢ dziedzine na przedziaty wyznaczone przez te punkty.
4, Zbadac¢ znak f”(x) na kazdym przedziale:
- f”(x) > 0 - funkcja jest wypukta
- f”(x) < 0 - funkcja jest wklgsta.
5. Punkty przegiecia to miejsca, gdzie:
- f”(x) = 0 (lub nie istnieje),
- oraz zmienia znak (z plusa na minus lub odwrotnie).

Najwazniejsze metody mozna odnalez¢é w materiatach wyktadowych. W celu po-
gtebienia wiedzy i umiejetnosci mozna dodatkowo skorzystaé z podrecznikéw [1, 2, 3].
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Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 1. Wyznaczy¢ warto$¢ najmniejszg i najwiekszg funkcji f w podanym prze-
dziale:

)&

3 3 1 1
(@ f(z)=a2%—3x, x¢ {—5, 5] (c) f(z) = ~1 cos(2z) + 5 CosT + 3,
s
X € |:—§,7T:|
(b) f(x) =223 — 322 — 362 — 8, 027
z € [-3,6] (d) f(z) = 3o ©€ [—1,0]
Rozwiqgzania:
(a)
f(z) =322 -3
fi(x)=0
322 —-3=0
2 —1=0
(x—1)(x+1)=0
r=1Vax=-—1
Stad otrzymujemy
p(-2) =T
2) 8 2 8
f(3> 219 9
2) 8 2 8
f(=1)=—-1+3=2
f)y=1-3=-2
Najwiekszg wartos¢ w przedziale [—%, %] (maksimum globalne) funkcja f przyjmu-
je dla x = —1i wartosc ta jest rowna 2, najmniejszg wartos¢ (minimum globalne)
funkcja f przyjmuje dla x = 1 i warto$¢ ta jest réwna -2.
(b)
f/(x) = 62% — 62 — 36
fi(x)=0
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622 —6x—36=0
2—r—6=0

A =25 = 52

Stad otrzymujemy

f(=3)=2(—27)—3-9—-36(—3) —8 =19

f(6)=2-216—-3-36—36-6—8 =100
f(=2)=2(—8)—3-4—36(—2)—8=36
f3)=2-27—3-9—-36-3—8=—89

Najwieksza warto$é¢ w przedziale [—3, 6] (maksimum globalne) funkcja f przyjmu-
jedlaxz = 6 i warto$¢ ta jest réwna 100, najmniejszg warto$¢ (minimum globalne)
funkcja f przyjmuje dla x = 3 i wartosc¢ ta jest réwna -89.

(c]

f(x) = —i(— sin(2x)) - 2 + %(— sinz) = %sin(Qx) — %sinx
f(x)=0
1

5 sin(2x) — 5 sinz =0
sin(2z) —sinz = 0
2sinxcosz —sinx =0

sinz(2cosz—1) =0

1
sina::()\/cosx:§
oV V 7T\/ il
T = =T r=——Vr=—
3 3
Stad otrzymujemy
T 1 1 T 1 1 13 1
f( 2) 1 4cos( 7r)1—i—2(zos< 2);—3 14( )+2 E())—1—31 1 34
O)=—1——14--14+3=— =3-
") 4 1+2 ;— il 4 1 1 1 1 27 3
T T T
f( 3) 4COS< 3>+QCOS 3>+ 4( 2>+2 5 T9= % =°%

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU
SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) "POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00



';DDLLUD
crmt DS

L
TECHNOLOQIEX]

f(z) :—1(:08<2—7T>—I—lcos<g>—l—3=—1 (—1)4—1 1—|—3—§:3§

3 4 3 2 4 2 2 2 8 8
Na;meksza wartosc¢ w przedziale [—— 7'('] (maksimum globalne) funkcja f przyjmuje
daxr = —% oraz T = § i wartosc ta jest rowna %~ 27 najmnlejsza wartos¢ (minimum

globalne) funkCJa fprzyjmuje dla x = 7 i warto$é ta jest rowna Z'

(d)
e*-2-(14e ) —e* e ®(—1)  e"(2e" +3)

(14 e )2 (14 e=)2
f(@)=0
e”(2e* +3) =0
T=0V2e*"+3=0

f(x) =

3
e =0Vver= a5
rehdvezeld
Stad otrzymujemy
e 2 1
f(=1) = 1+e2 e2(1+e?)
() .

14+e% 141 2
Najwieksza warto$¢ w przedziale [—1, 0] (maksimum globalne) funkcja f przyjmuje
dlax = 0iwartosc ta jest rowna % najmniejszg wartos¢ (minimum globalne) funkcja
1

rzyjmuje dla x = —1 i wartos$¢ ta jest rowna ————.
fprzyjimuyj j 1+ )

Zadanie 2. Wyznaczy¢ przedziaty wklestosci, wypuktosci i punkty przegiecia wykre-
su funkciji:

3 1 —
(@ f(z) =2+ 2% —4x d _ L
(e) f(x) =x 4+ cosx
(o) f(x) =23+ 322 — 9z — 2 (@)
1
() f(z) =2 ——
1 X
(€] f(z) = 11 22 (9) f(x) =xe™™
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Rozwigzania:
(a) Dziedzina funkgji Df =R.

f(x)=42°+3x—4, Dy =R

f”(l‘) = ]_21'2 + 3, _Df// = ”-\)
Funkcja jest wypukta, gdy f”(z) > 0, mamy wigc

1222 +3>0

1
2 _
e > 1

rz e R.
Funkcja jest wklgsta, gdy f”(z) < 0, mamy wigc

1222 +3<0

1
2 _
e < 1

x €.
Dodatkowo
f'(x)=0
1222 +3=0
2 =1

4
x €.

Funkcja f jest wypukta w catej swojej dziedzinie (brak punktéw przegiecia).
(b) Dziedzina funkcji: Df = R.

f(x) =32 +62x—9=3(z*+22—-3), Dy =R

ff(xr)=6x+6=6(x+1)

f(x)=0
6(x+1)=0
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r+1=0
r=—1
W punkcie x = —1 druga pochodna zmienia znak, a wiec funkcja f ma punkt prze-

giecia.

Dla x < —1 druga pochodna jest ujemna, a wiec funkcja f jest wklgsta. Dla z > —1
druga pochodna jest dodatnia, a wiec funkcja f jest wypuk+ta.

(c) Dziedzina funkcji: Df =R.

s 2 B
f(l’)—m, Dy =R
sy o Fa?)?—a-2(1+2%) -2z 2(32% —1) y
A= (1+ 22)4 T (Lt a2)3” Dpn=R
f"(x) =0
2(32% — 1) = 0

o=
V3 V3

r=——7—Vr=—
3 3

Mianownik drugiej pochodnej jest dodatni, a wiec jej znak jest zgodny ze znakiem
3z2 — 1. Gdy —\/?3 <M \/Tg druga pochodna jest ujemna, wiec funkcja f jest
wklesta.Dla x < _\/?g albox > \/?g druga pochodna jest dodatnia, wigc funkcja fjest
wypuk+a.

W punktach x = _\/?g oraz x = \/?g druga pochodna zmienia znak, a wiec funkcja f
ma punkty przegiecia.

(d) Funkcja jest okreslona tylko dla tych wartosci, dla ktérych wyrazenie pod pier-
wiastkiem jest nieujemne, a wiec dziedzing funkcji jest Df = (—1,1].

’ o —1 _(_
£ () = — Dy = (~1,1)

(1+2)(1—2)V1—2a?
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Druga pochodna jest dodatnia dla z < % a wiec funkcja f jest wypuk+ta. Druga po-
chodna jest ujemna dla z > % wiec funkcja f jest wklgsta.

W punkcie r = % druga pochodna zmienia znak, wigc funkcja f ma punkt przegigcia.
(e) Dziedzina funkgji: Df =R.

f'(x)=1—sinz, Dy =R
f"(x) —cosz, Dy =R
f(x)=0
Gm=— g + km, ke ”?

Druga pochodna jest dodatnia dla x € (g + 2km, %ﬂ + 2k7r) , k € 7 a wiec funk-
cja f jest wypuk+a. Druga pochodna jest ujemna dla x € (2I<:7r, 5+ 2]<J7r) oraz x €
(37” + 2km, 2w + 2k7r), k € Z, wiec funkcja f jest wklgsta.

W punktach z = 5 + km, k € Z druga pochodna zmienia znak, wigc funkcja f ma
punkty przegiecia.

(f) Dziedzina funkcji: Dy = R\ {0}.

1

7 2
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Ponadto

(22 — 1)z >0
x € (—00,0), (1,400)

Druga pochodna jest dodatnia dla x € (—o0,0) oraz z € (1, +00), a wiec funkcja f
jest wypuk#a. Druga pochodna jest ujemna dlax € (0, 1), wiec funkcja f jest wklgsta.
W punkcie x = 1 druga pochodna zmienia znak, wigc funkcja f ma punkt przegiecia.
(g) Dziedzina funkgcji: Df =R.

fflx)=1-e*+aze®(—1)=e"(1-2), Dp=R
f(x)=e"(x—2), Dy =R
f(x)=0
e (x—2)=0
e’=0vVex—-2=0
r€eEDVr=2

Ponadto
f7(x) >0

e (r—2)>0
x> 2

Druga pochodna jest dodatnia dla z > 2, a wiec funkcja f jest wypukta. Druga po-
chodna jest ujemna dla z < 2, wiec funkcja f jest wklesta.
W punkcie x = 2 druga pochodna zmienia znak, wigc funkcja f ma punkt przegiecia.
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Zadania do samodzielnego rozwigzywania

Zadanie 3. Wyznaczy¢ warto$¢ najmniejsza i najwieksza funkcji f w podanym prze-
dziale:

6) f(x) =2 -z, x€[-1,1] (f) f(x) =2?lnx, x¢c E,e}
(b) f(z)=2— Va2, xel-1,1] .2

@) f(z)=ze 2, z€[-2,3

€ f(z) =2 —423 +10, x € [-1,4] 22 4y 45
. ) f2) = —5—7—

1
A f@)=gei+ g e€lL3 () f(z)=(z—1)e*, x€l0,5]
e) f(z)=vVz—x, xz€]|0,4] 0 flz)=1—|22—-2|, x € [—4,6]

, x€[-3,3

Zadanie 4. Wyznaczy¢ przedziaty wklestosci, wypuktosci i punkty przegiecia funkcji:

a =23 — 327 42 . x+1)°
(b) f(z) = 2* — 423
1 - _ T4
(€] f(z) = 21 i) f(z) Inz
(d) f(z) =sinz (K) f(z) = (2 —3)e”
e —3
e T) = ln:c
4
(m) f(z) =
(@) f(z) =xe™® z+1
3r—1
(h) f(z) = w1 (n) f(x):arctgx+1+x2
Zadanie 5. Dla jakich wartosci parametréow a, b € R funkcja
f(z) = 2® — 3az? + 3bx
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ma w x = 1 punkt przegiecia?

Zadanie 6. Dla jakich wartosci parametréw a, b € R funkcja
f(x) = z* + ax® + ba?

ma doktadnie dwa punkty przegiecia, ktérych suma odcietych jest rowna 0?

[1] Gewert, Marian, i in. Analiza matematyczna 1: przyktady i zadania. Wyd. 17 po-
wieksz., Oficyna Wydawnicza GiS, 2008.

[2] Gewert, Marian, i in. Analiza matematyczna I : definicje, twierdzenia, wzory. Wy-
danie XXX powiekszone., Oficyna Wydawnicza GIS, 2023.

[3] Krysicki Wtodzimierz, i Wtodarski Lech. Analiza matematyczna w zadaniach.
Czesc 1. 29. wyd., Wydawnictwo Naukowe PWN, 2013.
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Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

Cwiczenia dotycza obliczania granic funkcji z wykorzystaniem twierdzenia de I'Ho-
spitala oraz sporzgdzania wykresdéw funkgcji.

Twierdzenie de I'Hospitala: Niech f(z) i g(z) beda funkcjami rézniczkowalnymi

w pewnym otoczeniu punktu a, oraz niech spefniajg warunki:
1. lim f(z) =0ilim g(z) =0

Tr—a r—a
lub
lim f(z) = +o00i lim g(z) = +00
Tr—a TrT—a
2. g'(z) # 0 w otoczeniu punktu a

3. Istnieje granica lim f:(m) = L (skoriczona lub nieskonczona).
z—a 9'(2)

Wtedy zachodzi: g
lim @ = lim (=)
r—a g(x) r—a g’(x)

W celu sporzgdzenia wykresu funkcji w pierwszej kolejnosci nalezy zbadac prze-

bieg zmiennosci funkcji w nastepujgcych krokach:

- dziedzina funkciji,

- miejsca zerowe funkciji,

- punkt przeciecia z osig QY,

- parzystoscé/nieparzystos$é funkcji,

- ciggtosce,

- granice na krancach dziedziny,

- asymptoty,

- przedziaty monotonicznosci,

- ekstrema lokalne funkgciji,

- przedziaty wklestosci, wypuktosci,

- punkty przegiecia.

Ostanim etapem jest sporzgdzenie wykresu funkciji.

Najwazniejsze metody mozna odnalezé w materiatach wyktadowych. W celu po-
gtebienia wiedzy i umiejetnosci mozna dodatkowo skorzystaé z podrecznikéw [1, 2, 3].
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Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 1. Obliczy¢ granice funkcji:

)&

. Inx . 1—sinx +cosx
(@) lim (f) lim —
e—1x —1 e—Z sin(2z) — cosz
— lim (1 —2)In(l —2x
(b) lim — o) Jip (1=~ a)le(l - )

(h) lim (:c — E) tgx

. xr—sinx
(c) lim —
z—0 T 1 1
(i) lim (—— - )
In z z—0 \x sinzx
(d) lim
r—0t Ctg.ﬁl? [J] lim < 1 _ _1 )
z—»1t\z—1 Inz
] i > —1+6 1
im ———— i z
z—>5—2 x5+ 8 (k] xILHOIO &
Rozwigzania:
(a) .
1 =
lim nr o {9} glimlzl
z—1ax —1 0 z—1 1

(b)

. e o071 H —e * 001 H .. e’
lim = [—] = lim = [—] = lim — =+
z——o00 x2 — 1 o0 r——00 21 o0 T——00
(c) .
. x—sinx 0l .. 1—cosx 0] .. sinx 1
lim = |=| = lim = |=| = lim = =
z—0 x3 0 z—0 32 0 z—0 Ox 6
(d)
) Inz o071 H .. % ) sin? x ) sin? x
lim = [—] = lim — = lim | — = lim | — x| =0
z—0* ctgx ool zm0t ——% 20+ x 20+ 2
sSm- x
(e)
3 —x+6 07 g 3x2 —1 11
lim = |=| = lim =
z——2 13+ 8 0 z——2 312 12
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(f)

. 1—sinx +cosx 071 g —cosx —sinx
lim — = {—} im - =1
z—Z sin(2zx) — cosx 0 =T 2cos(2x) +sinz
(9)
In(1— — 1—x)?
lim (1—z)In(1—z) = lim M = [OO] 2 Jim =2 — lim d-a) =0
rz—1- r—1- = (0.@) r—1- m r—1- —(1 — .’L’)
(h)
T—3Z T— 5 0 1
lim (x—z> tgx = lim — 2 — lim 2 — {—] Z Jim 0
T 2 T3 e r—% ctgx 0 TG —T
= lim (—sin?z) = —1
T3
(i)
) 1 1 . osinx —«x 071 g .. cosx — 1 0
lim | — — — =lim —— = || = lim — = |-
=0 \x sinx z—0 xsinw 0 z—0 8sinx + T cosx 0
H .. —sinz
= lim - =0
z—0 cos & + cos & + x(—sinx)
(i)
. 1 1 - lnz—2x2+1 001 H .. L1
lim — — :hm—:[—]: im L
z—1t\x—1 Inzx z—1+ (x —1)Inx 00 r—1+ 1nx+(x—1)%
1—x
1—=x 0
xg%xh”’mi—l et zlnz+x—1 {O}
H .. —1 . —1 1
= lim = lim ——— = —=
m—>1+]nx—|—x~%—|—1 z—1+ Inx + 2 2
(k)
T im nz im é
lim z= = lim elnm}” = lim exl® — 0% ¢ = [E] Lot =0 =1
T—00 T—00 T—00 0.9
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Zadanie 2. Zbadac¢ przebieg zmiennosci funkcji, a nastepnie sporzgdzic jej wykres:

3r—1

@) fl2) =57

r 2
(b) f(x) = 5 + o
[©) f(z) =z(x—1)?

Rozwigzania:
(a) - dziedzina funkgcji

- miejsca zerowe funkgcji

- punkt przeciecia z osig OY
f(0)=—-1 = (0,-1)
- parzystos$cé/nieparzystosé funkcji

_—3x—1_3:1:—|—1

_I f— —
f(==) —2r+1 2x—1
Funkcja nie jest parzysta, funkcja nie jest nieparzysta.
- ciggtosc o
3r—1 —g
1m =|—| =+
w—>(—%)7 2¢ +1 0~
I 3r—1 —g
1m = |—| =—
eo(—1) 20 +1 0+
2 -~ -
Funkcja nie jest ciagta w z = —1.
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TECHFIDLCIQIE'/—./‘ LUBELSKA

TNe

- granice na krancach dziedziny

3r—1

- asymptoty
Funkcja ma asymptote pozioma o rownaniu y = %

Funkcja ma asymptote pionowg o rownaniu x = —%.
3r—1
lim @: lim x—zO — a=
o400 I z—+00 202 + 1
Brak asymptoty ukosnej w +oo.
3r—1
TGO . e S S
T——00 I z——00 222 + 1
Brak asymptoty ukosnej w —oo.
- przedziaty monotonicznosSci
32z +1)—2(3z—1) 5 { 1}
! = = D, =R ——
f(a) (22 + 1)2 Q12 U7 TN T3
f(x)=0
5)
S
(222 + 1)2
5=0
x €l
5

Poniewaz f'(x) = m > 0dlaxz € R\ {—%} wiec funkcja jest rosngca dla
T

v € (o0, ~1). (—4+o0)

- ekstrema lokalne funkc;ji

Poniewaz funkcja jest rosngca w catej swojej dziedzinie, wiec nie osigga ekstremum.
- przedziaty wklestosci, wypuktosci

p B oy —20 _ 1
frie) =5l + 1)) = Gt Dy =R\ {_2
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f"(®) >0
—20
(2z +1)3
—20(2z +1)3 >0
(22 +1)3 <0
-
TS

Poniewaz druga pochodna jest dodatnia dla x < —%, wiec funkcja fjest wypuk#ta.
Poniewaz druga pochodna jest ujemna dla = > —%, wiec funkcja fjest wklgs#a.
- punkty przegiecia

>0

() =0
—20
CESIE
—20=0
x €

Brak punktéw przegiecia.

- wykres funkcji

Wykres funkcji f zostat przedstawiony na rysunku 1.
(b) - dziedzina funkgji

- miejsca zerowe funkgcji
f(z)=0
r 2
12 =0
2
x2 4+ 4 0
2
22 +4=0
22 =—4
x el
Brak miejsc zerowych.
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_ 3z—1
T 2z+1

Rysunek 1. Wykres funkcji f(x)

- punkt przeciecia z osig OY
Poniewaz x = 0 jest wykluczony z dziedziny funkcji, wiec nie ma punktu przeciecia
z osig QY.

- parzystoscé/nieparzystos$é funkcji

Funkcja f jest nieparzysta.

- ciggtosc
I (“”” + 2) 0+ [ 2 ] +
11m — — = — | = o
z—0t \ 2 T 0t
. r 2 2
lm (=4+—-|=0+|—| =—0
z—0— \ 2 i 0~
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Funkcja nie jest ciggtaw z = 0.
- granice na krancach dziedziny

, x 2 o x244
lim (§+—>: lim = 400

T—+00 T z—+oo 2
_ x 2 244
lim (=+—)= lim = —00
z——00 \ 2 T z——00 2
- asymptoty
Brak asymptoty poziome;j.
Funkcja ma asymptote pionowg o réwnaniu x = 0.
. f(x) , x2 +4 1 1
2
lim [f(z) —az]= lim —=0 = b=0
T—+00 T—+00 I
Funkcja ma asymptote uko$na o réwnaniu y = 2 w +oc.
. flz) : x2 +4 1 1
1 —_— = 1 = — —_— =
vtz wombo \ 222 2 — %73
2
lim [f(z)—az]= lim —=0 = b=0
r——00 r——00 I
Funkcja ma asymptote ukosng o réwnaniu y = %x W —0Q.
- przedziaty monotonicznosci
1 2
f@) =525 Dy=R\{0}
f(z)=0
1 2 _ 0
2 2
2
¢ —4
=0
212
2 —4=0
(x—2)(z+2)=0
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r=2Vxr=-2

f(x)>0
1 2
3z )
2
x2x24 >0
(x—2)(x+2)-222=0
x € (—00,—2),(2,+00)
Pierwsza pochodna jest dodatnia dla z € (—o0, —2), (2, +00), wigc funkcja f jest

rosngca w tych przedziatach.
Pierwsza pochodna jest ujemna dla z € (—2,0), (0, 2), wiec funkcja f jest malejaca
w tych przedziatach.

- ekstrema lokalne funkgji

f(=2)=-2
f(2) =2
Funkcja f osigga maksimum lokalne w punkcie x = —2 o wartosci -2.

Funkcja f osigga minimum lokalne w punkcie = 2 o wartosci 2.
- przedziaty wklestosci, wypuk+tosci

4
@) =5, Dy =R\{0}

f'(x) >0

x>0

Druga pochodna jest dodatnia dla x > 0, wiec funkcja jest wypuk+a.
Druga pochodna jest ujemna dla z < 0, wiec funkcja jest wklesta.
- punkty przegiecia

f'(x)=0
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4

P
4=0
xcl

Brak punktow przegiecia.
- wykres funkcji

Wykres funkcji f zostat przedstawiony na rysunku 2.

LUBELSKA

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

Rysunek 2. Wykres funkcji f(z) =

(c]

SN

z g

flx)=a(x—1)?2 =23 222+ 2

- dziedzina funkcji

- miejsca zerowe funkgcji
f(x)=0
12
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r(x—1)% =
r=0Vz=1

- punkt przeciecia z osig OY

f(0)=0 = (0,0)

- parzystos$cé/nieparzystosé funkcji

f(—2) = —2(—x—1)? = —z(x +1)?

Funkcja nie jest parzysta, funkcja nie jest nieparzysta.
- ciggtosc

Funkcja jest ciggta, poniewaz jej dziedzing jest R.
- granice na krancach dziedziny

lim (23 — 222+ ) = +o0
T—+00

lim (2% — 222 +2) = —00
r——00

- asymptoty
Brak asymptoty poziome;j.
Brak asymptoty pionowej, poniewaz funkcja jest ciggta w catej swojej dziedzinie.

f(z)

lim = = lim (22 -2z +1) = +oc0
r—+oo X T—400

lim /) = lim (22 -2z +1) = +o0
r——0oo I T——00

Brak asymptoty ukosne,.
- przedziaty monotonicznosci

f'(x)=32>—4x+1, Dy =R
f(x)=0
322 —4x+1=0

3<x—%> (r—1)=0
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T 3 €T

fi(x) >0
322 —dz+1>0

3(50—%) (x—1)>0

x € (—oo, é) , (1, 400)

Pierwsza pochodna jest dodatnia dla z € (—o0, 3), (1, +00), wiec funkcja f jest

rosngca w tych przedziatach.
Pierwsza pochodna jest ujemna dla x € (%, 1), wiec funkcja f jest malejaca w tym

przedziale.
- ekstrema lokalne funkcji
1 4
f(5)=5
3 27
f1)=0
Funkcja f osigga maksimum lokalne w punkcie z = % 0 wartosci %.

Funkcja f osigga minimum lokalne w punkcie z = 1 o wartosci 0.
- przedziaty wklestosci, wypuktosci

f(z) =6x—4, D;=R

f"(x) >0

6z —4>0
2

>_
T3

Druga pochodna jest dodatnia dla z > % wiec funkcja jest wypukfa.

Druga pochodna jest ujemna dla x < % wiec funkcja jest wklesta.
- punkty przegiecia

f"(x)=0
6r—4=0
2
Tr= =
3
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W punkcie x = % druga pochodna zmienia znak, a wiec funkcja f ma punkt przegiecia.
- wykres funkcji
Wykres funkcji f zostat przedstawiony na rysunku 3.

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

Rysunek 3. Wykres funkcji f(z) = x(x — 1)?

Zadania do samodzielnego rozwigzywania

Zadanie 3. Obliczy¢ granice funkciji:

. sinz . Inz
(a) lim (c) lim —
x—0 X r—o00 I
- 1—cosx et -1
(b) lim — (d) lim
x—0 x z—0
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SRR DI

C I(l+z)—z+ % () lim zv*
(e) i}g%) 3 20 2
. (e —e™™)
. $3 | 1
(f) lim Slnx_5x+F 0 290 22 CoST
x.—>0 o (m) lim sinx — x cosx
(9) 111%1 xlnz 750 23
rz—0t
. In(lnz)
(h) lim (1—z)In(l —=2?) () lim —

e _3r—1 (0) lim(i— 1 >
i) lim ——"—— z=0 \2?  sin’z
2-0  sin®(5x) |

e T _ esinx
— - ’
l aclg{)1+ o (p) .’ (m—x) —sinz

Zadanie 4. Zbadac¢ przebieg zmiennosci funkcji a nastepnie sporzgdzic jej wykres:

2 3 3
b) flx)=a3+x+1 22—
6 0 flz)=——7—
I = e ra
; (@) f(z)=+Vax?—4x+3

(d) f(z)= m (h) f(z)=av4—2x?

[1] Gewert, Marian, i in. Analiza matematyczna I : przyktady i zadania. Wyd. 17 po-
wieksz., Oficyna Wydawnicza GiS, 2008.

[2] Gewert, Marian, i in. Analiza matematyczna I : definicje, twierdzenia, wzory. Wy-
danie XXX powiekszone., Oficyna Wydawnicza GIS, 2023.

[3] Krysicki Wtodzimierz, i Wtodarski Lech. Analiza matematyczna w zadaniach.
Czesc 1. 29. wyd., Wydawnictwo Naukowe PWN, 2013.
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Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

Cwiczenia dotycza catek nieoznaczonych. W szczegdlnosci dotycza catek z pod-
stawowych funkcji, catkowania przez podstawienie, catkowania przez czesci oraz
catkowania funkcji wymiernych.

R

Zestawienie potrzebnych wzoréw zostato umieszczone w tabelil. Wzory te przed-
stawiajg catki z podstawowych funkgciji.

Tabela 1. Zestawienie potrzebnych wzoréw

kolumna 1 kolumna 2

/da::ac—i-c coszdr =sinz + ¢
1
/x"daz-n+1 " e n £ -1 /tgda::—ln|cosx]+c
1
/xdx:§:1:2—|—c /Ctgda:—ln|sma:|—|—c
1
/—dmzln|m|—|—c P dr =tgx+c
x cos
ax
/amd:uz—-l—c / 5—dr = —ctgz + ¢
Ina sin® x
1
[ e*xdx =e* + ¢ /1+x2da::arctgx—|—c
/ inzd T L4 iz +
sinzdr = —cosx + ¢ ——dx = arcsinx + ¢
V1—2?

Catkowanie przez podstawienie (metoda zmiany zmiennej) polega na uproszcze-
niu catki poprzez wprowadzenie nowej zmiennej. Mozna to opisa¢ w nastepujacych
krokach:

1. Wybranie podstawienia g(az) = t, ktdre upraszcza wyrazenie.

2. Obliczenie pochodnej ¢’ (x)dz = dt.

3. Zamiana catki z x na catke z t.

4, Obliczenie catki zmiennej t.

5. Cofnigcie do wejsciowej zmiennej: zamiana ¢ z powrotem na g(x).
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Catkowanie przez czesci to metoda oparta na wzorze na pochodng iloczynu funk-

cji:
/ f(x) - o (2)dz = f(z) - g(x) — / F ()

Catkowanie funkcji wymiernych polega na obliczaniu catek wyrazen, ktore sg ilo-
razem dwoch wielomianow. Nalezy postepowac¢ wedfug ustalonego schematu.

W pierwszej kolejnosci nalezy sprawdzic¢, czy stopien licznika jest mniejszy od
stopnia mianownika. Jesli nie jest, to nalezy wykonac dzielenie wielomiandw, aby uzy-
skaé sume wielomianu i utamka wtasciwego (czyli takiego, w ktérym stopien licznika
jest mniejszy od stopnia mianownika).

Nastepnie nalezy zajac sie utamkiem wtasciwym - roztozyc¢ go na prostsze skfad-
niki, tzw. utamki proste. W zaleznosci od postaci mianownika mozna otrzymac sktad-
niki z mianownikami liniowymi (np. z — a) lub kwadratowymi (np. 2 + bz + ¢).

Kazdy taki prosty utamek nalezy catkowac ze znanych wzordow. Na koncu nalezy
zsumowac wyniki, co daje rozwigzanie ca#ki.

Najwazniejsze metody mozna odnalezé w materiatach wyktadowych. W celu po-
gtebienia wiedzy i umiejetno$ci mozna dodatkowo skorzystac z podrecznikéw [1, 2, 3].

Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 1. Obliczy¢

902 e .3
(a) /($5+\3/5)d$ (€] \/5 2V x* + 45z A
6V x3
5 2 5)
(b) 5% —6m+3———i——2 dx
X X
f) [ ctg? xdx
2 1 3 [ /
e
—x—+ 1 10
() / dzx (9) / — A=
SN~ I CoS“ T
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NOWOC2ESNE
(TECHHDLDQIEQ: LUBELSKA
Rozwigzania:
@) 1 1 1 3
/(x5+%)dx:6x6+gx§“+c— 63: —1—4333 +c

(b)

2 5 5) 5)
/<5x2—6:1:+3———i——> de = -2 —32° + 3z —2In|z| — — +¢
r  x? 3 x

2 _1)3 6 __ 9.4 2 _ 1 1
/udx:/x Sx” + 3z dx:/<x5—3:c3—|—3:c——>d:c
X X X

1 3 3
:6x6—1$4+§x2—1n|$\+c

(d)

(e)

VT — 2V —i— 4\/5:E zz  2x3  AV/Bai
= - — —5 + S dx
6rz 6x2 6x2
1 1 2v/5
- / Ex_l — gx_% + —;/_xi> dx

6r 3 3
1 8V5 .
= —lIn|x| — 225 + xi+c
3
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1— 1
/Ctg2$dl‘:/cf)s2xd$:/#dl‘=/( — _S%Il2$) dx
sin® x sin® x sin“x  sin“x
1 1
:/<.2 —1>da::/ —5 dm—/lda::—ctgx—x—i—c
sin® x sin® x
(9]

10 1 in? 2
/ﬁdfﬁ:m/ﬁdl’:m/&? 2x—|—c:028 T,
sin® x cos? x sin® x cos? x sin® x cos? x

.2 2
sin® x Cos” x
=10 + dx
/(sin2xcoszx sin2$6032x>

1 1 1 1
:10/< +— )dleO/ dx+10/_2 dx
cos?2x  sinx cos? x sin® x

=10tgz — 10ctgz + ¢

Zadanie 2. Obliczy¢ catki:

(a) /%sin(élx)da: (h) /\4/ 10 — 2zdx
(b) /3008 (g) dx (i) / V225 4+ 10 - z4dx

(c) / (82 — 5)%dx () / e~ idr
(d) / Sxfi ~da (K] / e~ . x2dx
o f o [
Q / ctg zdz (m) / V%dw

(9] / Vaz — ldz (n) / sin

1+3cos:1:
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Rozwigzania:

(a)

1
/ 5 sin(4x)dx

(b)

/3cos (%) do = 3/cos (g) dw

1
5 /sin(4a:)dac

1 1
§<_ cost) + ¢ = = cos(4x) + ¢

Lo
e

L

dr =t
4dx = dt | =
da::%dt

ot
%dm:dt
dxr = bdt

= 15sint + ¢ = 15sin (%) +c

(c]

/(8:1: —5)%dx =

8r—5=t
dx = dt
dx:%dt

1
= @(833—5)64—0
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(d)
3z +5=t
4x T 1 2 [1
dr =4 dr = _ =4 [ Sdt== [ ~at
/3x2—|—5x /33:2+53j bodz = dt /t B/t
xdx:%dt

2 2
:§1n|t|—|—c:§ln(3x2—|—5)—|—c

(e)

2+ 5e3% =¢
232 el & 2 [1
=2 ———dx = 3T, — —2 [ Bge== [ Zdt
/2—|—5e39"’ o /2+5e3w v = | 15e*dz = dt ¢ 15/t
3x _ 1
e dx—l—Sdt

2 2
:1—51n|t|—i—c:1—51n(2+563$)+c

(f)

sinrx =t 1
/Ctga:dx:/(:osxd:p: :/zdt:ln|t|+c:1n|sinx|+c

sin x

cosxdxr = dt

(9)

doe—1=t
1 1 1 1 23
Vdr —lde =| ade =gt |= [ Vt-—-dt == [ tzdt ===tz +¢
4 4 4 3
1
1
= —(4z—1)2 +¢
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(h)
10 -2z =1t
4 4 1 1 1 4 5
V10 = 2zdz = —9dr =dt | = \/E<—§> dt=—§ t4dt:—1—0t4 +c
dx = —%dt
2
=—-(10— 21)3 + ¢
(i)
205 +10 =t
2
/ V2x5 + 10 - 2%dx = | 1024de = dt / vt - —dt tidt = 2—575% +c
4 _ 1
r*dr = mdt
= 3(2:155 +10)3 4 ¢
25
(i)
-2 %
/e‘zdx =| —ldz=dt | = /et(—4)dt = —4/etdt = —del +c=—4e7 T Fc
der = —4dt
(k)
—x3 =t
1 1 1
/e“c3 cwfde = | 3¢%de = dt | = /et (——) dt =—zel+c=—ce™ +¢
3 3 3
x2dx = %dt
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Nz 2/ =
1 _
(m)
3+ =t
25(72 / LE2 / 1
2 de =2 ———dr=| 320 — gt | =2 [ 2-dt
/ V3 + 23 V34 23 S = dt NG
2 1
redr = gdt
2 10 5 4
(n)
1+3cosx =t
. 1
sinx —3 1 1 1
——dr = _3g4; — = | Bdt=—=[ Zdt=—=1Inlt
/1+3cosxx 3sinxdx = dt /t 3/t 3n||+c
sin zdx = —%dt
1
= —gln\l + 3cosz|+ ¢
Zadanie 3. Obliczy¢ cafki:
(a) /m sin xdx (c) /a:e"’“"d:z:
(b) /.CL’2 cos xdx (d) /e‘c sin xdx
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(e) /\/Elna:d:z: (9) /arcsina:da:

(f) /lnxdm

Rozwigzania:

(a)

/xsin xdxr = /f(x) — flw)=1 = x(—cosz) — / 1 (—cosx)dx

g (x) =sinx g(x) = —cosx

= —a:cosa:—l—/cosxda: = —xcosx +sinx +c
(b)

flx) =2 f'(z)=2x
/a:2 coszdx = = x?sinz — / 2x sin xdx

g (x) =cosx g(x)=sinx

— ") = 1
::czsin:r:—Q/xsinxd:c: flo) == f'(e)

g (x) =sinx g(x) =—cosx

= x?siny — 2 [:1:(— cosT) — /(— Cos $)df£]

:m2sinx—|—2xcosa:—2/cosxdx

= 22¢inx 4+ 2z cosx — 2sinx + ¢

(c]

flx) =2 f(z)=1
/xe“”dx: :xew—/ef‘:da}:xew—efcﬁ—c

/ 5T N /
g(z)=e€" g(z)=e
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/ew sinzdr = flw)=e flw)=e = —e® cosx — /ew(— cos x)dx

g (x) =sinx g(x) = —cosx

= —eTcosx + /ex cosxdxr =

fle)=e" fl(z)=¢€"

g (x) =cosx g(x)=sinx

= —ePcosxr +efsinx — /e“’ sin xdx
Poréwnujac lewg i prawa strone, otrzymujemy

/65C sinzdx = —e* cosx + e”* Sinx—/ex sin zdx
2/(3:0 sinxzdr = —e* cosx + e* sinx
T o1 1 x T o7
e 81n:1:da::§(—e cosx + e¥sinx) + ¢

1
/ew sinzdr = Eem (sinx —cosz) + ¢

(e)

/\/Elnxdxz f@=he fl@)=: :gxglnx—/

g'(x) =z g(z) =32

[NJISY

3
2 3 2 1 2 3 2 x2
=—x2lnxr— - | z2dxr = —xﬂnx——-T—l—c
3 3 3 33
2 3 3
=—-x2lnz—-z2 +c
3 9
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(f)

/lnxda;:/l-lnxd:c:

POLITECHNIKA
LUBELSKA

L

:xln:p—/ld:ﬁ:xlnx—x—kc

(9)

/ f(x) =arcsinz f'(z)= 11 = T
arcsin xdxr = - :xarcsinm—/—da:
— 2
g'(x) =1 g(z) =@ Vi—w
n=—osZa—ni:
= = garcsinx — 2dt marcsmerl/tédt
=| 2xdx=dt | = NG = 5
xdr = —L1dt

= rarcsinx + 5

Zadanie 4. Obliczy¢ catki:

1

(b) /—x2 T 16d:c
1
77

(0] /:1:2 +7d$
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— +c=warcsinzr + V1 —22+c
2

4x — 10
(e) / 527 — 10z —18%
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(! / e
(9) /

h
[ ]/332—1633+3d

xr+6
2+12:c
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———dx
sinx + 19
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() /—:c2—|—6:c—5dx

Rozwigzania:

(a)

POLITECHNIKA
LUBELSKA

L
(k) /

x2 —5:10—!—9
:c2—|—5:c+6

1 1 1 1 1 1
/6 2d$:/ ) da:—é/ 3 :6/ Qdm
+a 6(1+2) 142 1+ (=)
Z ¢
V6
Vedz = dt 6 1+t2 6 /] 1+¢
dz = /6dt
= ?arctgt—kc: FGarctg (?m) +c
(b)

/ 1 d / 1 1 1 1/ 1 d
———dr = T = — = T=— x
2+ 16 16( _|_> 16 - +1 16 (§)2+1

f=t
|, _1/ 4 _4/ 1 gt
Tlade=dt | T 1Y T 16 2+
dr = 4dt
1 1

/

T4 ) 241
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do = | ——dz = _dt | = — dt

/2w2+1x /(\/ﬁx)2+1x V2dz = dt \/§/t2+1
1

2 2
= garctgt—l—c = \/T_arctg(\/gx) +c

7
vt
pu— 1 R pu— pum—
Lde = dt 11\/?/t2+1dt 11V7arctgt + ¢
dx = /7dt
= 11ﬁarctg (i> +c
VT

(e)

4z — 10
/2:1;2 _xlox_ 18d$ =1In|22% — 10x — 18] + ¢

()

3 —18x°
R —— :1 — 6
/3x—3x6d$ n |3z —3z% +¢

(9)

1 2 1
/I—de__/ﬂdx:§m|x2+12x|+c
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dr = 2 dz = 21n |22 — 162 + 3
/962—1635—1—3 v /:132—16:13+3 T =2n|z T3l +e

(1)

12
/ﬂdmz12/ﬂd:c:12ln|sinx+19|+c
sinx + 19 sinx + 19

(1)

1 1 1
/ dx:—/—dx:—/ da
—XI X — xr< — 0ox xr — xr —
216z —5 2 _6z+5 (z —1)(z —5)

1 _ _A B
(z—1)(z—5) =~ =z—1 + z—5

1=A(x—5)+ B(z—1)
l=Ax—5A+Bx—B
l1=(A+B)x—5A—B
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—————dz = ldx —
22 +5x+6 22 +5x+6 ﬂ+ﬁx+6
10x—3 _

@13)(@+2) — 3 T

10x —3 = Az +2A + Bx + 3B

10x — 3

A+B=10N2A+3B=-3

A=33ANB=-23

/ ( 33 23 )
=z — — dx
zT+3 x+2

1 1
:x—3é/ dx+2;/ dx
xr+3 T+ 2

=2 —33In|z+3|+23In|z+2|+c¢

Zadania do samodzielnego rozwigzywania

Zadanie 5. Obliczy¢ catki:
2 5) — 3
[a]/<5x2+3—5+§+\/5>dx [d]/Md:p
x

W]/Cﬁ—w+&)@2+x+ndx ML/@%Mx

[c]/“’ i [f]/ —da
Sln X COS
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Zadanie 6. Obliczy¢ cafki:
(a) /($2 +4)°xdx

(b) /msin(2:1:2 + 1)dx

(c) / T2
.%'2

(d) / s

(e) /\/Sx—i—lda:

dx

() / T
V2r2 —1

(9] /—dx

Zadanie 7. Obliczy¢ caftki:

(a) /:ccosacd:c

(b) / r2etda
(c) / 22 sin zdz
(d) / 22 Inzdx
(e) / In® zdzx

LI osecsia

1
(h) /20082(3x)d$
(i) /sin5xcosxdx
sin
Y /a—l—bcos:c
(k) / T gy
cos? x
1
e
1
—d
) [t

1
(n] /(1+:1:2)arctga:dx

(f) /ew cos xdx

(9) /a:ln(l—l—a:z)dx

(h) /3365”2 (2% + 1)dx

(i) /:1:2 sin(bx)dx

() / Vv In® zdz
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Zadanie 8. Obliczy¢ cafki:

o) [ 5o 0 [ e
0 [ e @ [ s
(c) / ﬁdw (h) / v ;3+x2df”
o Jn -

[1] Gewert, Marian, i in. Analiza matematyczna 1: przyktady i zadania. Wyd. 17 po-
wieksz., Oficyna Wydawnicza GiS, 2008.

[2] Gewert, Marian, i in. Analiza matematyczna I : definicje, twierdzenia, wzory. Wy-
danie XXX powiekszone., Oficyna Wydawnicza GIS, 2023.

[3] Krysicki Wtodzimierz, i Wtodarski Lech. Analiza matematyczna w zadaniach.
Czesc 1. 29. wyd., Wydawnictwo Naukowe PWN, 2013.
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Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

Cwiczenia dotycza catek nieoznaczonych. W szczegdlnoéci dotycza catkowania
funkcji trygonometrycznych oraz funkcji niewymiernych.

Catkowanie funkcji trygonometrycznych polega na znajdowaniu funkcji pierwot-
nej, ktérej pochodna daje dang funkcje trygonometryczng. W praktyce przy catkowa-
niu funkcji trygonometrycznych czesto stosuje sie:

1. Podstawienia — jesli funkcja jest zfozona.

2. Wzory redukcyjne i podwojnego kata — utatwiajg catkowanie poteg sinuséw i cosi-
nusow.

3. Podstawienia uniwersalne typu tg § = u lub tgx = w.

Catkowanie funkcji niewymiernych polega na przeksztatceniu pierwiastkéw po-
przez podstawienia (algebraiczne lub trygonometryczne), aby uzyskac prostsze cat-
ki mozliwe do policzenia.

Wybrane podstawienia Eulera dla catek postaci f F(zx, Vaz? + bx + c)dz:

- 1 rodzaju, gdy a > 0:

Var? +bx +c=t—Jax
- Il rodzaju, gdy ¢ > 0:
var? +bx +c=axt+./c
- Il rodzaju, gdy A > 0:
var? +br +c=t(x —x;).

Najwazniejsze metody mozna odnalez¢ w materiatach wykfadowych. W celu po-
gtebienia wiedzy i umiejetnosci mozna dodatkowo skorzystaé z podrecznikéw [1, 2, 3].

Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 1. Obliczy¢

cos® x 1
@ [ o) [ do
sin? x + 1 SN T
3
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(c) /008(2:)3) cos(3x)dz (e) /sin4ascos5 xdx
(d] / L4 (f) / in®(2x)d
——dx sin®(2z)dx
1+ 3cos?z
Rozwiqgzania:
(a)
sinzx =1t
/ cos® dx:/coszx-cosxdx: gosmdw:c?tz :/1—t2dt
sin?x + 1 sin?x + 1 cos“z =1—sin“zx t24+1
cos?x =1—t¢2
—t2—142 2
/‘ t2+1 /( ﬂ+1>
/1dt—|—2/t i dt = —t + 2arctgt + ¢
= —sinz + 2arctg(sinx) + ¢
(b)
1 sinx sinz (.zosx = 1
—dr = [ —5—dx = 1—2dx: —sinzdx =dt | = — Wdt
ST ST oS sinzdr = —dt N
1 _ A B
(1 a—t)(1+t) — 1—¢ +1iq

—A(1+1t)+B(1—1)
1 A+ At+ B— Bt
1=(A—B)t+A+B
A—B=0NA+B=1
A=IiAB=1

1 1
1 1 1
([ e [ ) = ([ e [ )
(/1—t T ) "t T

1
:_/}1—wu+ﬂd#:

1
=3 (—In|l —t|+In|l+¢)+c
1
=3 (In|1 —cosz| —In|1 + cosz|) + ¢
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2

(c]

cosa+cosﬁ—2cosa+ﬂ “ 'B

2
otp ap _
/COS(ZCU) cos(3x)dx = COS =5~ o8 —H5= =3 3 (cosa + cos 6)

atfB _ a—3 _
a=5%ANB=x

= %/(COS(E)LU) + cosz)dx

1 1
= 5/(:08(5:1:)dx+ §/cos:cda:

= —sin(5z) + 3 sinx + ¢

COS

10
gdyz
ox =1 1 1 1
/cos(5x)d:1: =|bdr=dt |= —/cos tdt = —sint + ¢ = —sin(bx) + ¢
dr = 1 5 5! 5
(d)
tgxr =u
_1_ _1
/ 1 Jor — x:arctgu :/ Tz du:/ A
1+ 3cos?z dx_Husz 1+3- 1+u2 1+1+u2
cos?r = 1+u2
1
T2 1 1
1412
= du = / du = /—du
u? 1
/%@53 uf 4 4 (u? +1)
1
L=t
1 1 1 1 2!
qus+1 (3u)" +1 | du=2dt
L / L dt L tgt + L t (1 ) +
= — — —arc C = —arc —U C
o) 1™ T 2 9 M5
1 t (1 t ) +
= —arc —
5 rctg 5 gx c
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(e)

. . . . 2
/31114 x cos® xdr = /sm4 x - costx - cosxdx = /sm4 T (1 — sin? J:) - cos xdx
sinx =t

cos xdx = dt /t4 (1- )2dt:/t4(1—2t2+t4) dt
:/(t4—2f6+t8)dt=ét5—2t7+1t9+c

7 9
1 2
:_Sin5x——sin7x+§sin9x—|—c

5 7

(f)
.5
/Sinﬁ(Qa:)dx —— (2) cos(22) +§/sin4(2x)dx

12 6
B _Sm5(2f2) cos(2z) +g ( sin3(2x) cos(2x) n i /sin2(2$)d$)
= —1—12 sin®(2x) cos(2x) — — sm 3(22) cos(2x)
N g (_sin(2x)4cos(2x | da:)
= —% sin® (2z) cos(2w) — — sm ?(2x) cos(2z) — — Sln(2$) cos(2z)
+ Ex +c
48

Zadanie 2. Obliczy¢ catki:

1 1
—d d
la) /\/2—:52 v e) /\/—x2—6:c+8 v

1
b d
[]/\/x2—6x—|—15 v
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Rozwigzania:

(a)
x = \/it

1 1 1
/ﬁdw: o = Vi :/ﬁ'ﬁdt:/ﬁmt

dt = arcsint + ¢

— CSi (i) + C
= ar Nn \/_

Va2 —6r+15=t—x
2? —6x + 15 = (t —x)?
2?2 — 6z + 15 = t2 — 22t + 2
2at — 6z =t — 15
(2t —6) =t —15

— t;;165 2t2-12¢+30

— . (2t—6) 2(t2—15) _ | (262

e s e
262124430

do = 212030y

Va? — 6z + 15 =1t — L5
Va? — 6z + 15 = 228t

1
/\/x2—6x+15

2t—6
2—6t+1
Va? — 6z + 15 = L5010
_/ 2(t> — 6t +15) 2t —6 gt — 2
B (2t — 6)2 t2—6t+15 ) 2t—6

2 t—3=u
—d = dt =

/2(t—3) /t— ‘ dt = du
=lnlu/+c=h|t—3|+c¢

—In|Va2—6x+15+x—3|+c

1
:/—du
u
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DREE Il
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J

(c]

1 1 1
/ d:p:/ d:l::/
V—x2 — 6z + 8 V—(z+3)2+17 V17— (z+3)?
r+3=t _/ 1 df — t=+V17u
de=dt | ) 17— | dt=+17du

du

i ) t i xz+3
= arcsinu + ¢ = arcsin | —— | + ¢ = arcsin +c

V17 V17

Zadania do samodzielnego rozwigzywania

Zadanie 3. Obliczy¢ cafki:

1 .4 3
(a) /3sina:—|—4cosxdx (e) /sm T cos® xdx
(b) /sin(2x) sin(5z)dx []/ tg:c
sin(2
(c) /Cosxcos(?)x)d:c (9) /COS5 rdx

(d) / tga: (h) /sin3a:cos5 rdx

Zadanie 4. Obliczy¢ catki:

1 1

(a) / ——dx (c) / ——dx

V3 —x? VT + Jx

1

(b) dx (d) [ xv2+ 3xdx

V—x2 — 4z +5
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[z —1 1 1 J
[e]/ :17—2'(:1;—1)2dx [9]/33 — T
[f]/ T g [h]/ LA

V2 +2x+2 V2 —4x+3

[1] Gewert, Marian, i in. Analiza matematyczna I : przyktady i zadania. Wyd. 17 po-
wieksz., Oficyna Wydawnicza GiS, 2008.

[2] Gewert, Marian, i in. Analiza matematyczna 1 : definicje, twierdzenia, wzory. Wy-
danie XXX powigkszone., Oficyna Wydawnicza GIS, 2023.

[3] Krysicki Wtodzimierz, i Wtodarski Lech. Analiza matematyczna w zadaniach.
Czesc 1. 29. wyd., Wydawnictwo Naukowe PWN, 2013.
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Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

Tematem éwiczen jest rozwigzywanie zadan zwigzanych z zastosowaniem catek
oznaczonych. Podczas zaje¢ omowione zostang wybrane metody obliczania catek
oznaczonych oraz sposoby ich wykorzystania do wyznaczania pol obszardéw ograni-
czonych wykresami funkcji, dtugosci fukow i objetosci bryt obrotowych.

2

Catkaoznaczonajestjednym z podstawowych pojec analizy matematycznejiopie-
ra sie na granicy sum Riemanna. Dla funkcji f(a;) okreslonej oraz ograniczonej na
przedziale [a, b], definiuje sig ja jako granice:

/f(x x—gggto

gdzie przedzia# [a, b] zostat podzielony na n czes$ci [z, ,z;], Az, =z, —x, 4, a¢;
jest dowolnym punktem nalezgcym do 7-tego podprzedziatu. Jezeli ta granica istnie-
je i nie zalezy od wyboru punktow c,, to nazywamy jg catkg oznaczong funkcji f(x)
na przedziale [a, b]. Interpretacja geometryczna catki oznaczonej zostata przedsta-
wiona na rysunku 1.

Rysunek 1. Interpretacja geometryczna catki oznaczonej

3
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Geometrycznie wartosé catki oznaczonej

b

/f(x) dz

a

odpowiada polu obszaru zawartego miedzy wykresem funkcji f(x), osig OX oraz pro-
stymiz = aix = b. Jezeli f(x) > 0, catka oznacza pole obszaru nad osig OX,
natomiast dla f(z) < 0 przyjmuje warto$¢ ujemna, odpowiadajac polu obszaru pod
osig. Catkowite pole ograniczone wykresem funkcji wyraza sie wzorem:

b
[1#6@)do

W przypadku, gdy obszar jest ograniczony przez dwie funkcje — gdérng fg(:z;) i dol-
na f;(z) — w przedziale [a, b], pole Pobliczamy, catkujac réznice tych funkcji:

b
P=/%@%¢Mﬂm.

Dfugos$é tuku L (lub dtugosc¢ krzywej) jest wyznaczana przez sumowanie nie-
skonczenie matych przyrostéw dfugosci ds wzdtuz krzywej. Koncepcyjnie, ds jest
przyrostem opartym na twierdzeniu Pitagorasa: ds? = dx? + dy?.

Dtugo$c¢ +uku L funkceji rézniczkowalnej y = f(z) w przedziale [a, b] oblicza sie
wedfug nastepujacego wzoru:

b d 5
L:/\ 1+(—y> dz.
dx

Dtugos$é tuku L krzywej parametrycznej z = x(t),y = y(t) w przedziale para-
metru ¢ € [t,,t,] oblicza sie wedtug nastepujacego wzoru:

12
dz\? dy\ 2
L = — — .
/\J<dt> + ()
tl
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Catka oznaczonapozwalaréwniez na precyzyjne wyznaczanie objetoscii powierzch-
ni bryt powstatych przez obrét krzywej y = f(x) wokot osi OX w przedziale [a, b].
Objetosc bryty oblicza sie przez sumowanie objetosci nieskonczenie cienkich krgz-
kéw, ktérych promien jest rowny wartoéci funkcji f(x):

V= 7T/b[f(x)]Q dx

Pole powierzchnibocznej A bryty obrotowej wyznaczamy, sumujac pola powierzch-
ni nieskoriczenie waskich pierscieni, gdzie f(x) jest promieniem, a /1 + (y’)? dz
jest elementarng dtugoscia fuku:

A—27T/bf(w)\ 1+ <%>2d$.

Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 1. Obliczy¢ podane catki oznaczone.

8
6 1
4 —3r——)d 4
[a]/ v o :172> v (€) /a:2—|—3:13+2 o
1 6
(b) /:1: sin(3z2 + 2) dx (f) / dz
— 636 + 10
0
: 7 2 3
T+
d
(c) /33 sin(z) dx (9) /x3—:c2—|—:n—1 x
0 1
g dx
in(2 h
(d) /sm( x) cos(z) dx (h) /3$2 T
T 1
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o oate” LUBELSKA
. dx .
2 1/x2—6x+18 v 1/\/—9x2+24x+9dx

Rozwigzania:

(a)

(b)

u=3x>+2
1 du = 6x dx
/:r:sm (322 +2)dzx xd:c:%du =
0 r=0=>u=2
r=1=u=5

=
V)
\Cﬂ

&,
=

S
I

SN—
QU
I
|

5
=1[- cos(u)]2 = ¢ [~ cos(5) — (—cos(2))] = & [cos(2) — cos(5)]
(c)
22 ¢ (z)=si .
g'(r)=sinz | _[ ., 3 B
/93 sinx dx —‘ z _236 g(x) = —cos —[ x Cosa:]0+/2xcosxd:1:—
0 0
[ s 3 flz) =2z ¢'(z)=cosz |
[ x cosa:]o /2$cosxdx —|f, D) =2 glz)=smz |
0
= [—x2cosx]2+2[xsinx]2—/281nxdac:
0 o

= [—:1:2 cos a:] +2 [93 sin a:] +2 [ cos :1:] = [—:1:2 cosx+2xsinx+2cosx| =
0 0 0 0
6
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU
SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) "POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00



A HoLLub
crmmat. DO

L
TECHNOLOQIEX]

=(—(5)*cos5+2-ZsinT+2cos3)—(—(0)*cos0+2-0-sin0+2cos0) =
—(0+7+0)—(0+0+2)=m—2

(d)

27 27

/Sin(233> coszdx = | sin(2z) = 2sinz cosz = | :/ZSinajCOSdex:
U = CcosT .
du = —sinx dx ) 511 ) ) \
Tlr=r=u=-1 =—2/u du:—2[“?]_1:_2<§_(_§)):_§
~1

r=2r=>u=1

(e)

8

8
1
———dx = 2 = 1)( 2) dr =
/x2+3x+2 7 =|af 430+ (z+1)(z+ / CL'-|-2) .
6 6
1 _ A B
(z4+1)(z+2) — =z+1 + T+2
1=A(x+2)+ B(x+1) 8
T dr —
| = (A+B)z+ (24 + B) /az—i-l $+2)x
A+B=0 A=1 X
2A+B=1 B=-1

8
= [ln|a:-|—1| —ln|x-|—2|]6 = (In9—In10) — (In7—1In8) =In —Inf =

9-8
—1 W ln
1 2> — 6z +10=(x —3) +1 5
xr—3 u=(x—3)2%+1, du=2(x—3)dz 1 [1
— 62 + 10 (x —=3)dr = 5 du »
r=0=u=10, z=1=u=>5 10
10
1 1 1 10 1 1 10 1
5
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3 3
9% 13 (2z + 3)dx
de — | 23 — —1=(z—1) 1)
(9) /$3_$2+x_1 v =[a2" -2+ (z—1)* + /x—l @2+ 1)
2
(z—1)(z2+1) =x—1 2241
20 +3=A@*+1)+ (Bx+C)(x—1)
_|20+3=(A+B)2*+(-B+Clx+(A-0C) | _
A+B=0, A=3,
A+ C =3, B=-3
A+C =2 C=—3
3 3 : 2
27 + 3 53 —3m—3 3 —5t
/(x—l)(:c2+1) ! /<$_1+ 211 ) =1 e
2 2 2 2
3 1 3 3 3
Y e
+ /ﬁjld [] i ] -
2 2

3 3

{ arctan :Cj| =

2
3

1 _
— {5 arctanx} =

_ g m—u} {1nm+&ﬂ

= gln2) — <§1n10) — (%arctanS) — (0—§1n5—%arctan2) =

_5 5 5 1 1 _ 5 1
= §ln2 — ZlnlO + Zln5 + 3 arctan2—§ arctan 3 = Zln2 -3 arctan 3 +

||
—

=3

=

|

—_
|;1
|—|

E

R

_|_

—_
SN—
L
|
N

w

+ % arctan 2

5 3
(h) dx 1 dx U=r—73
302 —9z+15 3 ) 22 —3zx+5 |du=dx
1 1 r=1=u= —%
rT=5=>u= %
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7

_ 1 du = _2 [arctan(2—“>] = [arctan<i>+arctan(L>]

3 \/ﬁ)Q T3V11 V11 C3V1l V11 Vi1
2

1u2+< -3
—3
A 2> —6x+18=(z—3)*+9 " du
m/ o —lu=2-3 du=ds :/2_9:
135—1:4— r=1=u=-2 2=3=u=0 72u—|—
0
=1 [arctan(%)]_z = 1 (arctan 0 — arctan(—3%)) = 5 arctan(2)
; 2 ' 2 ; 2
o | o= | wr= | e
) V=024 9 ) /35— (922 — 24w+ 10) / /25— (30— 1)
u=3xr—4 5

du = 3dx _ 2 du
r=1=u=-1|  3) .95 42
1

r=3=>u=2>5

[arcsin(%)] 5_1 =

wlno

= 2 (arcsin1 — arcsin(—1)) = 2 (% + arcsin %)

Zadanie 2. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi:
@ y=2% y=x—2° b)y=4—2% y=z+1, z=0
Rozwiqgzania:

(@) Wyznaczamy punkty przeciecia krzywych y = x? oraz Y= — x2, rozwigzujac
ponizszy uktad rownan

— 2
{Z:i;xz - P=r—2® = 20 —2=0 = z(2z—1) =0.

Stagdz =0lubx = % Podstawiajac do rownania y = x? otrzymujemy, ze
r=0=y=0, x:%:>y:%.

Zatem punkty przeciecia dwoch krzywych to

_ _ (1 1
A =1(0,0,  Ay=(57)
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A W k-t

Analizowany obszar zostat przedstawiony na rysunku 2.

2.5

-0.5

Rysunek 2. Obszar ograniczony krzywymi y = x2 oraz y = = — x2

Na przedziale [0, %] obszar jest ograniczony od géry przez krzywg y = = — 22,

a od dotu przez krzywa y = x2. Zatem pole obszaru mozna wyrazié nastepujaco

—

P:/[(:Ij—a:2)—:1:2]dx:/(m—2x2)da:: [%ﬁ—%xi”r:%_%:i.
0

(b) Wyznaczamy punkty przecigcia krzywych y = 4— 22 oraz y = x4+ 1, rozwigzujac
uktad

=4 — 2
y ’ — 4d—22=2x+1 = 2°4+2—-3=0.
y=x+ 1.
Stad z; = =13 oraz z, = =1£¥13 . Poniewaz obszar ogranicza réwniez prosta
x = 0, rozpatrujemy czes¢ w pdtptaszczyznie x > 0, czyli uwzgledniamy jedynie
dodatni pierwiastek z, = =13,
10
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Analizowany obszar zostat przedstawiony na rysunku 3.

Rysunek 3. Obszar ograniczony krzywymiy = 4 — x2, y=x+ lorazprostaz =0

Odpowiadajgcy punkt przeciecia krzywych to

Ay = <:c2, Ty + 1> = (‘“’2@, 1+5/ﬁ) :

Dodatkowo prosta x = 0 przecina krzywe w punktach

A; =(0,1) oraz A, =(0,4).

Na przedziale |0, #ﬁ obszar jest ograniczony od géry przez y = 4 — 22,
a od dotu przez y = = + 1. Zatem pole obszaru wynosi
,HZ\/ﬁ 71+2\/ﬁ —1+/13

P = /O [(4—2?)—(z+1)] dz = l (3—z—2?)dr = |3a—iz?—La3| °

Po wykonaniu obliczen otrzymujemy

_13V/13-19

P
12
11
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Zadanie 3. Oblicz dtugosé tuku krzywej na podanym przedziale.
(a) y = Va3, z € [0,1] (b) y = In(cosx), x € [O, ﬂ

Rozwigzania:

(@) y=Vz3, z€l0,1]

W celu obliczenia dtugosci tuku krzywej skorzystamy z nastepujgcego wzoru:

Li= /b V1+ (y’(:r:))2dx.

Najpierw obliczamy pochodng funkciji:
3
(V 213'3)/ = 5\/5

Woéwczas:

L:/l\/1+(%\/5>2dx:/1\/1+%xdx.

Zastosujemy podstawienie:

tzl—l—%a: 13
4
dt = 2dx = dr==2dt
3 9 — L:/\/Egdt.
r=0=t=1

— __ 13

Ostatecznie otrzymujemy:

1

4 13

4 1 42,214 8 13% 8 (13V13
L= [t2dt=5 562 =2 |(§)7—1| =5 (-1
1
1
12
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(b) y = In(cos x), x € [O, ﬂ

Najpierw obliczamy pochodng funkgciji:

1 sin
1 / — c(— Q1 = — .
(In(cosx)) p—_ (—sinz) oin
Wowczas:
/4 /4
o\ 2 sin? x 4 cos? x
L:/)1+(—%£)¢w:/ 2 .
cos?

0 0

Na przedziale [0, ] mamy cos z > 0, zatem

w sin? z + cos2 x 1
cos? x cosz’

czyli

/4
1
L = / dx.
cos T
0
, 1 CcCoS T
Poniewaz = 5 , to
cos T COS* &
t=sinx "
iy CoS I " cos T dt =coszdx r 1
Y A R ST e B
cos2 x 1 —sin’z 1—1t2
0 0 - ; \/§ 0
r=rTi=Eg
Rozktad na utamki proste:
1 A B
= + — 1=A(l+t)+B(1—t) = (A+B)+(A—DB)t,

1—¢2 1—t 1+t

A+B=1 1
stad A=B = —.
A—B=0 2
13
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crmt DS
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2

Zatem:

7
11 1[0
L= — — dt=
/( 21— 1) (1+t> 2/1—tdt+2/1+tdt
0

0 0

1 2 1 21 (14 1
_5[—1n(1—t)]0 +§[1n(1+t)]0 _5111(1_%5 = SIn3+2v2).

Zadanie 4. Oblicz pole powierzchni oraz objetos¢ bryty powstatej w wyniku obrotu
krzywej y = f(x) wokét osi Oz w podanym przedziale.

(a) y=2v2z, x€l0,1] b)) y=v1—22, z€l01]
Rozwigzania:

(a) y =2V2z, x € 0,1]

Wzory ogdlne na pole powierzchni i objeto$¢ bryty obrotowej wzgledem osi Ox
majg postac:

b
—27‘(’/ yv 1+ (v)? dex, V:7r/ y? dx.

a

Poniewaz

Yy = 2\/535,

to pochodna wynosi

y = 2v2.

Podstawiajgc do wzoru na pole powierzchni, otrzymujemy:

1

S:27r/1(2\/§x)\/ (2\/_2dx—27r/2\/_33 \/_da:—27r/12\/_1’ 3dz.

Zatem
1 1
$2
8212\/§7T/33d$:12\/§71'|:7:| = 6V2m.
0 0
14
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Pole powierzchni bryty obrotowej wynosi:

S =6vV2m.

Objetosé bryty obliczamy ze wzoru:

1 1
3
8
:7r/(2\/§x)2d:1::7r/8:1;2da::87r [aj—} =
3 0 3
0 0

(b) Niechy = V1 — 22 dlax € [0, 1]. Wtedy
, —x

Y _\/1—332'

Pole powierzchni:

1

2
—27T/y\/ d:c—27r/\/1—:c2 1+ e =

1— 22
0 0
1
—27T/\/1—a:2 d:c:27r/1da::27r.
vVi1-— :I:2 J
Zatem
S =27

Objetosé

Zadania do samodzielnego rozwigzywania

Zadanie 5. Obliczy¢ podane catki oznaczone.
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';DDLLUD
crmmat. DO
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2

(a) /(53:4 +323 — 722 + 92+ 16)dx  (h) /:c2 arctan z dx

8
11x —1
3 3 i
) /(233 843 45— 3) da 0 /2x2+9x—5dw
-1 4
3
x
(c] /$2+7daz /1+sm$
1 0
2
(d) /x\3/3x+2dm / - ki
1+smx
0 0
3
(e) /a:%x dx (1) /4x;iac
cos
i 0
e 5 d
(f) /a:ln2 T)dx / i
1 (=) UL S YT
1

[]/ 4dx
V15 — 422 + 4x

Zadanie 6. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi i przedstaw go graficznie.

(@) y=23, y=3x e z=9y>—4, z=y+2
_ 1
(b) y =222, y® =4z N y=2m v=3
9 (9) y =ze™ ™, =0, =2

€ y=2? y=32° y=u
(h) y = sin(z), y = cos(x),
d) y=In(z), y=0, z=¢ z € [0, 27]

Zadanie 7. Oblicz dtugos$c¢ tuku krzywej na podanym przedziale.
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e A w i
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J

(@) y=2x+1, z€]l0,3] (e) x(t) = cos®t, y(t) =sin’t,
tel0,%
1 1 T2
b) y==2*>—-Inz, =z €3,4]
2 4 (f) (t) =t —sint, y(t) =1— cost,
4 1 t e [0,271’]
[C]y:%_‘_S_Q) 376[1,2]
x 1 (@) y = In(sinz), =z € [Z,2]
e’ + _
@ y=tn(5) wes] M y— <5 ae 0]

Zadanie 8. Oblicz pole powierzchni oraz objetosé bryty powstatej w wyniku obrotu
krzywej y = f(x) wokdt osi Ox w podanym przedziale.

a) y=3z, z€[0,1 e’ +e”
(a) y ) E[,] (c) y= 5 , IEE[—l,l]
(b) y=e", x€]0,2] (d) y =sin(z), =z € [0,7]
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Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

Tematem ¢wiczen jest wprowadzenie do algebry macierzy oraz praktyczne wyko-
nywanie podstawowych dziatan na macierzach, ktdre stanowig fundamentalne na-
rzedzie w wielu dziedzinach nauki i inzynierii.

Macierz jest prostokatna tablicg liczb lub funkcji, utozonych w wierszach i kolum-
nach, ktdra jest okre$lana przez swoéj wymiar m x n. Dwie macierze A i B sa rowne
wtedy i tylko wtedy, gdy majg ten sam wymiar i wszystkie odpowiadajgce sobie ele-
menty sg sobie rowne. Do najwazniejszych rodzajow macierzy naleza:

e macierz zerowa (0): macierz dowolnego wymiaru, ktérej wszystkie elementy sg
rowne zero (wykorzstywana jako element neutralny w dodawaniu macierzy).

e macierz kwadratowa: macierz, w ktorej liczba wierszy m jest rowna liczbie kolumn
n (m = n). Macierze tego typu stanowig podstawe do definiowania pojec¢ takich jak
wyznacznik, macierz odwrotna czy wartosci wtasne.

e macierz jednostkowa (/): macierz kwadratowa, w ktérej elementy na gtéwnej prze-
katnej sg rowne jeden, a pozostate elementy sg rowne zero, to jest: Iz-j = (5Z-j, gdzie
9, to delta Kroneckera.

e macierz transponowana (AT]: macierz, ktdra powstaje z macierzy A = [aij] wy-
miaru m X n przez zamiane wierszy na kolumny. Jej wymiar to n X m, a elementy ag;.
$3 rowne a;.

Podstawowe operacje na macierzach obejmuja:

e dodawanie i odejmowanie macierzy — mozliwe wytgcznie dla macierzy o identycz-
nych wymiarach. Dziatania te wykonuje sie przez dodawanie (lub odejmowanie) od-
powiadajgcych sobie elementdw.

e mnozenie przez skalar — polega na pomnozeniu kazdego elementu macierzy przez
statg liczbe rzeczywista (skalar).

e mnozenie macierzy — iloczyn 4,,,,, - anp jest okreslony tylko wtedy, gdy liczba
kolumn macierzy A jest réwna liczbie wierszy macierzy B. Macierz wynikowa C' =
A - Bma wymiar m X p, ajej element ¢,; oblicza sig jako:

n
Cij = E :aikbkj'
k=1
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Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 1. Wykonaj nastepujgce operacje arytmetyczne dla podanych macierzy.

. |4 -1 5 -2 31
[a]A—QB,gd2|eA_{0 5 _3], B_Ll 0 6}

)&

(b) 2A — B + 3C, gdzie
1 -2 0 -1 5 2 2 0 —3
A_[S 1 4]’ B_lO -3 1}’ C_l—24 1}
(c) A+ e B — 2C, gdzie
1 —1 0 3 2 1
R e S

(d) A+ 2BT —3C, gdzie

2 —1
1 0 —2 -1 2 0
wpr e f) Al
31 4 3 9 4 -3 1
(e) 2AT 4+ 3B — C7, gdzie
2 -1 0 1 0 -3 0 2 1
A=|3 4 1|, B=1]2 -1 5|, c=|-4 3 6
-2 5 7 4 2 0 5 —2 1
(f) A- B, gdzie
1 -2 3 2 0 1
A=1]0 4 5|, B=|-3 5 2
2 1 -1 4 —1 0
4
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(9) (A+ B)-C7, gdzie

a=ls o]oe= |20 e= 8 )

Rozwiqgzania:

4 -1 5 -2 3 1 8 —7 3
A_QB_[O 2 —3}_2{4 0 6}_{—8 2 —15]

(a)

(b)

2 —4 0] [-1 5 2] .[6 0 —9] [9 —9 —11
QA_B“LBC_[G 2 8]_{0 3 1}+l—6 12 3]_{0 17 10]

(c)
T -7 0 3e —4 -2
”A_{zw 01’ 63_{—46 e}’ _20_{2 —101
| T -7 0 3e —4 =2\ m™—4 —m 4+ 3e—2
”A%B_Qc_l% O]J{ }*[2 —101_{2w—4e+2 e—10 }

(d)

2 03 4 0 6 3 —6 0
T _ i __ _ —
relh s a e ) e 9

10 -2].[4 06].[3 —6 0 8 —6 4
Tr_ — —
A+2B=3C { 1*{—2 10 41*{—12 9 —3] {—11 20 5]

(e)

4 6 —4 3 0 =9 0 —4 5
2AT=|-2 8 10|, 3B=|6 -3 15|, CT=1]2 3 =2
0 2 14 12 6 0 1 © 1
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TECHHDLDQIEQ“
4 6 —4 3 0 =9 0 —4 5 7 10 —18
2AT4+3B—CT=|-2 8 10|+|6 -3 15|—[2 3 —2|=|2 2 27
0 2 14 12 6 O 1 6 1 11 2 13
(f)
1 -2 3 2 0 1
A-B=1|0 4 5 |-|-3 5 2=
2 1 -1 4 —1 0

0-24+4-(—=3)+5-4  0-04+4-5+5-(—1) 0:-14+4-2+5-0
2.241-(=3)+(=1)-4 2:04+1-54(=1)-(=1) 2-1+1-2+4(=1)-0

20 —13 -3
=18 15 8

-3 6 4

1-24(=2)-(=3)+3-4 1-04(=2)-5+3-(—1) 1-1+(2)-2+3-0]

(¢)
2] T2 1] [ 142 —2+1] [3 -1
AJFB_L& 0}*[—1 4}_[3+(—1) 0+4}_l2 4]

= {g —52]
S

_[3:04+(=1)-3 3-5+(—1)-(—2)1:{—3 171
2:0+4-3 2-5+4-(=2) 12 2
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Zadanie 2. Wyznacz macierz X.
() A-B—X=CT

2 —1

1 0 2 1 2
L ] e
-1 3 1 - -3 0
(b) 2X —3A=B-CT
2 —1 1 0 —2 2 —1 1
A_Ll 3}’ B_{?, 1 4}’ C“{o 3 2}
(c) XT—24=C BT
1 =2 il | 0 1
A=10 3|, B= N cC=1]2 -3
4 1 —1 4

Rozwigzania:

(a)

2 —1
an-[h ﬂ.[o 4] .
3 1

[ 1-240.0+2-3 1.-(-1)+40-4+42-1 ] [8 1
T (=1)-243-041-3 (=1)-(=1)+3-44+1-1| |1 14

s 1 =3
=l ]

A-B-X=0C" = - X=CT"-A-B = X=A-B-C7T

Sl I S R )
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(b)
ct=
. T:
por- [t

3.241-(—1)+4-1

34— |

2 0
-1 3

10—2] !2 O}
A =1 3
1 2

1240 (-1)+(=2)-1 1-04+0-34+(=2)-2| _
- 3:04+1-3+4-2 |

6 —3
12 9

POLITECHNIKA
LUBELSKA

L

1 2

o 1)

2X—-34=B-CT = 2X=B-CT+34 = X =1(B -CT+34)

6 —3

X 0 —4
(c)
BT

0
2
—1

C-BT =

0-2+1-(—1)
[2.2+(3)~(1) 2

(—1)-244-(=1) (=1)-5+4-0

2A =
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A W k-t
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XT—2A=C-BT = XT=C-BT+24

-1 0 2 4] 1 —4
XT=|7 10|+]0 6|=]|7 16
—6 —5] |8 2 2 -3
17 2
— T _
X=X _[—4 16 —3}

Zadanie 3. Oblicz wskazang potege danej macierzy.

(a) A%
1 2
1=l 7]
3 1
(b) B3
1 20
B=|1-11 3]
2 01

Rozwigzania:
(a)
1 2 1 2
2 . = . =
w=aa=ly i)

[1-1+2-3 1.2+2-1] [7 4
“3-1+1-3 3-2+1-1| |6 7

7 4 7 4
4 _ A2 A2 — ) _
i - B

B [7-7+4-6 7-4+4-7} B [73 56]

6-7+7-6 6-44+7-7 84 73
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(b)

B?2=B-B=

1 20 1 20
-1 13]-|-11 3| =
2 01 2 01

1-142-(=1)+0-2  1-242-140-0 1-04+2-340-1
= |(=1)-1+1-(=1)+3-2 (=1)-2+1-143-0 (—1)-0+1-3+3-1
2-140-(=1)+1-2  2:240-1+1-0 2-0+0-3+1-1

-1 4 6
=14 —-16
4 4 1

~1 4 6] [1 20
B3=B2.B=|4 -1 6]-[1 1 3}—
4 4 1] [2 01
(—1)-1+4-(=1)4+6-2 (=1)-24+4-146-0 (—1)-0+4-3+6-1
= |41+ (-1)-(-1)+6-2 4-24+(=1)-1+6-0 4-0+(-1)-3+6-1
4.1+4-(-1)+1-2  4-244-141-0  4-04+4-3+1-1

7 2 18
[17 7 3]

2 12 13

Zadanie 4. Sprawdzié, czy macierz B jest odwrotna do macierzy A.

(a)

2 1 2 —1
A= , B=
3 2] -3 2
(b) - ) ]
1 2 2 —1
A= . B=
3 4] -1 1
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(c)
1 01 1 1 -1
A= I: 2 10 B=|-2 1 2 :|
111 1 -1 1

Rozwigzania:

(a)
=[5 % 5]
S e R B
ma= % 5ol

-t B -

Odpowiedz: Macierz B jest odwrotna do macierzy A.

(b)

[ERRAE R R P

Odpowiedz: Macierz B nie jest odwrotna do macierzy A.
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(c]

, B=

1 =20
0 1 O
0 0 1
1 20 1 =20
010(-(0 1 O

001 0 0 1

1-142-040-0 1-(—2)+2-140-0 1-04+2-0+40-1 100
0-14+1-040-0 0-(=2)4+1-14+0-0 0-04+1-0+0-1| =1]0 1 0
0-140-041-0 0-(=2)4+0-1+1-0 0-0+0-0+1-1 00 1
1 =207 120
0 1 0/-]01 0|=

0 0 1 001

B-A=

0-14+41-0+0-0 0-241-1+0-0 0-0+41-0+0-1

1-14+(=2)-04+0-0 1-2+(=2)-1+0-0 1-0+(2).0+0-1} [1
= |0
0-1+0-0+1-0 0-240-141-0  0-04+0-0+1-1

Odpowiedz: Macierz B jest odwrotna do macierzy A.

Zadania do samodzielnego rozwigzywania

Zadanie 5. Wykonaj nastepujace operacje arytmetyczne dla podanych macierzy.

. 12 41 -1 2 3
[a]A—3B,gd2|eA_{3 5 0}, B_{4 9 1}

(b) 3A — 2B + C, gdzie

1 2 -1 2 -1 3 -3 0 1
A_{O -3 4}’ B_{—Q 4 O]’ C_[5 —2 2]
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(c) eA — 7B + 2C, gdzie

O I A B

(d) A+ 3BT —2C, gdzie

0 2
2 -1 0 1 —2 3
A:[ } B _31,02{ }
1 3 4 . —1 0 2
(e) 2AT — B+ 4CT, gdzie
1 -3 2 2 0 -1 -2 1 3
A=10 4 1|, B=|3 -2 4|, C=|0 2 —4
5 —2 0 —1 5 3 5 —1 1
(f) A- B, gdzie
1 2 —1 3 0 2
A=10 =3 2|, B=|-1 4 1
4 1 0 2 -3 0

(9) (A— B)-C7, gdzie
2 —1 1 2 0 4
=l 5) =0 e Y

Zadanie 6. Wyznacz macierz X.

@) A-B+ X =2C7

1 0
2 —1 0 3 —2
A:L s ol B=|23|, c=|]
4 1
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b) 3X+A=B-0T-24
1 2 2 -1 0 4 -1 2
A= {—3 4} , B= {1 3 —2} » U= {—2 3 0}

(c) XT+24=3C- BT

1 0 1 —2
a-|2 sl m=[% 7, o] o}
4 -1 —1 4
d) X —24T=B.C
2 0 1 1 =2
A:E) _31 ﬂ B=|-13 0|, C=10 5}
4 1 =2 3 1

(e) XT—-34=2C—B
1 =20 -1 0 2 2 1 —1
A—{?, 1 4}’ B—{zl —3 1]’ C—{O?) 2}

Zadanie 7. Oblicz wskazang potege danej macierzy.

(a) A3
2 1
=
(b) B*
1 —1
53 o]
(c) C3
0O 1 2
C=1(-1220
1 01
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(d) D°

D

210
0 21

00 2

Zadanie 8. Sprawdz, czy macierz B jest odwrotna do macierzy A.

(a)

(b)

2 —1 iy
— — |2 2
SRS
(c)
123 —24 18 5
A=1|01 4|, B=|20 —15 —4
56 0 -5 4 1
(d)
1 0 0 1 00
A=12 1 0|, B=|-210
5 —1 1 —7 11

[1]] Zéttowska, Elzbieta. Algebra liniowa. Wyd. 2. Wydawnictwo Absolwent, £édz,

2007.
[2] Kostrikin, A. . Algebra liniowa i geometria. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warsza-
wa, 2003.
[3] Topp, Jerzy. Algebra liniowa. Wyd. 2. Wydawnictwo Uniwersytetu Gdanskiego,
Gdansk, 2019.
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Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

Tematem éwiczen jest opanowanie kluczowych pojec algebry macierzy: wyznacz-
nika, macierzy odwrotnej oraz rzedu macierzy. Zrozumienie tych elementdw jest nie-
zbedne do kompleksowej analizy wtasnosci macierzy oraz rozwigzywania uktadow
rownan liniowych.

)\.

Wyznacznik to liczba przyporzgdkowana wytgcznie macierzom kwadratowym wy-
miaru n X n. Jest fundamentalnym kryterium do okreslenia odwracalno$ci macierzy
(macierz A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) # 0). Ponizej przedsta-
wiono najczesciej stosowane sposoby jego obliczania:

(a) Macierz 2 x 2 — metoda bezposrednia
Najprostszy przypadek, w ktérym wyznacznik oblicza sig jako rdoznice iloczynow
elementow przekatnych.

a b
A—L d} = det(A) =ad — be

(b) Macierz 3 x 3 — reguta Sarrusa
Metoda graficzna polegajgca na sumowaniu iloczynéw elementow przekgtnych
gtdwnychipobocznych. Wzér mozna tatwo zastosowac, dopisujgc po prawej stro-
nie macierzy jej dwie pierwsze kolumny (lub analogicznie dwa pierwsze wiersze),
co ufatwia identyfikacje odpowiednich przekatnych.

a1 Q12 Qg3
A= lay a9y ao3

a31 Q32 033

det(A) = (a11099033+15093031 +013091035)—(A1309903) +011A93039+15001a33)

(c) Rozwiniecie Laplace’a
Metoda oparta na rozwinieciu wyznacznika wzgledem wybranego wiersza lub ko-
lumny, z wykorzystaniem dopetnien algebraicznych. Metoda ta jest szczegdlnie
przydatna dla macierzy wiekszych rozmiardw lub zawierajgcych wiele zer, ponie-
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waz umozliwia stopniowe sprowadzanie obliczert do mniejszych wyznacznikdw.
(113 Qi 0 Qg
A= : S :

Qa anz ces Qa

nl nn

n

det(A) =) (—1)"*a,; det(Ay;)

J=1

(d) Metoda eliminacji Gaussa
Polega na sprowadzeniu macierzy do postaci trdjkatnej za pomoca operacji ele-
mentarnych, a nastepnie obliczeniu wyznacznika jako iloczynu elementow prze-
katnej gtowne;j:

det(A) = ﬁu“

=1

Podczas stosowania operacji elementarnych nalezy uwzglednié¢ nastepujace
wtasnosci wyznacznika:

» Zamiana dwoch wierszy lub kolumn zmienia znak wyznacznika.
e Pomnozenie wiersza lub kolumny przez skalar A mnozy wyznacznik przez .

» Dodanie wielokrotnosci jednego wiersza lub kolumny do innego nie zmienia
wartosci wyznacznika.

(e) W¥asnosci pomocnicze
Zaleznosci utatwiajgce obliczenia i analize wyznacznikdw:

det(AT) = det(A), det(AA) = A" det(A), det(AB) = det(A) det(B)
det(A) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy wiersze (lub kolumny) macierzy sa liniowo zalezne.

Macierz odwrotna to taka macierz, ktéra pomnozona przez macierz pierwotng
daje macierz jednostkowa. Istnieje wyfacznie dla macierzy kwadratowej A, ktorej wy-

znacznik jest rézny od zera:
det(A) £ 0

Macierz taka nazywana jest odwracalng lub nieosobliwa. Spetfnia warunek:

A-At=A1.A=1
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gdzie I oznacza macierz jednostkowg o wymiarze zgodnym z A.

WYasnosci macierzy odwrotnej:
(A t=4, AB)'=B'AT, (AN =ATHT

Metody wyznaczania macierzy odwrotnej:

(a) Metoda dopetnien algebraicznych
Macierz odwrotng mozna zapisac jako:

1
~ det(A)

A—l X (A*)T
gdzie (A*)T to transponowana macierz dopefnien algebraicznych (tzw. macierz

dofgczona). Metoda ta jest stosowana gtdwnie dla macierzy o niewielkich wymia-
rach (2 x 2,3 x 3).

(b) Metoda eliminacji Gaussa-Jordana
Polega na utworzeniu macierzy rozszerzonej:

(Al

i wykonywaniu operacji elementarnych na wierszach do momentu, gdy lewa czesé
przyjmie posta¢ macierzy jednostkowej. Wowczas prawa czes¢ stanowi macierz
odwrotna:

] A7

Metoda ta jest szeroko stosowana w obliczeniach numerycznych oraz w progra-
mach komputerowych.

Rzgd macierzy to liczba okreslajgca maksymalng liczbe liniowo niezaleznych wier-
szy lub kolumn danej macierzy. Stanowi jedng z najwazniejszych cech macierzy, po-
zwalajgca ocenic jej strukture oraz mozliwosc¢ rozwigzywania ukfaddéw réwnan linio-
wych. Wtasnosci rzedu macierzy:

rank(A) < min(liczba wierszy, liczba kolumn)
det(A) £0 < rank(A) =n (dla macierzy kwadratowych petnego rzedu)
rank(A) = rank(AT)
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Metoda wyznaczaniarzedu: Najczesciej stosowang metodg jest eliminacja Gaussa,
polegajgca na sprowadzeniu macierzy do postaci schodkowej za pomocg operacji
elementarnych na wierszach. Rzad macierzy jest réwny liczbie niezerowych wierszy
w tej postaci:

mnk:(A) = liczba niezerowych wierszy w postaci schodkowej

Interpretacja: Rzad macierzy informuje o liczbie niezaleznych rownan w uktadzie li-
niowym. Dla macierzy petnego rzedu (rank(A) = n) uktad réwnan liniowych ma
jednoznaczne rozwigzanie, natomiast jesli rank(A) < n, to ukfad jest sprzeczny lub
posiada nieskonczenie wiele rozwigzan.

Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 1. Oblicz wyznacznik macierzy, wykorzystujgc podstawowe wzory oraz re-
gute Sarrusa.

(a) (c)

2 5 1 2 3
A‘l—?) 1} C=10 —1 4
2 1 0
(d)
(b) 2 0 1
0 4 D=1|—-13 2
B_{—2 3} 4 1 —2

Rozwiqgzania:

(a)

A= {_23 ﬂ det(A) =2-1—5.(=3) =2 — (—15) = 17

(b)

0 4
B= [_2 5| det(B)=0-3—4-(-2)=0—(-8)=8
6
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU
SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) "POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00



“-noLLL

o —POLLLD POLITECHNIKA
o oate” [ J[_L LUBELska
) 1 2 3 1 2 3|1 2
C=10 —1 4:| = 0 -1 4]0 —1
2 1 0 2 1 02 1

det(C) = (1+(=1)-0)+(2:4-2)+(3:0-1) — (3-(—1)-2) — (2:0-0) — (1-4-1)
det(C) =0+16+0— (—6) —0—4 =16 +6 —4 = 18

2 0 1 2 0 1 2 0
D—{13 2];»13 2 |1 3
4 1 -2 4 1 -2 4 1
det(D) = (2:3-(—2))+(0-2-4) +(1-(—1)-1)— (1-3:4)— (0- (—1)-(—2)) — (2-2-1)
det(D) = —12+4+0—1—12—0—4 = —29

(d)

Zadanie 2. Oblicz wyznacznik macierzy, stosujgc metode rozwiniecia Laplace’a.

(a) (c]

1 2 0 10 2 0
E=10 —1 4 G- 03 —1 0
2 1 3 121 0 1
00 4 2
(d)
(b) 0210
2 -1 3 g1 030
F=1{1 0 2 10 4 2 1
4 1 =2 2 001
Rozwiqgzania:
(a) Rozwiniecie wzdfuz pierwszego wiersza:
—1 4 0 4 0 —1
det(E)—l-‘l 3‘—2.|2 3‘+0.‘2 1|
—1 4 0 4
‘1 3‘_(—1)-3—4-1_ 7, ‘2 3| 0-3—4-2=-8
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= det(F)=1-(-7)—2-(—-8)+0=—-7+16=09.
(b) Rozwiniecie wzdtuz drugiego wiersza:
det(F) =1-Cy +0-Coy +2-Cy3, Cy; = (—1)*7M,,
Minory i kofaktory:

-1 3
lez‘ ‘

=2-1—(=1)-4=6, Chs=(-1°-6=—6

2 —1
M23:‘ ‘

41
= det(F)=1-140-0+2-(—6) =1—12=—11.

(c) Wygodnie rozwing¢ wzdtuz kolumny drugiej (wiele zer):

det(G)20'012+3'022+1'032+0'C42:3M22—M32.

Minory:
1 20 1 2 0
0 4 2 0 4 2
Liczymy:

My, =1-(0-2—1-4)—2:(2:2—1-0)+0-(2:4—0-0) = —4—8 = —12,

-1 0

M32:1'|4 2

|=(—1)-2—0-4=—2.

Whniosek:
det(G) =3 (—12) — (—2) =36+ 2 = —34.

(d) Wygodnie rozwingé wzdfuz kolumny czwartej (dwa zeral:
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Minory:
0 21 0 21
My, =11 0 3|, My,=I1 0 3
2 00 0 4 2

Liczymy:

My =0-(0-0—3-0)—2(1-0—3-2)+1-(1-0—0-2) = -2 (—6) = 12,

My=0(0-2-34—-2-(1-2=3-0)+1-(1-4-0-0)=0—2-2+4=0.

Zadanie 3. Oblicz wyznacznik macierzy, stosujagc metode eliminacji Gaussa.

(a) (c]

2 4 1 1 2 0 3
A=10 3 —2 o_ |01 12
1 2 5 130 2 1
21 0 4
(d)
(b) 031 2
1 —2 0 H_ 102 3
B=1|3 1 4 1410 —1
2 0 5 2 21 0
Rozwiqgzania:
(a)
2 4 1
A=10 3 =2
1 2 5
Eliminacja wzgledem pierwszego elementu gtdwnego:
2 4 1
Wy Wy —sW, = [0 3 =2
00 32
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Macierz sprowadzono do postaci trojkatnej gornej, bez zamian wierszy:

det(A4) =2-3-2 =27.
(b)
1 -2 0
B=13 1 4
2 0 5

Eliminacje w kolumnie pierwsze;j:

1 —2 0
Wy« Wy —3W,, Wy Wy —2W, = {0 7 4]
0 4 5

Eliminacja w kolumnie drugie;j:

0 0 1

1 -2 0
Wy Wy—2W, = |0 7 4
7

Brak zamian wierszy:
det(B) =1-7-4 =19.

(c]

12 0 3
01 —1 2
0_3021
21 0 4

Eliminacje w kolumnie pierwsze;j:

1 2 0 3
O 1 -1 2
Wy < W3 =3W,, W, W,-2W, = 0 -6 2 -8
0O -3 0 -2
10
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Eliminacje w kolumnie drugiej:

12 0 3
01 —1 2
Wy = Wy +6Wo, Wy W +3W, = |0 0, )
00 —3 4

Eliminacja w kolumnie trzecie;j:

12 0 3
01 —1 2
Woe Wy =3Ws = |0 g 4 4
00 0 1

Brak zamian wierszy:

det(C)=1-1-(—4)-1=—4.

(d)

031 2
102 3
410 —1
221 0

Zamiana wierszy w celu uzyskania niezerowego elementu gféwnego:
3
2

W, < W, = (zmiana znaku wyznacznika)

—1

0
3
1
2 0

N = O =
_ 0 =N

Eliminacje w kolumnie pierwsze;j:

1 0 2 3
03 1 2
Wy =Wy —4W,, W, W, =-2W, =
01 —8 —13
0 2 —3 —6
11
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Eliminacje w kolumnie drugiej:

2\.

POLITECHNIKA
LUBELSKA

1 0 2 3
03 1 2
W3<—W3—%W2, W4eW4—§W2 = 00 _25 _41
3 3
i1 32
00 -3 —%
Eliminacja w kolumnie trzecie;j:
1 0 2 3
03 1 2
W4<—W4—§—éW3 = 00 —25 _4
3 3
00 0 -3
Jedna zamiana wierszy na poczatku:
det(D):(—1)-1-3-(—%)-(—%) = (—1)-33=—33
Zadanie 4. Wyznacz macierz odwrotng, jezeli istnieje.
(a) (c)
2 3 1 0 27
N {1 4} C=1(-1 31
0 2 4]
(d)
(b) 2 1 0]
5 —2 D= |—-1 3 2
B= [3 1} 4 0 1]

Rozwigzania:

? 2 3
=10

det(A)=2-4—3-1=8-3=5%£0

12
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Macierz odwrotna:

(b)

det(B)=5-1—(=2)-3=5+6=11+0

Macierz odwrotna:
-1 _ 1 1 2 _ i 1 2
det(B) |[—3 5 11 |—3 5

1 0 2
-1 3 1

0 2 4

(c]

C =

Krok 1. Wyznacznik (wzdfuz pierwszego wiersza):

-1 3

0 2

3 1 —1 1
iy ol !

|

Krok 2. Dope#nienia algebraiczne C;; = (—1)""7-det(M,;):

‘ =1(12—2)+0+4+2(—2) = 10—4 = 6.

Cn = B 111‘ = 10, Cia=— |_01 411‘ =—(—4) =4, C;3= |_01 g‘ = =2,
Cy = — |(2) Z| =—(—4)=4, Cp= ‘(1) i| =4, Cas ‘(1) g‘ = =2,
C3 = ‘g ?‘ = —6, Cgp = — ‘_11 ?‘ =3, Cs3 |_11 g‘ =3.
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Krok 3. Macierz dopetnien [C,,] i jej transpozycja:

10 4 —2 10 4 —6
4 4 =2|, [C)T=|4 4 =3]|.

ij
—6 —3 3 —2 -2 3

10 4 —6
4 4 =3|.
-2 =2 3

2 10
D=|—-1 3 2

C,.] =

zj]

Krok 4. Macierz odwrotna:

1 T _
C —m[cij] =

(d)

4 01
Krok 1. Wyznacznik (wzdfuz pierwszego wiersza):

-1 3
4 0

3 2
01

-1 2

det(D) = 2-‘ 41

‘—1-‘ |+0.‘ | = 2(3)—((—1)—8)+0 = 6—(—9) = 15.

Krok 2. Dopetnienia algebraiczne C;; = (—1)"*7-det(M,;):

3 2 —1 2 -1 3
Cll = ‘O 1‘ =3, C’12 = _‘ 4 1| = _(_9) =9, 013 = ‘ 4 O‘ = —12,
1 0 20 21
C’21 |0 1‘ =—1, C’22 ‘4 1‘ =2, C23 ‘4 0‘ = <_4) =4,
10 2 0 2 1

Krok 3. Macierz dope#nien [Cij] i jej transpozycja:

3 9 —12 3 -1 2
2 —4 7 —-12 4 7
14
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Krok 4. Macierz odwrotna:

3 -1 2
Dl_;O-]T—i{Q 2 —4]

—12 4 7

Zadanie 5. Sprawdz, czy istniejg wartosci parametru p, dla ktérych ponizsza macierz
jest odwracalna. Jesli tak, wyznacz ten zbidr wartosci p.
p 1 2
A=10 p—1 3
2 0 1

Rozwiqgzania:

(a) Liczymy wyznacznik i sprawdzamy, dla jakich wartosci parametru p jest on nie-

zerowy.
p 1 2
A=10 p—1 3

2 0 1

Rozwiniecie wzdfuz pierwszego wiersza:

=13 Jo3l,,J0op-1
det(A) =p ‘ 0 1| 1 ‘2 1+2 5 0 |’
Obliczamy minory 2 x 2:
P=1 3 N _a.0—p_ 03 _g.1_.3.9-_
‘ 0 1‘—(19 1)-1-3-0=p—1, ‘21_01 3.2 =—6,

0 p—1f 119 — —(m
‘2 0 ‘_00 (p—1)-2=—2(p—1).

Podstawiamy:

det(A) = p(p—1)—1-(=6)+2-(=2(p—1)) = p*—p+6—4(p—1) = p*>—5p+10.
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Dyskryminanta tréjmianu p? — 5p + 10 wynosi
A=25—-40=—-15<0.

Zatem dla p € R wyznacznik jest zawsze dodatni, w szczegdlnosci det(A) # 0.

Wniosek: macierz jest odwracalna dla wszystkich p € R.

Zadanie 6. Oblicz rzad macierzy.

(a) (c]

1 2 10 2 3
A_{ZAJ C_01—14
121 0 1
00 4 2
(d)
1 2 0 17
(b) 013 2
1 20 D=10011
B_013} 1001
214 0 2 1 0]

Rozwiqgzania:
Wyznaczamy rzad kazdej macierzy metoda eliminacji Gaussa, liczgc liczbe nie-
zerowych wierszy po sprowadzeniu do postaci schodkowe,;.

N

Eliminacja: W, < W, — 2/, = [1

(a)

2} .Zatemrz(A) = 1.

00
(b)
1 20
B=101 3
21 4
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1 2 0 1 2 0
Eliminacje: Wy < W3 —2W, = [0 1 3:|,W3%W3—|—3W2:> [O 1 3]
0 —3 4 0 0 13
Zatem rz(B) = 3.
(c)
1 0 2 3
01 —1 4
= 21 0 1
00 4 2
Eliminacje:
10 2 3 10 2 3
01 —1 4 W3<_W3_2W1\ 01 —1 4
21 0 1 "0 1 —4 =5
00 4 2 00 4 2
1 0 2 3
WaWs—W, 01 —-1 4
00 —3 —9
0 0 4 2
L 10 2 3
W4%W4+§W3 O 1 _1 4
10 0 =3 —9
0 0 0 —10
Zatem rz(C') = 4.
(d)
1 2 0 17
01 3 2
D=10 01 1
1 001
0 2 1 0
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Eliminacje:
(1 2 0 17 1 2 0 17
0132 o w w [0 1 32
oo011f ——— [0 0 11
1 001 0 =2 0 0
02 1 0] 0 2 1 0]
. A 1 2 0 1]
—Wy+
W:eW:fZWE 0 1 3 2
>»10 0 1 1
00 6 4
0 0 —5 —4]
W 6T 1 2 0 17
<_ —
Woewossw, |01 3 2
>» 10 01 1
0 00 —2
0 0 0 1 ]
1 2 0 17
Wy wytsw, |01 3 2
>»10 0 1 1
0 00 -2
0 0 0 O |
Usuwamy zerowy wiersz:
1 20 1
013 2
001 1
000 —2
Zatemrz(D) = 4.
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Zadania do samodzielnego rozwigzywania

Zadanie 7. Oblicz wyznacznik macierzy, wykorzystujagc podstawowe wzory oraz re-
gute Sarrusa.

(a) (d)

2 5 1 0 2
A‘[—?) 1} D=1]-2 3 1}
4 10
(b) (e)
0 4 2 -1 0
B_{—2 3} E=10 3 5]
1 2 -2
(c) (f)
1 2 3 3 1 4
C=10 —1 4 F=1|0 —2 1
2 1 0 5 0 3

Zadanie 8. Oblicz wyznacznik macierzy, stosujgc metode rozwiniecia Laplace’a.

(a) (d)

2 —1 3] 021 0
A=10 4 1 H_ 103 1
—2 5 0] — 1o 4 2 —1
2 00 1
(b)
1 2 0] (e)
B=|1-31 4 2 1 0 3
2 0 —1] -1 2 4 0
() E= 0 5 —2 1
Cc
10 2 1 1 0 2 2
03 —1 0
¢= 21 0 4
00 5 =2
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Zadanie 9. Oblicz wyznacznik macierzy, stosujgc metode eliminacji Gaussa.

(a) (d)

1 3 —1] 21 0 3
A=12 -2 4 D— 03 —1 2
0 5 2 40 2 1
1 2 0 O
(b)
2 0 1] (e)
B=1-3 4 2 0 2 1 0
|1 —1 3] |10 -2 3
(c] b= 21 0 -1
1 0 2 —1 A
0 2 3 4
¢= 3 1 0 2
0 —21 1
Zadanie 10. Wyznacz macierz odwrotng, jezeli istnigje.
(a) (d)
1 2 0 210 3
A=10 3 1 H_|0210
2 —1 4 110 31
0401
(e)
(b) 30 1 2
2 01 02 —1 0
4 1 -9 41 0 -3
1 0 5 1
(f)
(c) 1 2 01
3 10 p_ 0132
C=10 2 5 12010
1 —2 4 04 21
20
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TECHHDLDQIEQ“
(9]
1 0 2
G=12 3 —1
0 4 1

Zadanie 11. Sprawdz, czy istniejg wartosci parametru p, dla ktdérych ponizsza macierz

L

(h)

O~ O N
N O W
s NN O

jest odwracalna. Jesli tak, wyznacz zbidr tych wartosci p.

(a)

D 1 2
A=10 p—1 3]
2 0 1
(b)
p 2 —1
B=10 3 4 ]
1 0 p—2

Zadanie 12. Oblicz rzgd macierzy.

(a)

10 2
B=|01 —1
21 3

(b)
1201
0312
0_2401
102 3

(c]
201 —1
132 0
D_0142
230 1

Fundusze Europejskie
dla Rozwoju Spotecznego

(c]

(d)

(d)

(e)
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Wprowadzenie, tematyka ¢wiczen

Celem éwiczen jest opanowanie metod rozwigzywania uktadéw rownan liniowych,
ktdre stanowig fundament algebry liniowej i analizy numeryczne;j.

Uk+ad rdwnan liniowych mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j:
A-xz=0b

gdzie A jest macierzg wspdtczynnikdw, x — wektorem niewiadomych, a b — wektorem
wyrazow wolnych. Rozwigzanie ukfadu polega na znalezieniu takiego wektora z, kto-
ry spefnia powyzsze rownanie. W zaleznoéci od wtasnosci macierzy A, uktad moze
miec¢ jedno rozwigzanie, nieskoniczenie wiele rozwigzan lub nie mie¢ go wcale. Ponize;j
przedstawiono podstawowe metody i twierdzenia wykorzystywane do rozwigzywania
uktadéw réwnan liniowych.

Metoda Cramera umozliwia rozwigzanie uktadu n réwnan z n niewiadomymi, pod
warunkiem, ze wyznacznik macierzy wspotczynnikow jest rozny od zera:

det(A) # 0
Uktad réwnan liniowych mozna zapisac¢ w postaci:
A-xz=0b

gdzie A jest macierzg wspdtczynnikdw, x — wektorem niewiadomych, a b — wektorem
wyrazow wolnych. Wowczas rozwigzanie uktadu wyraza sie wzorami Cramera:

_ det(4;)

e , =1.2. ...
YT Get(A) T o”

gdzie A, oznacza macierz powstata przez zastapienie i-tej kolumny macierzy A wek-
torem wyrazéw wolnych b. Metoda Cramera jest prosta i przejrzysta, poniewaz bez-
posrednio wykorzystuje wtasnosci wyznacznikdw. Stosuje sie jg jednak gfdwnie dla
uktadoéw o niewielkich wymiarach (2 x 2 lub 3 x 3), gdyz dla wiekszych macierzy
obliczenia stajg sie czasochtonne i nieefektywne.
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Metoda eliminacji Gaussa polega na przeksztatceniu macierzy rozszerzonej ukfa-

du rownan:
[A]b]

za pomocg operacji elementarnych na wierszach w taki sposob, aby sprowadzic jg
do postaci tréjkatnej gérnej (tzw. postaci schodkowej). Nastepnie, rozpoczynajgc od
ostatniego réwnania, oblicza sie kolejne niewiadome, stosujgc podstawianie wstecz-
ne. Operacje elementarne wykonywane na wierszach obejmuja:

» zamiane dwoéch wierszy miejscami,
* pomnozenie wiersza przez niezerowy skalar,
» dodanie wielokrotnosci jednego wiersza do innego.

Metoda eliminacji Gaussa jest uniwersalna i moze by¢ stosowana do uktaddéw o do-
wolnym rozmiarze. W praktyce jest podstawg wigkszosci algorytmow numerycznych
wykorzystywanych w programach komputerowych do rozwigzywania uktadow row-
nan liniowych. Jej rozszerzeniem jest metoda Gaussa-Jordana, w ktorej przeksztat-
cenia prowadzg do uzyskania macierzy jednostkowej po lewej stronie, co pozwala
bezposrednio odczytac rozwigzanie po stronie prawe;.

Twierdzenie Kroneckera—-Capellego okresla warunek istnienia rozwigzan ukfadu
rownan liniowych:

A-x=0b

Zwigzek miedzy rzedem macierzy wspoétczynnikdéw A a rzedem macierzy rozszerzo-
nej [A | b] decyduje o liczbie rozwigzan uktadu:

rank(A) = rank([A|b]) =n = uktad ma jedno rozwigzanie (0znaczony)
rank(A) = rank([A|b]) <n = uktad ma nieskoriczenie wiele rozwigzan (nieoznaczony)

rank(A) # rank([A|b]) = uktad sprzeczny, brak rozwigzan

Twierdzenie to ma zasadnicze znaczenie teoretyczne, poniewaz pozwala okreslic, czy
uktad jest rozwigzywalny, zanim przystapi sie do wtasciwych obliczen, i stanowi pod-
stawe analizy zgodnosci ukfaddw rownan liniowych.
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Przyktady zadan z rozwigzaniami

Zadanie 1. Korzystajac ze wzoréw Cramera rozwigzac ukfad réwnan.

(a) (c]

2 + y — z = 2
r —y 4+ z =1 r + 2y + 2z + w = 5
3t — y + 22 =5 2 — y + 3z + w = 11
—x + 4y + 2z + dHw = 22
(b) 3r + y — 2z + 2w = 20
dr 4+ 3y — 2z = 5
2z + y + 3z = —7
r + o5y + z = 4
Rozwigzania:
(a)
2L =T 2 1 —-1}2 1
wW=1 -1 1|=1 -1 1|1 -1
3 —1 2 3 -1 2|3 —1

det(W) = (2:(=1)-2)+(1-1-3)+((—1)-1-(—1))—((—1)-(—=1)-3)—=(1-1-2)—(2-1-(—1))
det(W)=—4+3+1—-3—-2—(-2)=0—3=-3

2 1 —-1}2 1
1 -1 1(=1-1 1]1 -1
5o —1 2 5o —1 215 —1

det(W,) = (2:(=1)-2)+(1-1-5)+((—1)-1-(=1))—((=1)-(=1)-5)—(1-1-2)—(2-1-(—1))
det(W,) = —4+5+1—5—-2—(—2)=2—5=—3

2 1 -1
W, =

x

2 2 -1 22 —1]2 2
W,=11 1|=11 1|11
35 2 35 235
det(W,) = (2-1-2)+(2-1-3)+((—1)-1-5) — ((—=1)-1-3) — (2-1-2) — (2-1-5)
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det(W,) =4+6—5—(—3)—4—10=5—11= —6

2 1 2 2 1 2]2 1

1 -1 1f=1 -1 1|1 -1
3 —1 5 3 -1 5|3 —1

det(W,) = (2+(—1)-5)+(1-1-3)4+(2-1-(—1))—(2-(—=1)-3)—(1-1-5)—(2-1-(—1))
det(W,) = —10+3—2—(—6) —5— (—2) = —9— (—3) = —6

W. =

z

Ze wzordw Cramera:

W. -3 W, —¢ W. —6
TTw T 3T YTw T3 T fTw T I3

Ostatecznie:

(b)

4 3 -2 4 3 —2/4 3
W=[-21 3|=-—=21 3|-21
1 5 1 1 5 1|1 5
det(W) = (4:1-1)+(3-3-1)+((—2)-(—=2)-5)— ((—2)-1-1)— (4:3-5)— (3-(—2)-1)
det(W) =449+ 20 — (—2) — 60 — (—6) = 33 — 52 = —19
5 3 —2 5 3 2|5 3
W, =|-71 3|= —71 3|-71
4 5 1 4 5 14 5
det(W,) = (5:1-1)+(3-3-4)+((—2)-(=7)-5)—((—2)-1-4)— (5-3-5)—(3:(=7) 1)

det(W,) =5+ 36 + 70 — (—8) — 75 — (—21) = 111 — 46 = 65

4 5 =214 5
= -2 =7 3 |-2 =7
1 4 1] 1 4

4 5 =2
-2 =7 3
1 4 1

E
I

6
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU
SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) "POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00



-
& N UED?alTEIs-lz'nLé'

(c]
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J

det(W,)

4 3 5
-2 1 =7
1 5 4

W, =

det(W,) = (4-1-4)

=

L

—28+15+16—14 —48 — (—10) =3 — 52 = —49

4

1

—2 1

POLITECHNIKA
LUBELSKA

3 514 3
—7|—-2 1
5 4|1 5

(3 (T) D+ (5 (—2) 5) — (5:11) —(4-(=7):5)—(3:(~2)-4)

det(Wz) =16—21—-50—5— (—140) — (—24) = 55 — (_159) — 104

Ze wzordw Cramera:

W, 65 65 W, —49 49 W, 104 104
rT=—= = —— = = — = YA = = - — .
w o —19 190 T W T Z19” 19 W19 19
Ostatecznie:
65 _ 49 104
T YT T T
1 2 1 1
2 —1 3 1
W:—l 4 2 5:1'M11_2'M12+1'M13_1'M147
3 1 -1 2
gdzie Mlj to wyznaczniki 3 x 3 (liczone regutg Sarrusal:
-1 3 1 -1 3 1|—-1 3
1 -1 2 1 -1 2] 1 -1
det(My,) = ((—1)-2-2+3-5-1+1~4~(—1))—(1-2-1+(—1) 5'(—1)+3~4-2)
det(My;)=(—4+4+15—4)— (2+5+24) = —24
2 3 1 2 3 1|2 3
My=|-1 2 5= -1 2 5|—-1 2
3 —1 2 3 -1 2, 3 -1

det(Myy) = (2-2-243-5-3+1-(=1)- (1)) —(1-2-3+2-5-3+3-(—1)-2)
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det(M,y) = (8 4+ 45+ 1) — (6 + 30 — 6) = 64

2 -1 1 2 —1 1|2 -1
Mygg=|-1 4 5= -1 4 5|-1 4
3 1 2 3 1 2(3 1

det(M3) = (2:4-24+(=1)-5-34+1-(=1)-1)—(1-4-34+2-5:-1+(—1)-(—1)-2)
det(My3) = (16 —15—1) — (12 + 10 + 2) = —24

2 -1 3|2 -1
= -1 4 2 |-1 4
3 1 -1, 3 1

2 -1 3
-1 4 2
3 1 -1

det(My,) = (2:4-(—1)+(—1)-2:3+3-(—1)-1)— (3-4-3+2:2-1+4(—1)-(—1)-(—1))
det(M,,) = (—8 —6—3) — (36 +4— 1) = —56

M14 =

Zatem:
det(W) =1-(—24) —2-64+1-(—24) —1-(=56) = —120
5 2 1 1
11 -1 3 1 . . i )
Wo=lyg 4 o 5= 0 M =2 M5+ 1M - 1Ay
20 1 —1 2

Wyznaczniki minoréw (liczone Sarrusem, analogicznie jak wyzej):
det(M\T) = =56, det(M\T) =—302, det(M\¥) =327, det(M?)=—113.
Zatem:

det(W,) = 5-(—56)—2-(—302)+1-327—1-(—113) = —280+604+327+113 = —309.
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1 5 1 1
2 11 3 1
Wy=121 2 5:1'M1(Zf)_5'M1(‘g)+1'M%)—1'Mfi)-
3 20 —1 2

V)= 302, det(MY)=—56, det(M¥)=—327, det(MY)=113.
det(W,) = 1-(—302)—5-(—56)+1-(—327)—1-113 = —302+280—327—113 = 201.

o,
@
-+
—~
=
s
SN~—
I

1 2 5 1
2 —1 11 1 . . ; .

W=\ 4 op 5| =1 MY -2 M3 +5-ME -1 M7
3 1 20 2

det(M\?) =302, det(M)) =—327, det(MiZ)=—56, det(M\Z))=—113.
det(W,) = 1-302—2-(—327)+5-(—56)—1-(—113) = 302-+654—280+113 = 96.

1 2 1 5

2 —1 3 11 ,, w w w
Wo=|"1 4 5 ool=1-MY—2-M5 +1- M —5. My,

3 1 —1 20

det(M")) = =302, det(M%¥)) =327, det(MY) =—113, det(M¥) = —56.
det(W,,) = 1-(—302)—2-327+1-(—113)—5-(—56) = —302—654—113+280 = —789.

Ze wzordow Cramera:

Wm —309 103 Wy 201 67
xr = = = == = ——
W 120 400 YT W T 1200 400
oW 9% _ 4 W, 789 263
W =120 5’ W =120 40°
Ostatecznie:
03 67 4 _26
a0 YT T Ty YT a0
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Zadanie 2. Korzystajgc z metody eliminacji Gaussa rozwigzac¢ ukfad réwnan.

(a) (c]

r + 2y — =
2 — y + 3z

N

|

—_
|
S

2 + 3y — 3z =
3r — y + =z

Il
Ne}
Il
—_
3

3z + 2y — 2z = 11

(b)
r — vy + z + 2t = 2
20 — 3y + 2z + = 1
r — 2y + z — t = —1
Rozwiqgzania:
(a)
W, —2W,
1 2 -1 |1 Wy + W, 1 2 -1 ]1
[A|IBj=]12 -1 3 |9 = 0 -5 5 |7
-1 3 2 |4 0 5 1 5)

W; + W,y [(1) 2 -1

0 0 6

Wy + W, 5 o
= 010 —% +2=z = 010 %
0 01 2 0 01 2
Stad:
e=2 y=% z=2
10
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Projekt wspoétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU
SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) "POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00



A HoLLub
ORERME DL

TNe

(b)

Wy — W,
1 —11 2 21 w,—ow, [1 -1 1 2 2
[AB]=|2 =3 2 1 1 = 0 -1 0 —3 [-3
1 -2 1 —1 |—-1 0 -1 0 —3 |-3
Wy (—1) L -1 12 2 Wi, [T —1 1 2 |2
- o 1 0 3 3 =1y 1 03 |3
0 -1 0 —3 |-3

Witz [1 0 1 5 |5
~ 01033

Stad uktad rdwnan po odczytaniu z macierzy zredukowane;:

y + 3t = 3
xr + z 4+ 5 =5

Ostatecznie uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od dwdéch para-
metréw. Wybierajac parametry z,t € R, otrzymujemy:

xr =5—z— ot, y =3 — 3t, z =2z, t=t.

(c]

2 3 -3 4 1 1 -2 1
3 —1 1 17| WieWws; |3 —1 1 17
[A|B] 11 =2 1 o 2 3 -3 4
3 2 =2 |11 3 2 =2 |11
W, — 3W,
Wes=2Wy r1 1 2 |1 11 -2 1
Wo—3Wy 1o —4 7 |14| weews [0 1 1 |2
o 0 1 1 2 o 0O —4 7 14
0 -1 4 |38 0 -1 4 |38
11
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W, + 4W,
Wy+Wy 110 =3 =17 Wa'it [1 0 —3 [—1
Wi=Wy jo1 1 | 2| Wa=5Ws |01 1 |2
N 0 0 11 22 o 00 1 2
00 5 10 00 O 0
Wy + 3W,
Wy — Wi 1 00 |5
= 01010
001 1|2

Stad:

Zadanie 3. Za pomocg twierdzenia Kroneckera—Capellego okresli¢ liczbe rozwigzan
uktadu rownan.

(a) (c]

r +y + 2z =26
2 + y — z =3 2r — y + 2 3
x — vy + 2z =1
(b) (d)
z 4+ vy + z + t =3 z + y + z = 2
2 — y + 3z — t =1 2 + 3y + 2z = 5
—r + 2y + 3z + 2t = 4 3z + 4y + 2z =7

Rozwiqgzania:

(a) Wyznaczamy rzad macierzy A oraz rzad macierzy rozszerzonej [A|B]:

W, — 2W,
2 1 —1 |3 W, — %Wl 2 1 -1 3
rz[A|B]=rz |4 2 -2 [5 = rz|0 0 0 |[—1
3 5 1
1 -1 2 1 0 -5 3 -3
12
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Widzimy, ze wiersz W, w macierzy rozszerzonej jest postaci [0 0 0 | —1], wigc:

rz[A|B] =3 oraz rz(A) =2.

Poniewaz rz[A|B] # rz(A), z twierdzenia Kroneckera—-Capellego wnioskujemy,
ze uktad jest sprzeczny i nie ma rozwigzan.

Wyznaczamy rzad macierzy A oraz rzgd macierzy rozszerzonej [A|B]:

W, —2W,
1111 3] w,4w, 111 1 |3
rz[A|[Bl=rz |2 —1 3 —1 |1 = rz {0 =3 1 =3 |5
1 2 3 2 |4 0 3 4 3 |7
Wyt W, 1 1 1 1 3]
= "rz|0 =31 =3 |5
0 0 5 0 2 |

Poniewaz w zredukowanej postaci mamy trzy niezerowe wiersze, to
rz[A|B] = 3.

Te same operacje wierszowe zastosowane do macierzy A (bez kolumny wolnych
wyrazéw] dajg

1 1 1 1
rz(A)=rz [0 =3 1 —=3| =3.
0 0 5 0

Mamy wiec 7z[A|B] = rz(A) = r = 3 oraz liczbe niewiadomych n = 4. Zatem
r < n, wiec uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznychodn —r = 1
parametru.

(c) Wyznaczamy rzad macierzy A oraz rzad macierzy rozszerzonej [A|B]:

W, — 2W,
I 1 1[6] w,—3w, [L 1 1|6
[AB]=[2 —1 1|3 - 0 —3 —1| —9
3 1 —1|4 0 —2 —4|—14
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1 1 1 6
0 -3 —1|-9
0 0 —10f—24

Wy 3Wy—2W,

Widzimy trzy niezerowe wiersze, wiec
rz[A|B] = 3.

Te same operacje wykonane na macierzy A (bez kolumny wolnych wyrazéw) dajg
posta¢ schodkowa o trzech niezerowych wierszach, zatem

rz(A) = 3.

Mamy wiec rz[A|B] = rz(A) = r = 3 orazliczbe niewiadomych n = 3. Poniewaz
r = n, ukfad ma doktadnie jedno rozwigzanie.

Dla petnosci odczytujemy je metodg Gaussa z powyzszych przeksztatcen:

—10z=-24 = z= 2,
—3y—z2=-9 = y:%,
T4+y+z=6 = z=171

Ostatecznie:

_ T _ 11 —
=5 Y=75, 2=

—_

?.

(d) Wyznaczamy rzad macierzy A oraz rzad macierzy rozszerzonej [A|B]:

W, — 2W,
1 11 |2 W3—3W1 1 1 1 2
rz[A|B]=rz |2 3 1 |5 = rz [0 1 —1 |1
342 |7 01 —1 |1
e 1 1 1 2
= "rz |01 —1 |1
00 O 0
Zatem rz[A|B] = 2. Te same operacje na macierzy A (bez kolumny wyrazdw
wolnych) dajg
rz(A) = 2.
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Mamy rz[A|B] = rz(A) = r = 2 oraz liczbe niewiadomych n = 3, zatem do-
stejmy r < n. Wniosek: ukfad ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od
n —r = 1 parametru.

Zadania do samodzielnego rozwigzywania

Zadanie 4. Korzystajgc ze wzorow Cramera rozwigzaé uktad réwnan.

(a) (e)

zr + 2y — z = 4 2¢ + 3y + 2z + w = 12
{2:13 — vy + 3z =7 3r — 2y + 4z — w = 8
3rx + y + 2z = 10 r + vy — 2z + 2w = 5
dr + y + 3z + w = 15
(b) )
2r + 3y — 4z = 5
x + y + z =5
e) (9)
2r + 3y — 2z =5 2 + y + 3z + 2t = 10
r + y — 2z + 3t = 5
(d)
(h)
r + 2y — z + t = 3
20 — y + 2z — t =4 2 + y 4+ 2z = 8
3cx + y + z + 20 =9 {3:1: — Yy + 22 =7
r — vy + 3z — 2t = 2 r + 2y — 3z = 4
15
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Zadanie 5. Korzystajac z metody eliminacji Gaussa rozwigzac uktad rdwnan.

(a) (e]

2 + 3y — z = 7 3r — 2y + 2z = 8
r — 2y + 3z = 4 dr + y — 2z =1
3z + y + 2z = 10 r + 3y + 22z =9

(b) (f)

x 4+ 4y + z = 5 2 + y — z 4+ t =4
20 — Yy — 3z —4 —x + 3y + 2z — 2t = 7
—x + 2y + 2z = 3 3r — y + z + t =95
(c) (9)
D S 2 + y + z 4+ w = 12
2 — y + 2z — w =1 3r — 2y + 42 — w = 3
—x 4+ 3y + 2z + 2w = 6 —x + 4y — 2z + 2w = 6
3r + y — 2z + w = 4 r + y 4+ 3z + w = 10
(d) (h)
r + y + 2z + =6 T 4+ y — 2z = —1
2t — y + 3z — t =5 2¢ 4+ 3y + 2z = 9
—r + 2y — z + 2t =1 —3r + y + 2z = 2

Zadanie 6. Za pomocg twierdzenia Kroneckera—Capellego okresli¢ liczbe rozwigzan
uktadu réwnan.

(a) (b)

2¢c + y — z =4 r + vy + z = 2
x + 3y + 22 =T 2 + 2y + =z 3
3r — y 4+ z =5 3r + 3y + 2z = 5
16
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(c] (9)

zr + vy + z =1 r 4+ vy + z =0
{291: + 2y + 2z = 4 {2x + 2y + 2z = 0
x — y + 2z =0 3r + 3y + 3z = 0
() (h)
2c — y 4+ z =1
r + y + z +t =3 { r + y + 2z = 4
20 + 3y + 2z + ¢ 7 ¢ — 2+ 35— 5
- + y + 2z + t = 2
(i)
(e) 3t — 2y + 2z + 4t = T
{2:1: + 2y + 2z + 2t = 3 v+ y + 22 — t = 10
r — vy s — t =0 r — 3y + Hz + 6t = 8
()
(f)
r + vy + 2z =3 2 + 3y — z + t = 4
2 + y — z = 2 —x + 4y + 2z — 3t = 1
r —y + 2z =4 S — 2y + 3z + ¢ 9
3z + y + 2z = 5 3r + y — 4z + 2t = -2
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