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Ciqgg liczbowy
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Definicja
Nieskoriczonym ciagiem liczbowym nazywamy dowolna funkcje f : N, — R okreslona
na zbiorze liczb naturalnych o wartosciach rzeczywistych.

Zwyczajowo, zamiast f(n) piszemy a,,.

a,, 0znacza n-ty wyraz ciggu

(a,,) 0znacza ciag liczbowy
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Ciag arytmetyczny

37
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Ciqg arytmetyczny - definicja
Definicja

Ciag liczbowy (a,,) nazywamy arytmetycznym, jezeli istnieje taka liczba r, ze dla
kazdego m spetniony jest warunek

pi1 — Ay =T.

Liczbe r nazywamy réznicg ciggu arytmetycznego.
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Cigg arytmetyczny — najwazniejsze wzory

Wz06r na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego:

a, =a, +(n—1)r.

Wzdr na sume n poczgtkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego:

a, +a
§ =11 7"n,
" 2
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Ciag geometryczny
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Cigg geometryczny - definicja
Definicja

Ciag liczbowy (a,,) nazywamy geometrycznym, jezeli istnieje taka liczba q, ze dla
kazdego n spetniony jest warunek

Apy1 = 4G Ay

Liczbeg g nazywamy ilorazem ciggu geometrycznego.
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Cigg geometryczny — najwazniejsze wzory

Wzor na n-ty wyraz ciggu geometrycznego:

n—1

a, = ayq

Wz6r na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego:

1—g™
g _ a; 7L, gdyg#1
" na, gdyg=1 1/29
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Granica ciqgu liczbowego
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Definicja i wtasnosci
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Zbieznosc¢ ciqgu liczbowego do granicy skonnczonej
Definicja
Méwimy, ze ciag liczbowy (a,,) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba

rzeczywista g taka, ze
Ves03550 Vnsslan, — gl <e.

Liczbe g nazywamy granica ciagu (a,,).
Fakt ten wyrazamy symbolicznie lim a, = g.

n—r00 14729
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Wazna granica

Twierdzenie
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Jednoznacznos$¢ granicy ciqgu
Twierdzenie

Jezeli ciag jest zbiezny, to posiada doktadnie jedna granice.

Twierdzenie
Kazdy podciag ciagu zbieznego jest zbiezny do tej samej granicy.
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Dziatania arytmetyczne na granicach ciagéw zbieznych

Twierdzenie
Niech dane beda dwa ciagi zbiezne do granic skoriczonych: lim a, = a oraz
- n—o0
lim b,, = b. Woéwczas
n—o0
» lim (a, +0b,) =a+boraz lim (a, —b,) =a—1b;
n—o0 n—o0
» lim (a,b,) = ab;
n—oo
a a
P> jezeli ponadto b, # 0 orazb # 0, to lim —= = —.
oo Oy b 17/29
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Symbole nieoznaczone
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Zbieznosc¢ ciqgu liczbowego do nieskonczonosci
Definicja
Méwimy, ze ciag liczbowy (a,,) jest zbiezny do +00 wtedy i tylko wtedy, gdy

spetniony jest warunek
V03550 Vnss an > M.

Fakt ten wyrazamy symbolicznie lim a,, = +o00.
n—oo
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Zbieznosc¢ ciqgu liczbowego do nieskonczonosci
Definicja
Méwimy, ze ciag liczbowy (a,,) jest zbiezny do —oo wtedy i tylko wtedy, gdy

spetniony jest warunek
V03550 Vnss G < —M.

Fakt ten wyrazamy symbolicznie lim a, = —ooc.
n—oo
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Twierdzenie
Niech (a,,), (b,,), (c,,) beda ciagami liczbowymi takimi, ze

» lim a, = lim ¢, =g,
n—o0 n—0o0

» a, <b, <c, dlan >k dlapewnegok € N, .
Wtedy ciag liczbowy (b,,) jest zbiezny oraz lim b, = g.

n—0o0
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Whiosek

lloczyn ciagu zbieznego do 0 i ciggu ograniczonego jest ciggiem zbieznym do 0.

Twierdzenie
lim ¢Yn=1

n—oo
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Twierdzenie

Ciag liczbowy o wyrazie ogdlnym a,, = (1 + %)” Jjest zbiezny.

Definicja
Granice ciggu liczbowego o wyrazie ogélnym a,, = (1 + %)” nazywamy stata Eulera
i oznaczamy symbolem e.

def . 1\"
e = lim 1—}—5 2629

n—oo
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Twierdzenia o ciqgach zbieznych do e
Twierdzenie

lim (14—9) = e?
n

n— o0
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Twierdzenia o ciqgach zbieznych do e

Twierdzenie
Niech (a,,) i (b,,) beda ciaggami takimi, ze

lim a, =0, lim b, = co oraz istnieje granica lim a,, - b

n-
n— o0 n— o0 n— o0

Wowczas

lim (1+ a,)’ = iMoo @nba),
n—oo
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Granica funkcji
Ciggtosé funkciji
Asymptoty wykresu funkcji
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Plan wykfadu

Granica funkgji
Punkt skupienia zhioru
Definicja granicy funkcji w punkcie (wg Heinego)
Dziatania arytmetyczne na granicach funkcji
Twierdzenie o trzech granicach

Ciagfosé funkgji
Funkcja ciggta w punkcie i na zbiorze
Wrasnosci funkcji ciggtych

Asymptoty wykresu funkgcji
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Punkt skupienia zbioru
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Definicja
Otoczeniem punktu xy o promieniu v > 0 nazywamy przedziat otwarty
(xg — 1,29 + 7).

Definicja
Niech A C R bedzie dowolnym zbiorem.
Méwimy, ze punkt x, jest punktem skupienia zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy

w kazdym otoczeniu o srodku w punkcie x, istniejg elementy zbioru A rézne od x. 535

B A S i O A Fundusze Europejskie Rzeczpospolita  Dofinansowane przez
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Uwaga

Punkt x, moze, lecz nie musi naleze¢ do zbioru A.

Przyktad
Punktami skupienia zbioru A = (—o00, —5) U [—1,2) U {3} sa wszystkie punkty
nalezace do zbioru (—oo, —5] U [—1, ]
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Definicja granicy funkgcji

w punkcie (wg Heinego)
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Definicja

Niech f: Dy — R i niech x, bedzie punktem skupienia zbioru D ;.

Méwimy, ze liczba g jest granica funkcji f w punkcie x, wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego ciggu punktéw (x,,) takiego, ze x,, € Dy, x,, # x, T, — Ty, ciag
liczbowy (f(x,,)) jest zbiezny do liczby g.

Piszemy wéwczas:
lim f(x)=g.

T—Tq
8/35
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Analogicznie definiujemy granice niewtasciwe funkciji,

tzn. lim f(z) = +oooraz lim f(z) = —o0,
T T

granice jednostronne funkgiji,
tzn. lim f(z) = goraz lim f(z) =g,
T—T

0 r— JJO

oraz granice funkcji w nieskoniczonosci,
tzn. lim f(x) =goraz lim f(z)=yg.
r——00

T—r+00
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Twierdzenie

Granica funkgji f w punkcie x, istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja granice
Jjednostronne funkcji f w tym punkcie i s3 sobie réwne.

10/35
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Dziatania arytmetyczne

na granicach funkcji
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Twierdzenie

Niech lim f(x) = g; oraz lim g(z) = g5.
T—=Tqo T

Woéwczas

P lim [f(z) £ 9(z)] = g1 £ 9o,
T
> xlg;lo[f(x)g(w)] = 9192
P> jezeli ponadto g(x) #+ 0 w pewnym otoczeniu punktu x, oraz g, # 0, to

jim 12 _ 91

2>z §(T)  go
ONDESE EOPOPCSKE LA ROPAON SPOLECINGRD aup a0mT FERS Fundusze Europejskie Rzeczpospolita  Dofinansowane przez
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Twierdzenie o trzech granicach
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Twierdzenie
Niech f,, fy oraz fs beda funkcjami takimi, ze
P lm fi(e) = Im fa(z) =g,
P fi(x) < folz) < f3(x) w pewnym otoczeniu punktu x,.

Wtedy lim fy(z) = g.

T
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Wazne granice

sinx

P lim =1
z—0 I
1 xT
P lim (1 + —) =e
T——+00 €T

L osecsia
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Ciggtosé funkgji

37
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Funkcja ciggta

w punkcie i na zbiorze
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Funkcja ciggfa w punkcie

Definicja
Jezeli punkt x jest punktem skupienia zbioru D 4 to funkcja f jest ciagta w punkcie
Xy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skoriczona granica funkcji w punkcie T i granica
ta jest réwna wartosci funkcji w tym punkcie, tzn. lim f(z) = f(x,).

T—Tq

Analogicznie definiujemy ciggfos¢ jednostronng funkcji w punkcie.
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Funkcja ciqgta w punkcie

y=f&

f(xo)
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L

Funkcja lewostronnie ciggta w punkcie x

y=f()
y
im fe) | __
x—xd
lim f(x) = f(xo) ]
x—'xo
0 X0 x
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Funkcja prawostronnie ciggta w punkcie x,

y=f(x)

lim fx)=f(xo) | _____________
x—xo

lim f(x) |
=X,

/]
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L osecsia

Funkcja nieciggta w punkcie x

f(x0) -

lim f(x) |
x—Xx0

y=f(x)
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Funkcja ciggfa na zbiorze
Definicja

Méwimy, ze funkcja jest ciggta na zbiorze A, jezeli jest ciaggta w kazdym punkcie tego
zbioru.

23/35

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Razwoju Spolecznega - Palska Unig Europejska



L 5
Do I o

TECHHOLUQIE{

24/ 35

Wtasnosci funkceji ciggtych

Projekt wspétfinansowany ze érodkow Unii Europejskiej
FUNDUSZE EUROPEJSKIE C EG

OLECZN o ‘HW Fundusze Evropejskia Rzeczpospolita  Dofinansowane przez
"POLLUB 2 nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-IP.08-0319/23-00 dia Rozwoju Spolecznege - Polska Unig Europejska




A HoLLub
ub POLITECHNIKA
& gnouwoczesne [3[ LUBELSKA

TECHNOLOQIEX

Twierdzenie

Funkcje wielomianowe, wymierne, potegowe, trygonometryczne, logarytmiczne
i wyktadnicze sa ciagte w swoich dziedzinach.
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Twierdzenie

Niech dane beda dwie funkcje f: A — R oraz g: A — R ciagfe w punkcie x,.
Wéwczas funkcje f +g, f —g, f - g oraz f (jezeli g(xy) # 0) sa ciagte w punkcie x.
g

Twierdzenie

Ztozenie funkcji ciggtych jest funkcja ciagta.
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Definicja
Méwimy, ze funkcja f : A — R ma w zbiorze A wtasnos¢ Darboux, jezeli wraz
z dwiema swoimi wartosciami przyjmuje w zbiorze A kazdg warto$¢ lezagca miedzy nimi.
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Twierdzenie

Funkcja ciagta na przedziale [z, x5] ma w nim wtasnos¢ Darboux.

Whiosek

Jezeli f jest funkcja ciagta na przedziale [x,x5] oraz f(xy) - f(xy) < 0, to funkcja f
ma w przedziale (1, T5) miejsce zerowe.

28/35

Fundusze Evropejskia Rzeczpospaolita Dofinansowane przez
dla Razwoju Spolecznega - Palska Unig Europejska



L 5
Do I o

TECHHOLUQIE{

29/35
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Asymptoty pionowe wykresu funkcji

Definicja

Prosta o réwnaniu x = ¢ nazywamy asymptota pionowa lewostronng (prawostronna)
wykresu funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy

lim f(z) =400

Tr—Cc

(lim f(z) = +o0)

r—ct

Jezeli prosta jest asymptotg pionowa lewo- i prawostronng, to nazywamy ja

asymptotg pionowg obustronna. .
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Asymptoty poziome wykresu funkcji

Definicja
Prosta o réwnaniu y = b nazywamy asymptota pozioma lewostronna (prawostronn3)

wykresu funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy
lim f(z)=10

T——00

li =b
(lim f(z) =)
Jezeli prosta jest asymptotg poziomg lewo- i prawostronna, to nazywamy ja

asymptotg poziomag obustronna. s
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Asymptoty ukosne wykresu funkgcji

Definicja
Prostg o réwnaniu y = ax + b nazywamy asymptota ukosna lewostronng
(prawostronna) wykresu funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy

lim [f(z)— (ax+b)] =0
Tr——00

li — =

(lim [f(z) = (az +b)] = 0)
Jezeli prosta jest asymptotg ukosng lewo- i prawostronng, to nazywamy jg

asymptotg ukosng obustronna. .
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Asymptoty ukosne wykresu funkgcji

Twierdzenie

Prosta o réwnaniu y = ax + b jest asymptota ukosng lewostronng wykresu funkcji f
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja skoriczone granice
lim (@)

Jim = a oraz xll)r_noo(f(x) —az)=bh.
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Asymptoty ukosne wykresu funkgcji

Twierdzenie

Prosta o réwnaniu y = ax + b jest asymptota ukosng prawostronng wykresu funkcji f
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja skoriczone granice
lim f(@)

T—+00 T -4 oz xgg-noo(f<x) - alx) =0
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Pochodna funkcji
Podstawowe wzory na
pochodne

dr Ewa tazuka, prof. uczelni
Katedra Matematyki Stosowanej
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TECHNOLOQIEX
Plan wykfadu

Definicja pochodnej
lloraz réznicowy
Pochodna funkcji w punkcie
Pochodna funkcji na przedziale

Podstawowe wzory na pochodne
Pochodne wazniejszych funkcji elementarnych
Dziatania arytmetyczne na pochodnych funkcji
Twierdzenie o pochodnej funkcji ztozonej
Postac logarytmiczno-wyktadnicza funkcji
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Definicja pochodnej

Projekt wspe
FUNDUSZE
"POLLUB z nam
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lloraz ré6znicowy
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Niech z, € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na przedziale
(xg — 7,29 + 1), gdzie r > 0.

Definicja
llorazem réznicowym funkcji f w punkcie x, odpowiadajacym przyrostowi h, gdzie
0 < |h| < r, nazywamy liczbe

f(xo +h) = f(zo)
. .
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Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego

Y
sieczna
| S
|
]f(wh)f(m
flan)| L ‘
—
o
0 o To+h T 6/27
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Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego

lloraz réznicowy jest réwny tangensowi kata nachylenia siecznej przechodzacej
przez punkty (z,, f(x,)) oraz (xy + h, f(z, + h)) do dodatniej pdtosi Ox.

7/27

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Razwoju Spolecznega - Palska Unig Europejska



L 5
Do I o

TECHHOLUQIE{

8/27

Pochodna funkcji w punkcie
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Niech z, € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na przedziale
(xg — 7,29 + 1), gdzie r > 0.

Definicja
Jesli istnieje skonczona granica

lim f(zo +h) = f(zg)

h—0 h

Y

to nazywamy ja pochodng funkcji f w punkcie x, i oznaczamy symbolem f’(z). o2

Fundusze Evropejskia Rzeczpospaolita Dofinansowane przez
dla Razwoju Spolecznega - Palska Unig Europejska



:\/=."DDLLZLHIQ [J[ ] POLITECHNIKA
¢/nowocaesne , LUBELSKA

TECHNOLOQIEX

Méwimy wtedy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie x,.

Jezeli granica ilorazu réznicowego w punkcie x nie istnieje lub jest
nieskonczona, to méwimy, ze funkcja f nie jest rézniczkowalna w punkcie .
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Interpretacja geometryczna pochodnej

Yy

y=f(a)

styczna

f(zo) 4
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Interpretacja geometryczna pochodnej

Pochodna funkcji w punkcie x, jest rdwna tangensowi kata nachylenia stycznej
do wykresu funkcji f w punkcie (z, f(x,)) do dodatniej pétosi Ozx.
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Rownanie stycznej do wykresu funkciji

Réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (xg, f(z,)) :

y = f'(zo)(x —x0) + f(z0)
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Pochodna funkcji na przedziale
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Funkcja ma pochodng na przedziale otwartym P wtedy i tylko wtedy, gdy ma
pochodng w kazdym punkcie tego przedziatu.

Definicja
Funkcje okreslona na przedziale P, ktérej wartosci w punktach x tego przedziatu sa
réwne f’(x) nazywamy pochodng funkcji f na przedziale P i oznaczamy symbolem f”.

ffrar— f(x), z€P

15/27

Fundusze Evropejskia Rzeczpospaolita Dofinansowane przez
dla Razwoju Spolecznega - Palska Unig Europejska



L 5
Do I o

TECHHOLUQIE{

16/27

Podstawowe wzory
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Pochodne wazniejszych

funkcji elementarnych
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» (tgz) = -, 2+ 3 +km, keZ

P (ctgx) = Smgm, r#kr, kel

» (a*) =a"Ina, a>0, z €R

P () =e€*, z€R

> (logam)’zﬁia, a>0,a#1, x>0

» (nz)' =1 z>0 e
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Dziatania arytmetyczne

na pochodnych funkciji
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Twierdzenie

Jezeli funkcje f i g s3 rézniczkowalne w punkcie x:, to:
» (f+9)(2)=f(2)+7 ()
» (f—9)(2) = f(z)—g(z)
P (f-9)(z)=f(z)9(z) + flz)g'(z):

N f(@)g(x) — flo)g (x)
> <§> (=) = 9% (x)

, O ile g((li) # 0. 21/27
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Whiosek

Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie z, zas ¢ € R, to (cf) (x) = cf’(x).
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Twierdzenie o pochodnej
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Twierdzenie

Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie x oraz funkcja g jest rézniczkowalna
w punkcie f(x), to funkcja g o f jest rézniczkowalna w puncie x oraz

(g° ) (z) =g (f(z)) - f'(x),
gdzie (9o f)(x) = g(f(x)).
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Kazda funkcje ztozong postaci [f(2)]9*) mozna przedstawié¢ w postaci
logarytmiczno-wyktadnicze;j:

[f(2)]9@) = egla)In fx)

Postac logarytmiczno-wyktadnicza stosujemy do obliczania pochodnych funkcji
danych w postaci [f(z)]9®).
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Monotonicznos$é
I ekstrema funkgc;ji

dr Ewa tazuka, prof. uczelni
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Plan wykfadu

Rozniczkowalnos¢ funkcji
Zwigzek rozniczkowalnosci z ciggtoscia
Zwigzek rézniczkowalnos$ci z monotonicznoscig
Ekstrema lokalne funkgcji
Definicja ekstremum lokalnego funkcji
Warunki na istnienie ekstremum

Ekstrema globalne funkcji
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Rézniczkowalnos$é funkciji
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Zwigzek rézniczkowalnosci

z ciggtosciqg
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Twierdzenie

Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie x, to jest w tym punkcie ciggta.

Uwaga

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.
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Zwigzek rozniczkowalnosci

Z monotonicznosciq
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Twierdzenie

Niech P oznacza dowolny przedziat.
Jezeli dla kazdego x € P funkcja f spetnia warunek:

f'(x) =0, to funkcja f jest stata na P:
. f'(x) > 0, to funkcja f jest rosnaca na P:

—

)

x) > 0, to funkcja f jest niemalejaca na P:
) 0, to funkcja f jest malejagca na P:
)

SN
— Sh
A/H\AA

<
< 0, to funkcja f jest nierosngca na P. 7/20

b e Fundusze Europejskie Rzeczpospolita  Dofinansowane przez
LUB z nami nowoczesne technologie” FERS.01.05-1P.08-03; o dla Rozwoju Spolecznego - Polska Unig Europejska



L 5
Do I o

TECHHOLUQIE{

8/20

Ekstrema lokalne funkgcji
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Definicja ekstremum

lokalnego funkciji
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Minimum lokalne

Niech z, € Ri f bedzie funkcja okreslong przynajmniej w otoczeniu punktu z,
ciggtg w punkcie x i rézniczkowalng przynajmniej w sgsiedztwie

(xg — d,20) U (xg, 2y + ) punktu .

Definicja

Funkcja f ma w punkcie o € D¢ minimum lokalne, jezeli istnieje taka 6 > 0, ze dla
kazdego x € (xy — J,x4) U (zy, xy + ) zachodzi warunek f(z) > f(z).
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Maksimum lokalne

Niech z, € Ri f bedzie funkcja okreslong przynajmniej w otoczeniu punktu z,
ciggtg w punkcie x i rézniczkowalng przynajmniej w sgsiedztwie

(xg — d,20) U (xg, 2y + ) punktu .

Definicja

Funkcja f ma w punkcie x, € Dy maksimum lokalne, jezeli istnieje taka § > 0, ze dla
kazdego x € (xy — d,x4) U (zy, zy + ) zachodzi warunek f(z) < f(z).

Minima i maksima lokalne funkcji nazywamy ekstremami lokalnymi.
/20
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Warunki na istnienie ekstremum
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Warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji
rozniczkowalnej

Twierdzenie

(Twierdzenie Fermata) Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie x, oraz posiada
ekstremum lokalne w tym punkcie, to f'(xy) = 0.

Uwaga

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.
13/20
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| warunek dostateczny istnienia ekstremum funkcji
rozniczkowalnej

Twierdzenie

Niech zy € R i f bedzie funkcja okreslong przynajmniej w otoczeniu punktu x, ciagta
w punkcie T i rézniczkowalng przynajmniej w sasiedztwie punktu x.

Jezeli istnieje & > 0 takie, ze

dlax € (xq— 0,2,) zachodzi f'(x) > 0
oraz dlax € (zy,xy + 0) zachodzi f'(z) < 0,

- o o 14/20
to w punkcie xy funkcja f ma maksimum lokalne.
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| warunek dostateczny istnienia ekstremum funkcji
rozniczkowalnej

Twierdzenie

Niech zy € R i f bedzie funkcja okreslong przynajmniej w otoczeniu punktu x, ciagta
w punkcie T i rézniczkowalng przynajmniej w sasiedztwie punktu x.

Jezeli istnieje & > 0 takie, ze

dlax € (xq— 0,2,) zachodzi f'(x) < 0
oraz dlax € (zy,xy + 0) zachodzi f'(z) > 0,

. . .. 15/20
to w punkcie x funkcja f ma minimum lokalne.
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Pochodne wyzszych rzedow

Definicja

Pochodna n-tego rzedu funkgji f w punkcie x, definiujemy rekurencyjnie
™ (zy) = [f("_l)]/ (xg) dla n>1.

Przyjmujemy, ze

f(o)(xo) = f(z), f(l)($0> = f'(zq), f(Q) (zg) = f"(z0), f(s)($0> = f"(zg)

16/20
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Il warunek dostateczny istnienia ekstremum funkcji
rozniczkowalnej

Twierdzenie

Niech z, € R i f bedzie funkcja okreslona przynajmniej w otoczeniu punktu .
Jezeli

L f'(wg) = f" () = = f" V(o) =0,
2. f™(xo) #0,
to, gdy n > 2 jest parzyste, funkc_/a f osiaga w punkcie z, ekstremum lokalne, przy

czym jest to minimum, gdy f (JUO) > 0, za$ maksimum gdy f ( 0) <O0. 17/20
Gdy n jest nieparzyste, ekstremum nie wystepuje.
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Ekstrema globalne funkcji
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Wartos$é najmniejsza i najwieksza funkcji na przedziale

P Funkcja ciggta osigga na przedziale domknietym warto$¢ najmniejsza
i najwieksza.
P Jezeli funkcja f jest ciagfa na przedziale [a, b] i rézniczkowalna poza
skonczona liczbg punktow tego przedziatu, to wartos$é najmniejsza
i najwieksza funkcji na tym przedziale moze wystapic:
P na koricach a i b przedziatu [a, b

lub
P w punktach z przedziatu (a,b), w ktérych pochodna funkeji f zeruje sie lub

w ktérych pochodna nie istnieje.
Wartos¢ najmniejszg funkcji oraz warto$é najwiekszg funkcji nazywamy 19/20
ekstremami globalnymi.
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Wklestosé
i wypukfosé funkgeji
Reguta de I'Hospitala

dr Ewa tazuka, prof. uczelni
Katedra Matematyki Stosowanej
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Plan wykfadu

Wklestos¢ i wypuktosé fukciji
Funkcja wypukfa
Funkcja wklesta
Warunki wystarczajgce wypuk+tosci i wklestosci

Punkt przegiecia wykresu funkgji
Definicja punktu przegigcia
Warunki na istnienie punktu przegiecia

Reguta de I'Hospitala
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Wklestosé i wypuktosé fukciji
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Funkcja wypukta
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Twierdzenie

Funkcje f nazywamy wypukta na przedziale (a,b) C R wtedy i tylko wtedy, gdy

va<cc1<ac2<b Voct<1 (-2 + (1 —1) - 25) <t f(zy) + (1 —1) - f(2g).

Uwaga

Geometrycznie funkcja jest wypukta, jezeli kazdy odcinek siecznej wykresu lezy powyzej
fragmentu wykresu pofozonego miedzy punktami, przez ktére przechodzi sieczna. 5/22

Fundusze Evropejskia Rzeczpospaolita Dofinansowane przez
dla Razwoju Spolecznega - Palska Unig Europejska



L 5
Do I o

=
TEI:Hr‘IDLCIgIEﬂ'

Funkcja wypuk+ta

YVa
Fix) g
f/
Flx) 4 Q"
a X X h X

tuk funlkc;
pod niebi
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Twierdzenie

Funkcje f nazywamy wklesta na przedziale (a,b) C R wtedy i tylko wtedy, gdy

va<cc1<ac2<b Voct<1 F(E 2+ (1 —1) 25) >t f(zy) + (1 —1) - f(2g).

Uwaga

Geometrycznie funkcja jest wklesta, jezeli kazdy odcinek siecznej wykresu lezy ponizej
fragmentu wykresu pofozonego miedzy punktami, przez ktére przechodzi sieczna. 8/22
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Funkcja wklesta

funkeji enajdu

iebieslky si
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Warunki wystarczajgce

wypuktosci i wklestosci

L osecsia
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Twierdzenie
Jezeli f”(x) > 0 dla kazdego = € (a,b), to funkcja f jest wypukfa na (a,b).

Twierdzenie
Jezeli f”(x) < 0 dla kazdego x € (a,b), to funkcja f jest wklesta na (a,b).

/22
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Punkt przegiecia

wykresu funkcji
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Definicja punktu przegiecia
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Definicja
Niech funkcja f bedzie okreslona i rézniczkowalna przynajmniej w otoczeniu punktu x.
Punkt (zy, f(xq)) nazywamy punktem przegiecia wykresu funkcji f wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje liczba 0 > O taka, ze funkcja f jest wypukta na (zy — 9, x) oraz
wklesta na (zy, o + 0) lub odwrotnie.
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Przyktad
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Warunki na istnienie

punktu przegiecia
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| warunek dostateczny istnienia punktu przegiecia

Twierdzenie

Niech x, € R i f bedzie funkcja okreslona przynajmniej w otoczeniu punktu x, ciagta
i rézniczkowalng w punkcie x.

Jezeli istnieje & > O takie, ze

dla kazdego x € (xy — 6,xy) f"(x) >0 oraz

dla kazdego x € (xy, x5+ 6) f"(x) <O

albo
dla kazdego x € (xy — 6,zy) f"(x) <0 oraz
dla kazdego x € (.’EO, To + 5) f”(l‘) >0, 17/22

to w punkcie (x, f(xy)) funkcja f ma punkt przegiecia.
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Il warunek dostateczny istnienia punktu przegiecia

Twierdzenie
Niech z, € R i f bedzie funkcja okreslona przynajmniej w otoczeniu punktu .
Jezeli

L f(xg) = [/ (wg) =+ = f™ Y (zg) =0,
2. f™(xo) #0,

to, gdy n > 3 jest nieparzyste, funkcja f ma w punkcie (x, f(x,)) punkt przegiecia.
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Reguta de I'Hospitala
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Twierdzenie
Niech funkcje f i g nastepujace spetniaja warunki:
/
P funkcje = i = beda okreslone w sgsiedztwie punktu x;
9 9

P lim f(z) = lim g(z) =0 albo

T T

lim f(x) = +o00 oraz lim g(x) = +o00;
T T—x
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Twierdzenie cd.

/
P> istnieje granica lim f/ (z) =
2T g (gj)
Wéweczas istnieje granica lim M oraz lim _f(x) =
gy g(x) z—zo g(x)

Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe réwniez dla granic jednostronnych,

niewfasciwych oraz dla granic w +oc lub w —o0.
21/22
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Badanie przebiegu
zmiennosci funkcji
Funkcje cyklometryczne

dr Ewa tazuka, prof. uczelni
Katedra Matematyki Stosowanej
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Plan wykfadu

Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

Funkcje cyklometryczne
Wybrane wtasnosci funkcji
Definicje funkcji cyklometrycznych
Pochodne funkcji cyklometrycznych
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Badanie przebiegu

zmiennosci funkgcji

L osecsia
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Etapy sporzgdzania wykresu funkcji

P Ustalenie dziedziny funkcji.
P> Sprawdzenie wtasnosci specjalnych funkcji (parzystos$é, nieparzystosé,
okresowo$¢, ciggtosd).
P> Obliczenie granic lub wartoéci funkcji na ,kraricach” dziedziny.
P Wyznaczenie asymptot wykresu funkcji.
P Zbadanie pierwszej pochodnej funkcji:
P> obliczenie pochodnej i wyznaczenie jej dziedziny,

P wyznaczenie punktéw, w ktérych funkcja moze mieé ekstrema,
P> ustalenie przedziatdw monotonicznos$ci i ekstremdéw funkcji. 4727
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Etapy sporzgdzania wykresu funkcji cd.

P Zbadanie drugiej pochodnej funkgji:
P> obliczenie drugiej pochodnej i wyznaczenie jej dziedziny,
P wyznaczenie punktéw, w ktérych funkcja moze mie¢ punkty przegiecia,
P ustalenie przedziatéw wklestosci i wypukfosci oraz punktéw przegiecia.

P Sporzadzenie tabelki.
P Sporzadzenie wykresu funkgcji.
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Funkcje cyklometryczne

Projekt wspd
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Wybrane wtasnosci funkcji
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Funkcja réznowartosciowa

Definicja

Funkcje f: X — Y nazywamy réznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony

jest warunek
Verex Vayex (21 # 23 = f(21) # f(23)).

Twierdzenie

Jezeli funkcja jest monotoniczna, to jest réznowartosciowa.
8/27
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Funkcja réoznowartosciowa — przyktad

o N
g B
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Funkcja ,na"

Definicja
O funkgji f: X — Y mdéwimy, ze jest ,na” wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest

warunek

f(X)=Y.
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Bijekcja

Definicja
O funkcji f: X — Y mdéwimy, ze jest bijekcjg wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona
réznowartosciowa i ,na’.
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Funkcja odwrotna

Definicja
Jezeli funkcja f: X — Y jest bijekcja, to funkcje g: Y — X nazywamy funkcja
odwrotna do funkgji f, jezeli

Viex(go f)(z) =z oraz ver(f °9)(y) =y,
gdzie (g o f)(z) = g(f()).

Funkcje g oznaczamy wéwczas przez f 1. /o
12/27
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Funkcja odwrotna

Whiosek
Jezeli funkcja f: R — R, to wykres funkgji i funkcji odwrotnej s3 symetryczne
wzgledem prostej y = .

13/27

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Razwoju Spolecznega - Palska Unig Europejska




:\/=."DDLLZLHIQ [J[ ] POLITECHNIKA
‘HDLUUCEESI'I-E) LUBELSKA

TECHNOLOQIEX

Przyktad

Funkcja f: [0,00) — [0,00) okreslona wzorem
flx) =

Jjest bijekcja.

Funkcja do niej odwrotna f~1: [0, 00) — [0, 00) jest okreslona wzorem

f71<.’13) = \/E 14/27
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Funkcje cyklometryczne

Definicja
Funkcje cyklometryczne sa to funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych na
pewnych przedziatach, na ktérych funkcje trygonometryczne sa bijekcjami.
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Funkcja arcus sinus

Definicja
Funkcja arcsin (arcus sinus) jest to funkcja odwrotna do funkgji sinus na przedziale

[=%.3]

sin: [—g,%] — [-1,1]
arcsin: [—1,1] — [—

Ve
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Funkcja arcus sinus

POLITECHNIKA
LUBELSKA

L

Wykres funkcji y = arcsin x

Jest to funkcja rosnaca, nieparzysta.
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Funkcja arcus cosinus
Definicja

Funkcja arccos (arcus cosinus) jest to funkcja odwrotna do funkgji cosinus na
przedziale [0, ].

cos: [0, 7] = [—1,1]
arccos: [—1,1] — [0, 7]
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Funkcja arcus cosinus

Wykres funkcji y = arccos x
20/27

Jest to funkcja malejgca.
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TECHNOLOQIEX
Funkcja arcus tangens
Definicja

Funkcja arctg (arcus tangens) jest to funkcja odwrotna do funkcji tangens na
przedziale (—%, 5 ).
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Funkcja arcus tangens

[SIE]

Whykres funkcji y = arctg x

22/27
Jest to funkcja rosnaca, nieparzysta.
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Funkcja arcus cotangens
Definicja
Funkcja arcctg (arcus cotangens) jest to funkcja odwrotna do funkcji cotangens na

przedziale (0, 7).

ctg: (0,7) = R
arcctg: R — (0, )
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Funkcja arcus cotangens

y
g\
0 1 X

Wykres funkgcji y = arcctg x

24127
Jest to funkcja malejaca.
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P (arcsinz) = -1 x e (—1,1)

Nawet
P (arccosz) = —\/117?, x € (—1,1)
P (arctgz) = 7, z€R

P (arcctgz) = —1=, z€R
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TECHNOLOQIEX

Catka nieoznaczona
i jej wkasnosci

dr Ewa tazuka, prof. uczelni
Katedra Matematyki Stosowanej
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Definicja cafki
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Funkcja pierwotna
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Definicja funkcji pierwotnej

Definicja
Funkcje F' nazywamy funkcja pierwotna funkcji f na przedziale (a,b) wtedy i tylko

wtedy, gdy
F'(x) = f(z) dla kazdego x € (a,b).
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Definicja funkcji pierwotnej

Definicja
Funkcje F' nazywamy funkcja pierwotna funkcji f na przedziale (a,b) wtedy i tylko

wtedy, gdy
F'(x) = f(z) dla kazdego x € (a,b).

Uwaga

Funkcja pierwotna nie jest wyznaczona jednoznacznie.
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Wtasnosci funkcji pierwotnej

Twierdzenie
Jezeli funkcja F jest funkcja pierwotng funkcji f na przedziale (a,b), to:
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Wtasnosci funkcji pierwotnej

Twierdzenie
Jezeli funkcja F jest funkcja pierwotng funkcji f na przedziale (a,b), to:

> G(x) = F(x) + ¢, dla dowolnej statej ¢ € R, jest takze funkcjg pierwotna f
na (a,b);
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Wtasnosci funkcji pierwotnej

Twierdzenie
Jezeli funkcja F jest funkcja pierwotng funkcji f na przedziale (a,b), to:
> G(x) = F(x) + ¢, dla dowolnej statej ¢ € R, jest takze funkcjg pierwotna f
na (a,b);

P kazda funkcje pierwotng funkcji f na (a, b) mozna zapisa¢ w postaci
F(x) 4 cdla pewnej statej ¢ € R.
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Wtasnosci funkcji pierwotnej

Twierdzenie (warunek dostateczny istnienia)

Jezeli funkcja f jest ciagta na pewnym przedziale, to ma na tym przedziale funkcje
pierwotna.
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Catka nieoznaczona
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Definicja catki nieoznaczonej
Definicja

Catka nieoznaczong z funkcji f na przedziale (a,b) nazywamy zbiér wszystkich funkcji
pierwotnych funkcji f.
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Definicja catki nieoznaczonej
Definicja
Catka nieoznaczong z funkcji f na przedziale (a,b) nazywamy zbiér wszystkich funkcji

pierwotnych funkcji f.

Oznaczenie:
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Podstawowe fakty

Z definicji wynika, ze:
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Podstawowe fakty

Z definicji wynika, ze:

> ([ i) =5,
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Podstawowe fakty

Z definicji wynika, ze:
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Podstawowe wtasnosci

catki nieoznaczonej
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Catki elementarne
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P/de:c
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P/de:c

> /dx:x—i—c

p+1
P/xpda::px +c, p#—1

[j[ POLITECHNIKA

LUBELSKA

1
> /—dx:1n|a:|—|—c
T
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P/de:c

> /dx:x—i—c

p+1
P/xpda::px +c, p#—1

dla Rorwoju Spotecznego

L osecsia

1
> /—dx:1n|a:|—|—c
T

> /sinxdm = —cosx +c
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P/de:c }/—dx:1n|a:|—|—c
x
> /dx:x—i—c > /sinxdmz—cosx—kC

p+1
P/xpdw:m +c, p#—1 P/cosxdxzsinm%—c

p+1
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> /d—x—tgx-l—c

cos? x
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d
> /—x=t9x+c
d
> /—;C:—Ctgx—FC
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P/ 323 =tgxr + ¢
cos?

d
P/ x = —ctgr + ¢

sin? x

d
> /H—mxz:arctgx—i—c
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cos?

d
P/ x = —ctgr + ¢

sin? x

d
> /H—mxz:arctgx—i—c

L osecsia

d
> /—x = arcsinx + ¢
1 2

— X
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d x

P/ f = —ctgx + ¢ P/amdx:a—+c,a>0,a%1
sin“ x Ina
d

P/H—Zz:arctgx—i—c
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> /amdx:a—+c,a>0,a7é1
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> /emda::e“"—i—c
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Tozsamosci i wskazowki
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Warto pamietaé
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Warto pamietaé

> Jeéli/f(x)dwzF(x)+c,t0dlaa;é0:

/f azr) F(ax) + c.
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Warto pamietaé

> Jeéli/f(x)dw:F(x)+c,t0dlaa7é0:

/f azr) F(ax) + c.
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Warto pamietaé

> Jeéli/f(x)dw:F(x)+c,t0dlaa7é0:

F(az) +c.
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Realia algebraiczne
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Dziatania arytmetyczne na catkach
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Dziatania arytmetyczne na catkach

Twierdzenie
Jezeli funkcje f i g maja funkcje pierwotne, to:
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Dziatania arytmetyczne na catkach

Twierdzenie
Jezeli funkcje f i g maja funkcje pierwotne, to:

P/ z)+ gz dw—/f dxi/g(:v)dx,
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Dziatania arytmetyczne na catkach

Twierdzenie
Jezeli funkcje f i g maja funkcje pierwotne, to:

P/ z)+ gz dw—/f dxi/g(:v)dx,
> /cf(x)dx:c/f(x)dx,ce[l%.
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Dziatania arytmetyczne na catkach

Twierdzenie

Jezeli funkcje f i g maja funkcje pierwotne, to:

P/ z)+ gz dw—/f da:i/g(:r:)dw,
> /cf(m)dx:c/f(:z;)dx,ce[l?.

Uwaga

. . . , . .. " 18/22
Nie ma analogicznych twierdzen dla catek z iloczynu ani ilorazu funkcji.
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Techniki catkowania
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Catkowanie przez czesci
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Catkowanie przez czesci

Twierdzenie
Jezeli funkcje f i g maja ciagte pochodne na przedziale {a,b), to

/ F(2) g () dz = £(a) g(e) — / () g(z) da.
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Catkowanie przez podstawienie
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Catkowanie przez podstawienie

Twierdzenie
Niech:
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Catkowanie przez podstawienie

Twierdzenie
Niech:
1. f: I — R bedzie ciggta na I,
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Catkowanie przez podstawienie

Twierdzenie
Niech:
1. f: I — R bedzie ciggta na I,
2. g: J — I ma ciagta pochodna na J.
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Catkowanie przez podstawienie

Twierdzenie
Niech:
1. f: I — R bedzie ciggta na I,
2. g: J — I ma ciagta pochodna na J.

Woéwczas

/ F(o()) o (@) dz = / f)dt = Flg() +C,

gdzie F' jest dowolng funkcja pierwotng funkcji f. 22
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Catkowanie funkcji
wymiernych

dr Ewa tazuka, prof. uczelni
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Plan wykfadu

Utamki proste pierwszego rodzaju
Utamki proste drugiego rodzaju
Funkcje wymierne i ich rozktady
Algorytm catkowania
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Utamki proste pierwszego rodzaju

Definicja
I(x)

Funkcja wymierna nazywamy funkcje postaci w(x) = (e} dzie | oraz m s3

wielomianami.
Definicja

Funkcje wymierna postaci = gdzien € N oraz a, A € R, nazywamy

A
(x+a)
utamkiem prostym pierwszego rodzaju.

4/18
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Obliczanie catek z utamkoéw prostych pierwszego rodzaju

Do obliczania catek z utamkoéw prostych pierwszego rodzaju stosujemy
podstawienie x + a = t i otrzymujemy:

A
/ dr = Aln|z + a| + ¢,
rT+a

/ 4y —A +ec, gdzie n > 2
—dr = c, n > 2.
(x 4+ a)” (n—1)(z+a) ! 9
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Definicja

Bz +C
(22 + bz + c)™
czym A < 0, gdzie A jest wyréznikiem tréjmianu 2 + bx 4 ¢, nazywamy utamkiem
prostym drugiego rodzaju.

, gdzien € N orazb,c, B,C € R, przy

Funkcje wymierna postaci

7/18
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Obliczanie catek z utamkoéw prostych drugiego rodzaju
dx

(2 + bx + )™
P Sprowadzamy tréjmian 2% + bz + ¢ do postaci kanonicznej (x — p)? + ¢

i stosujemy podstawieniez —p = /q - t.

Gdy B = 0, obliczamy catke /

t
P Dlan = 1 korzystamy ze wzoru / 211 =arctgt+ c.
P Dlan > 2 stosujemy wzor rekurencyjny
/ dt B t n 2n — 3 / dt o
@+ 2n—2)@+1)n 1 2m—2) @+1)n 1

Projekt wspstfi
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Utamki proste drugiego rodzaju
Gdy B+#0:
P Licznik zapisujemy w postaci Bx + C = P(2x + b) + Q,
gdzie Pi () sg odpowiednio dobranymi statymi.
P Cafke zapisujemy nastepujaco:
/ Bx +C B P/ 2z +b ot Q/d—x
(2 + bz + )™ dz = 2 4 bx+c)n (z2 + bz +c)’
2x + b

P Do cafki / dz
(22 + bx + )™
stosujemy podstawienie t = 22 + bx + c.

9/18
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Funkcje wymierne

i ich rozkfady
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Funkcja wymierna

Definicja
N €))
m(z)

, natomiast stopnie wielomiandw [

I(x)

Jezeli w jest funkcja wymierng postaci w(x)

i m spetniajg warunek st.l(x) < st.m(x), to funkcje wymierng w(x) =
nazywamy wtasciwa, w przeciwnym razie niewfasciwa.

Twierdzenie

Kazda funkcje wymierna niewfasciwa mozna przedstawié¢ w postaci sumy wielomianu
i funkcji wymiernej wtasciwej. 11/18
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Funkcja wymierna

Wystarczy skorzystac z twierdzenia o rozkfadzie wielomiandw i zapisaé [(x)
w postaci:

l(x) = m(x)q(x) + r(x), gdzie st.r(z) < st.m(x).

12/18
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Rozktad funkcji wymiernej na utamki proste

Twierdzenie

Kazda funkcja wymierna wtasciwa rzeczywista daje sie w sposéb jednoznaczny
przedstawi¢ w postaci sumy utamkoéw prostych.
Funkcja wymierna witasciwa

p(z)
a, (z—x1)F1 (z—25)*2-(z—2,.) k7 (22+by 2+ )1 (22 +boz+Cy) (22 +b z+c,)ls

jest sumg ky + ky + -+ + k,. ufamkéw prostych pierwszego rodzaju oraz
Iy + 1y + -+ I, utamkéw prostych drugiego rodzaju, przy czym 13/18
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Rozktad funkcji wymiernej na utamki proste

Twierdzenie cd.

P czynnikowi (z — a:i)ki odpowiada suma k; utamkéw prostych pierwszego rodzaju
postaci:

Aq Aig Aiki

R N e——

r—z; (z—z;) (x —z;)%

gdZie A’il’Ai27 000 ’Alkz € [R dla Z € {1, 2, 000 ,T},'

14/18

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Razwoju Spolecznega - Palska Unig Europejska



NOWOCZESNE
TEEHI"ICILDQIET_.—'

- DDLLUD POLITECHNIKA
o — LI [j[ LUBELSKA

Rozktad funkcji wymiernej na utamki proste

Twierdzenie cd.

P czynnikowi (x2 4= bj:c <+ cj)lj odpowiada suma [ ;j utamkow prostych drugiego
rodzaju postaci:

a:2 + bja: + cj (22 + bz + c;)? (22 + bz + ;)%

gdzie B i1

Bja, . By, »Ci1, Cia,s ...,C’jlj €Rdaje{l,2,..,s}

15/18
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Algorytm catkowania
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Algorytm catkowania funkcji wymiernych

1. Jezeli stopien licznika jest wiekszy lub réwny stopniowi mianownika, to
funkcje wymierng niewtasciwg zapisujemy w postaci sumy wielomianu
i funkcji wymiernej wtasciwe;j.

2. Mianownik funkcji wymiernej wtasciwej rozktadamy na czynniki liniowe
i nierozktadalne kwadratowe.

3. Zapisujemy teoretyczny rozkfad funkcji wymiernej wtasciwej na utamki
proste pierwszego i drugiego rodzaju.

4. Znajdujemy nieznane wspotczynniki tego rozktadu.

5. Obliczamy catki poszczegolnych skfadnikow rozktadu funkcji, tzn. 17/18
wielomianu i utamkdéw prostych.
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Catkowanie funkcji
niewymiernych
I trygonometrycznych

dr Ewa tazuka, prof. uczelni
Katedra Matematyki Stosowanej

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Razwoju Spolecznega - Palska Unig Europejska



L 5
Do I o

i
TEEHT‘IDLDQIE_\*

Plan wykfadu

Catkowanie funkcji trygonometrycznych

Catkowanie funkcji niewymiernych
Podstawienia Eulera
Funkcje zawierajgce pierwiastki
Funkcje zawierajgce funkcje wyktadniczg
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Dla catek niektérych typow funkcji trygonometryczych i niewymiernych
opracowano podstawienia, ktére pozwalajg zamienié je na catki z funkcji
wymiernych, do ktérych mozna juz zastosowac algorytm catkowania.
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Dla obliczania catek z funkcji postaci: sin” x - cos™ x, gdzie n, m € N stosujemy

nastepujgce podstawienia:

2 2

P n = 2k + 1 (nieparzyste): wykorzystujemy tozsamo$é sin“ z = 1 — cos® z,
wtedy sin?**t! g = (1 — cos? )" sin x, podstawienie t = cos

2 2

P m = 2k + 1 (nieparzyste): wykorzystujemy tozsamo$é cos? z = 1 — sin” z,
wtedy cos?**1 z = (1 — sin? z)* cos z, podstawienie t = sin

2

1
P n,m parzyste: wykorzystujemy tozsamosci sin® z = 5(1 — cos 2z),

1
cos? x = 5(1 + cos 2x) 5/18
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Niech R(u,v) bedzie funkcjg wymierng dwdch zmiennych. Dla obliczania catek
z funkgcji postaci R(sin T, COS x) stosujemy nastepujace podstawienia:

P jezeli R(—u,v) = —R(u,v),tot = cosz;

—dt
wtedysinz = V1 —t? oraz de = ——
Vi—#?
P jezeli R(u,—v) = —R(u,v),tot = sinx;

wtedy cosz = V1 —t2 orazdex = ——
V1—1t2

6/18
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Niech R(u,v) bedzie funkcjg wymierng dwdch zmiennych. Dla obliczania catek
z funkgcji postaci R(sin T, COS x) stosujemy nastepujace podstawienia:

P jezeli R(—u,—v) = R(u,v), tot = tgz;
t

dt
COSL = ————orazdx =

NS V1+t2 1+ ¢2

wtedy sinx =

7/18
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Jezeli funkcja podcatkowa ma postac funkcji wymiernej R, w ktérej wszystkie
wystgpienia zmiennej zastgpiono funkcjg sin x lub cos x, to korzystamy najpierw
z nastepujacych tozsamosci trygonometrycznych:

2tg% 1—tg?%
—= COSTk = ——.
1 +tg?% 1 +tg?%

T

Nastepnie stosujemy podstawienie uniwersalne: t = tg§.

2t 1—t2 2dt
— ., COSx = ——, dxr = .
142 14 t2 14+ t2

sinx =

Wtedy sinx =

8/18
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Jezeli funkcja podcatkowa ma postaé sin(az) cos(bx), sin(az) sin(bz) lub
cos(ax) cos(bx), to korzystamy z nastepujacych tozsamosci
trygonometrycznych:

sin(ax) cos(bx) = %[sin((a + b)x) + sin((a — b)x)],
sin(ax) sin(bz) = %[cos((a —b)x) — cos((a + b)x)],
cos(azx) cos(bx) = %[cos((a + b)z) + cos((a — b)x)],

9/18
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ktdére sg konsekwencjg wzoréw trygonometrycznych

sina+sin5:2sina;—ﬁcosagﬁ,
Cosa+0086:2cosa_2‘_ﬁcosa;ﬁ,

a+f . a—p
cosa — cos f = —2sin 5 Sin——.
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Podstawienia Eulera

37
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Rozwazamy catki postaci /R(az, vVar? + br + c) dx, gdzie R jest funkcjg
wymierna.

Klasyczne podstawienia Eulera majg postac:
1. jezelia > 0,t0: Vaz? +br+c=t— /ax
2. jezelic > 0,to: Vax? +bx +c=xt+/c

3. jezeli A > 0,to: Vax? + bx +c=t(x —x,), gdzie A = b? — 4ac oraz
—b%ﬁ_

T12 =
13/18
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Jezeli funkcja podcatkowa ma postaé funkcji wymiernej, w ktorej niektére
ar +b

cx+d
to do otrzymania catki z funkcji wymiernej wystarczy zastosowac¢ podstawienie

fon ax +b
- Nexr+d

wystapienia zmiennej zastapiono pierwiastkiem 4
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Jezeli funkcja podcatkowa ma postaé funkcji wymiernej o argumencie e”*,
to do otrzymania catki z funkcji wymiernej wystarczy zastosowac¢ podstawienie
t = e”.
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Catka oznaczonaii jej
interpretacja geometryczna

dr Ewa tazuka, prof. uczelni
Katedra Matematyki Stosowanej
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Plan wykfadu

Definicja catki oznaczonej
Podziat odcinka
Suma catkowa Riemanna
Catka oznaczona Riemanna

Catka Riemanna - interpretacja geometryczna

Wrasnosci catki Riemanna
Warunek wystarczajacy catkowalnosci funkgji
Twierdzenie Newtona-Leibniza
Twiedzenie o liniowosci catki oznaczone;j
Twierdzenie o addytywnosci catki wzgledem przedziatu catkowania
Twiedzenie o catkowaniu przez czesci
Twiedzenie o catkowaniu przez podstawienie
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Definicja catki oznaczonej
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Podziat odcinka
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» Niech f: (a,b) — R.
P Dzielimy przedziat (a,b) nan podprzedziatéw dowolnie wybranymi
punktami x|, x,, ..., T, W taki sposob, ze

a=zy<x < <zT,1<x,=0>0

P> Ten szczegdlny podziat oznaczamy symbolem 7.
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P Najwieksza réznice pomiedzy kolejnymi punktami podziatu r; —x;_q, czyli
dfugos$é najdtuzszego podprzedziatu, oznaczamy symbolem d().

P Liczbe d(m) nazywamy $rednica podziatu.

P W kazdym podprzedziale (xi,l, xz> wybieramy dowolnie punkt posredni
& € (i1, )

P Konstruujemy sume iloczynow

f€)( —xo) + f(&) (g — ) + -+ f(E) (T, — T q)-

6/28
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Suma catkowa Riemanna
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Przyjmujac upraszczajace zatozenie, ze Ax,; oznacza dtugos$é i-tego
podprzedziatu, tzn. Az, := x; — x;_;, mozemy powyzsza sume zapisac krotko
n

jako Y~ f(&,) A,
=1

n
Sume Z f(&,) Az, nazywamy suma catkowa z funkcji f na przedziale (a, b)

=1
odpowiadajgca podziatowi 7 i punktom posrednim &;.
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Definicja
Jezeli dla dowolnego ciagu podziatéw () takich, ze

lim d(m,) =0

k—o0

istnieje skoriczona, niezalezna od wyboru punktéw posrednich &;, granica

Jim Z f(&

to nazywamy ja catka oznaczong Riemanna funkcji f na przedziale {(a,b). 108

Fundusze Evropejskia Rzeczpospalita Dofinansowane przez
dla Razwoju Spolecznega - Palska Unig Europejska



L 5
Do I o

TECHNOLOQIEX

b
Catke oznaczong Riemanna oznaczamy symbolem / f(m)dx.
a

b

/f(:c)dx =0, /af(a:)dx = —/f(x)d:v, a<b

a

UMOWA:
a
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Catka Riemanna -

interpretacja geometryczna
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Niech f bedzie funkcja ciagta i nieujemna na przedziale (a, b).
b
Wdwczas /f(sc)da;jest rowna polu figury ograniczonej wykresem funkcji f, osig

a
Ox oraz prostymiz =aixz = b.
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Warunek wystarczajqgcy

catkowalnosci funkcji
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Twierdzenie

Jezeli funkcja f jest ograniczona na przedziale {a,b) i ma na tym przedziale skoriczona
liczbe punktéw nieciagtosci pierwszego rodzaju, to jest na nim catkowalna.

Definicja

Funkcja ma w punkcie x, € D ¢ nieciggtos¢ pierwszego rodzaju, jezeli istnieja
skoriczone granice lim f(z) i lim f(z) oraz hm flx) # hm f(x) lub
T—Tq J;A)mg T—>T

0

lim f(@) # f(ao).
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Twierdzenie Newtona-Leibniza
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TEEHI"IDLDQIEW.

Twierdzenie

Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale (a,b), to

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a),

gdzie F oznacza dowolna funkcje pierwotna funkcji f na przedziale {(a,b).

b
lub [F(z)]8. 19/28

a
a
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Twiedzenie o liniowosci

catki oznaczonej
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Twierdzenie

Jezeli funkcje f i g sa catkowalne na przedziale (a,b),

>/ r) +g(x dfc—/f dw+/b9
>/a (f(a) da:—/ f /bg
> /ab (cf(a:))da::c/a f(@)dz, cER .

Fundusze Europejskie
dla Rorwoju Spotecznego
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Twierdzenie o addytywnosci catki

wzgledem przedziatu catkowania
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Twierdzenie

Jezeli funkcja f jest catkowalna na przedziale (a,b) oraz ¢ € (a,b), to

lb f(z)dx = /ac f(z)dz + [) f(z)dx.

23/28

Fundusze Evropejskia Rzeczpospaolita Dofinansowane przez
dla Razwoju Spolecznega - Palska Unig Europejska



L 5
Do I o

TECHHOLUQIE{

24/28

Twiedzenie o catkowaniu

przez czesci
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Twierdzenie

Jezeli funkcje f i g maja ciagte pochodne na przedziale {a,b), to

b b
/ f(@)g (z)dz = [f(z)g(z)]% — / f(x)g(z)da.
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Twiedzenie o catkowaniu

przez podstawienie
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Twierdzenie
Jezeli
W funkcja f jest ciagta na przedziale {a,b),

P funkcja g: {(a,B) — (a,b) jest funkcja ,na” oraz ma ciagta pochodna na
przedziale (a, B),

P g(a) =a oraz g(B

/f da:—/ flg -
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Zastosowania catki
oznaczonej

dr Ewa tazuka, prof. uczelni
Katedra Matematyki Stosowanej
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Plan wykfadu

Wartosc¢ srednia funkciji

Pole trapezu krzywoliniowego
Dtugos$é tuku krzywej

Objetos¢ bryty obrotowej

Pole powierzchni obrotowej
Funkcja gérnej granicy catkowania
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Wartosé srednia funkgji
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Twierdzenie

Jezeli funkcja f: [a,b] — R jest ciagta na przedziale [a, ], to istnieje ¢ € [a,b] takie,

z'e/ flz)dx = f(c) - (b—a).

Definicja
b

1
Wielkos¢ 5 / f(x)dx nazywamy wartoscia srednig funkcji f na przedziale [a, b].
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Pole trapezu

krzywoliniowego
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Niech funkcje f oraz g beda ciagte na przedziale [a, b] oraz niech f(z) < g(z)
dla kazdego x € [a, b]. Wtedy pole trapezu krzywoliniowego D ograniczonego
wykresami funkcji fi g oraz prostymi z = a, x = b wyraza sie wzorem:

b
rmzfmw—ﬂmm.

a
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Niech funkcje f oraz g beda ciagte na przedziale [p, g] oraz niech f(y) < g(y)
dla kazdego y € [p, q]. Wtedy pole trapezu krzywoliniowego D ograniczonego
wykresami funkcji fi g oraz prostymiy = p, y = q wyraza sie wzorem:

o= [ “loly) — F(y)dy.

p
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Dfugos¢ tuku krzywej
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Niech funkcja f ma ciagta pochodna na przedziale [a, b]. Wtedy dtugos$¢ +tuku

o
rzywej = {(z, fx)): z€[a,b]}

wyraza sie wzorem:

b
I = / VITIF @)Pde.

/24
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Objetos¢ bryty obrotowe;j
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Niech funkcja nieujemna f bedzie ciagta na przedziale [a, b]. Niech T'oznacza
trapez krzywoliniowy ograniczony wykresem funkcji f, osig Ox oraz prostymi
r=a,x=>

Objetosc bryty Vpowstatej z obrotu trapezu 1'wokdt osi Ox wyraza sie wzorem:

b
V| = 7r/ f?(z)dz.
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Trapez krzywoliniowy T Bryta obrotowa V wokot osi Ox

— y=ftx}
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Niech funkcja nieujemna f bedzie ciagta na przedziale [a, b], gdzie a > 0. Niech
T oznacza trapez krzywoliniowy ograniczony wykresem funkcji f, osig Ox oraz
prostymiz = a,x = b.

Objetos¢ bryty Vpowstatej z obrotu trapezu T'wokdé4 osi Oy wyraza sie wzorem:
b
V| = 27r/ xf(z)dx.
a
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Pole powierzchni obrotowej
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Niech funkcja nieujemna f ma ciggta pochodna na przedziale [a, b].

Pole powierzchni X' powstatej z obrotu wykresu funkcji f wokét osi Ox wyraza

sie wzorem:
b
|1X| = 27?/ flx)\/ 1+ [f(x)]?dx.
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Wykres funkcji fna [a,b] Powierzchnia obrotowa I wokét osi Ox

— y=ilxl —_—y=fix
abirdt flx] wakol O

0.4F

0.0F
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Niech funkcja nieujemna f ma ciggta pochodna na przedziale [a, b], gdzie a > 0.

Pole powierzchni X' powstatej z obrotu wykresu funkcji f wokét osi Oy wyraza

sie wzorem: ,
12| = 27‘(’/ zy/ 1+ [f/(x)]2dx.
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granicy catkowania
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Twierdzenie

Niech funkcja f bedzie catkowalna na przedziale [a, ] oraz niech ¢ € [a,b]. Funkcje
x
Fo)= [ ft,
(63
gdzie x € [a,b], nazywamy funkcja gérnej granicy catkowania.
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Twierdzenie

Jezeli funkcja f jest catkowalna na przedziale [a, b], to funkcja
xr
Fo)= [ ft,
@
gdzie x € [a, b], jest ciagta na przedziale [a, b].
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Twierdzenie

Jezeli funkcja f jest catkowalna na przedziale [a, b] oraz jest ciaggta w punkcie
xy € [a,b], to funkcja

Fo) = [ " f(0yr,

gdzie ¢ € [a, b], ma pochodng wtasciwa w punkcie x, oraz F' (zy) = f(z;).

23/24

Fundusze Evropejskia Rzeczpospaolita Dofinansowane przez
dla Razwoju Spolecznega - Palska Unig Europejska



“-poLLub [J[ ] POLITECHNIKA
&~ .’nnuocassﬁlé_ﬁ/g - LUBELSKA
TECHNOLOQIEX] » >
. »
. 2
L »

Dziektﬁe za uwgge
» .

-




L 5
Dpou I o

TECHNOLOQIEX

Algebra macierzy

dr Ewa tazuka, prof. uczelni
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Plan wykfadu

Definicja macierzy
Rodzaje macierzy
Dziatania na macierzach
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Definicja macierzy
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P Macierza rzeczywista wymiaru m x n, gdzie m € N oraz n € N, nazywamy
prostokatng tablice ztozong z mn liczb rzeczywistych ustawionych w m
wierszach i n kolumnach.

P Element macierzy A stojgcy w i-tym wierszu oraz w j-tej kolumnie
oznhaczamy symbolem ;e
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Rownosé macierzy

Macierze A i B sg réwne, gdy majg takie same wymiary m X n oraz a;; = bij dla
kazdegoi € {1,2,...,m}orazj € {1,2,...,n}.
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Rodzaje macierzy
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P Macierz zerowa wymiaru m X n jest to macierz, ktorej wszystkie elementy
sg rowne 0.

P Oznaczamy jg symbolem 0,,,..,, lub 0, gdy znamy jej wymiar.
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P Macierz kwadratowa stopnia n jest to macierz wymiaru n x n.
P Elementy ay, ayy, .. a,,, Macierzy kwadratowej tworzg jej gtéwna

przekatna:
app Qg 0 Gy
Qg1 Qgg + Qgp
Qp1 Apa 0 Ay
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P Macierz tréjkatna dolna jest to macierz kwadratowa stopnia n > 2, ktérej
wszystkie elementy stojace nad gtéwng przekatng sa rowne 0.

az; asy agg - 0
An1 Qp2 Gpz = Gpp
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Rodzaje macierzy

P> Macierz tréjkatna gérna jest to macierz kwadratowa stopnia n > 2, ktérej
wszystkie elementy stojgce pod gtédwng przekatng sg rowne 0.

app Qi Q3 0 Gy
0 a9y agy -+ ag,
0 O a33 A agn
0 0 0o - a,,
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Rodzaje macierzy

P Macierz diagonalna jest to macierz kwadratowa stopnia n, ktérej wszystkie
elementy stojgce poza gtéwng przekatng sa rowne 0.

a/]_]_ O 0 A 0
0 a22 0 b 0
0 O a33 A O
0 0 0 - a,
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Rodzaje macierzy

P Macierz jednostkowa jest to macierz diagonalna stopnia n, ktérej wszystkie
elementy stojgce na gtéwnej przekatnej sg réwne 1.

P Macierz jednostkowa stopnia n oznaczamy symbolem I,.

100 -« 0
010 - 0
LEl0o01 -0
000 — 1
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Dziatania na macierzach
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Dodawanie macierzy

» Niech A = [a,;] oraz B = [b,;] beda macierzami wymiaru m x n.

P Suma macierzy A i B nazywamy macierz C = [Cz'j] wymiaru m X n, ktérej
elementy okreslone sg wzorem

def

Cij = @jj + by

dlai e {1,2,...,m}orazj € {1,2,...,n}.
» PiszemyC = A+ B.
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Odejmowanie macierzy

» Niech A = [a,;] oraz B = [b,;] beda macierzami wymiaru m x n.

P Ré6znicag macierzy A i B nazywamy macierz C' = [Cij] wymiaru m X n, ktorej
elementy okreslone sg wzorem

def
C;: = a;; — b,

(] ] ]

dlai e {1,2,...,m}orazj € {1,2,...,n}.
P Piszemy(C = A — B.
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Mnozenie macierzy przez liczbe

P Niech A = [aij] bedzie macierza wymiaru m x n, za$ « bedzie liczbg
rzeczywista.

P lloczynem macierzy A przez liczbg o nazywamy macierz C' = [c;;] wymiaru
m X n, ktorej elementy okreslone sg wzorem

def

dlai e {1,2,...,m}orazj € {1,2,...,n}.
P Piszemy C = aA.
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Mnozenie macierzy przez macierz
P Niech macierz A = [a;;] ma wymiar m x n, a macierz B = [b,;] ma wymiar
n x k.

P lloczynem macierzy A i B nazywamy macierz C' = [c;;] wymiarum x k,
ktorej elementy okreslone sg wzorem

def
Cij = Q3101 + ayobgj + -+ b,y

dlai e {1,2,...,m}orazj e {1,2,...,k}.
P Piszemy C = AB.
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Uwaga

Réwnos¢ ¢;;;1b1; + a;abg; + - + a;,b,,; 0znacza, ze element c;; stojacy w macierzy
C' w i-tym wierszu oraz j-tej kolumnie otrzymujemy w wyniku mnozenia skalarnego
i-tego wiersza macierzy A przez j-ta kolumne macierzy B.
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Uwaga

Jezeli liczba kolumn macierzy A nie jest réwna liczbie wierszy macierzy B, to
mnozenie AB jest niewykonalne.

Uwaga

Mnozenie macierzy nie jest przemienne.
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Przyktad
1 20 -1 2
> [3 1 1]'*[ 0 —2
1 20 -1 2
> {3 1 1]‘_[ 0 —2

POLITECHNIKA

L

LUBELSKA
31 [0 43
41713 -1 5
31 [20 -3
417133 =3
21/25
ﬂ e S L ol




“-poLLub
./ Z nami POL'TECHN”‘(A
TechnoLogreZ” [3[ LUBELSKA

Przyktad

(1)% 1-1+2-04+0-1 1-242-1+0-3
1 3 3-1+1-0+1-1 3-24+1-141-3
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Macierz transponowana

P Macierza transponowang do macierzy A = [aij] wymiaru m X nm nazywamy
macierz B = [bij] wymiaru n X m, ktorej elementy okreslone sg wzorem

1] Jt

dlaie {1,2,...,n}orazj € {1,2,...,m}.
P Macierz transponowana do macierzy A oznaczamy symbolem AT,
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Przyktad

1
4
7
0

O 0o TN

S OO W

POLITECHNIKA

L

LUBELSKA
1470
AT = { 2580 }
3690
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Wyznaczniki

dr Ewa tazuka, prof. uczelni
Katedra Matematyki Stosowanej
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Plan wykfadu

Wyznacznik macierzy i metody jego obliczania
Wtasnosci wyznacznikéw
Macierz odwrotna i jej wtasnosci
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Wyznacznik macierzy

P Wyznacznikiem rzeczywistej macierzy kwadratowej A = [a,;] nazywamy
liczbe rzeczywistg det A przyporzadkowang macierzy A w pewien $cisle
okreslony sposob.

P Wyznacznik macierzy A oznaczamy takze symbolem det[a, ;] lub [A].
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Reguta obliczania wyznacznikéw
macierzy stopnia pierwszego

detlay;] = ayy
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Reguta obliczania wyznacznikéw
macierzy stopnia drugiego

app Qg

= A11092 — Q21079
Qg1 Qa9
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Przyktad

Obliczyé wyznacznik macierzy A = [le g]

1 2
4 5

detA:‘ ’:1-5—4-2:5—8:—3
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Reguta Sarrusa obliczania wyznacznikow macierzy stopnia
trzeciego

a11 Q1o Gq3

(g1 Qg Qg3 | = G110G92033 1 Q19093031 + Q13091039

Q31 Qgzp G33 —Q31099013 — Q320930711 — A330910 12

UWAGA! Reguta ta nie przenosi sie¢ na wyznaczniki wyzszych stopni.
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Przyktad
1 2 —1
Obliczyé wyznacznik macierzy A = |4 2 1].
1 5 3
1 2 -1
detA=1[4 2 1|=
1 5 3

1-2:3+2-1-14(-1)-4-5—1-2-(=1)—5-1-1—-3-4-2 =
6+2—204+2—5—24=—39
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Dopetnienie algebraiczne elementu macierzy

P Niech A = [aij] bedzie macierzg kwadratowg stopnian > 2.

P Dopetnieniem algebraicznym elementu a;; macierzy A nazywamy liczbe

gdzie Aij oznacza macierz stopnian — 1 otrzymana przez skreslenie ¢-tego
wiersza oraz j-tej kolumny macierzy A.
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Rozwiniecie Laplace’a wyznacznika

P Niech A = [aij] bedzie macierzg kwadratowg stopnian > 2 oraz niech 7, j
beda ustalonymi liczbami naturalnymi takimi, ze i, j € {1,2, ... ,n}.
P Wtedy wyznacznik macierzy A mozna obliczy¢ na podstawie nastepujacych
wzorow:
P detd = a;; Dy + apDip + - + a5, Dy
wzdr ten nazywamy rozwinieciem Laplace’a wyznacznika wzgledem i-tego
wiersza;
wzOr ten nazywamy rozwinigciem Laplace’a wyznacznika wzgledem j-tej
kolumny. /28
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Wyznacznik macierzy trojkatne;j

P Jezeli A = [al-j] jest macierza diagonalng lub macierzg tréjkatna dolng lub
macierzg trojkatng gorng stopnia n, to jej wyznacznik jest réwny iloczynowi
elementdw stojgcych na gtownej przekatnej tej macierzy, tzn.

detA — a11 . CL22 "'ann-

P Przyktad
1 0 3 3
0 —2 1 4
0o s 1=t (253=30
0 0 0 3 /28
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Wtasnosci wyznacznikow

37
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P Wyznacznik macierzy kwadratowej zawierajacej kolumne zfozong z samych
zer lub wiersz ztozony z samych zer jest rowny 0, tzn.

app Qi 0 Gy
aj; a0 oag, Qg1 Qg Gy
a21 a22 0 a2n _ 0 . . ‘. : _ 0
: : - 0 0 0 -
anl an2 0 ann : : . :
Ap1 Qpg 0 Qpy
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P Wyznacznik macierzy kwadratowej zawierajgcej dwie jednakowe (albo
proporcjonalne) kolumny lub dwa jednakowe (albo proporcjonalne) wiersze
jest rowny 0, tzn.

ai1 G2 Q1pn
aj; ¢ zcl - ay, ¢ 0:2 c
a:21 0.2 :02 a?n _ 07 : : —0
(%1 Cn kcn Ay kCI kCQ kcn
Ap1 Gpa Apn 15/28
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P Wyznacznik macierzy kwadratowej zmieni znak, jezeli przestawimy w niej
miedzy sobg albo dwie kolumny albo dwa wiersze, tzn.

ayy v Qo o Qi v Qyp ay a1 v Q1 vt Qg
a1 v Qg vt QAgy v Qop | | Q21 agj Agq - Q2p
Ap1 = Apg 0 Qpg 0 Qpp an1 Apj 0 Qpg 0 Qpp
a1 Q12 vt G1pn a11 Q12 v G1p
A1 Qi vt Qg aj1  Qi2 vt Qhp
oraz : : : =— : : - :
@j1 G52 7 Ggn a;1 Q2 Qg 16/28
Apn Ap1 Ap2 0 App
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P Jezeli wszystkie elementy pewnej kolumny lub pewnego wiersza macierzy
kwadratowej posiadajg wspolny czynnik, to mozna go wytaczy¢ przed
wyznacznik tej macierzy, tzn.
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aj2
EPP)

a1
ag1

Ap2

oraz

cay;
Ca2j
Cly j
a1 a2
a1 a2
Cail Caiz
An1 Ap2

A1n
Aon

nn

A1
Aop
CQ;p

nn

L

POLITECHNIKA
LUBELSKA

a1 Aai2 ayj A1n
Qg1 Q22 Az Aop
Apn1 Ap2 Ap J Apn
aix; QA2 A1n
az1 A22 A2n
=_cC .
ai1 Q42 Ain
an1  Ap2 Ann
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Twierdzenie

Wyznacznik macierzy kwadratowej nie zmieni sie, jezeli do dowolnej kolumny tej
macierzy dodamy inng kolumne pomnozona przez dowolna liczbe lub do dowolnego jej
wiersza dodamy inny wiersz pomnozony przez dowolna liczbe.

Twierdzenie

detA = detA™ dla dowolnej macierzy kwadratowej A.
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Twierdzenie

(Twierdzenie Cauchy’ego)
Jezeli A i B sa macierzami kwadratowymi tego samego stopnia, to
det(A - B) = detA - detB.

Twierdzenie

Dla dowolnej macierzy kwadratowej A oraz dowolnego n € N prawdziwa jest réwnosé¢
det (A™) = (detA)".
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1 2 -1 4
. , . . —6 4 2 1
Obliczy¢ wyznacznik macierzy A = 1 5 3 _9
2 -2 1 3
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Przyk¢tad cd.

1 2 -1 4 0 2 -1 4 0 0 —-1 4
detA — -6 4 2 1 [ kitks|—4 4 2 1 [ k2+2ks |—4 8 2 1 | katdks
=11 5 3 —2 T |4 5 3 —2 T |4 11 3 -2 =

2 -2 1 3 3 -2 1 3 3 0 1 3
_04 g _21 8 -4 8 9], -4 8 1y,

=—1-(=D)'"3.14 11 10| =7 — 1 -1 =
4 11 3 10 s 0 7 0 7
3.0 1 7
0 19 0 4 1
—l4 11 —1|=-19.(—1)*2. =19-(28+3)=19-31 = 589
3 .0 7 37

Fundusze Europejskie
dla Rorwoju Spotecznego

Rzeczpospolita

- Polska

Dofinansowane przez
Unie Europejsky
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Macierz odwrotna

Niech A bedzie macierzg kwadratowg stopnia n.

Definicja

Macierza odwrotng do macierzy A nazywamy macierz A~ spetniajaca warunek
AA™Y = AYA =1, gdzie I, jest macierza jednostkowa stopnia .

Definicja
Jezeli jerz A posiad. jerz od A1 erz A
ezeli macierz A posiada macierz odwrotna , to macierz A nazywamy

odwracalna. Macierz odwrotna jest wyznaczona jednoznacznie. ve)o8
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Twierdzenia o macierzy odwrotnej

Twierdzenie
Macierz kwadratowa jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy detA + 0.

Twierdzenie

Jezeli macierz kwadratowa A = [aij] jest nieosobliwa, to

1

-1 D..
detA[ K

]T

)

25/28

przy czym | D,.] oznacza macierz dopetnieri algebraicznych elementéw a;; macierzy A.
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Przyktad

e . . -1 2
P Wyznaczyé, o ile istnieje, macierz odwrotng do macierzy A = [ 1 _4} .

P detA =4 —2 =2+ 0, wiec macierz A jest odwracalna

—1)2. (—4 —1)%-1
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Przyktad cd.

—4 =2 -2 -1
>t =g =3[0 2 =[5 0
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Uktady réwnan liniowych

dr Ewa tazuka, prof. uczelni
Katedra Matematyki Stosowanej
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Plan wykfadu

Definicja uktadu réwnan liniowych
Twierdzenie Cramera

Metoda eliminacji Gaussa
Twierdzenie Kroneckera—-Capellego
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Definicja uktadu

réownan liniowych

L osecsia

37
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Definicja
Uktadem m réwnan liniowych z n niewiadomymi x, xo, ..., x,,, gdzie m € N oraz

n € N, nazywamy ukfad réwnari postaci:

allxl + a12£L'2 + coo + aln:l?n = b].
1T + Qp0Ty + ... + a,,.T, = b,

4/41

gdzie a;; € R orazb; € R dlai € {1,2,...,m} orazj € {1,2,...,n}.
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Macierzowa postac uktadu réwnan liniowych

P Uktad rownan liniowych mozna zapisaé w postaci macierzowej AX = B,

a;; Qg ... G, xq by
a a e a T b
; _ 21 22 2n _ 2 _ |92
gdzie A = : : . il N X= |27, B=|"
CLml am2 amn xn bm

P Macierz A nazywamy macierzg gtéwna uktadu rownan liniowych, macierz X
macierza (kolumna) niewiadomych, za$ macierz B macierza (kolumna) wyrazéw
wolnych.
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TECHNOLOQIEX
Rozwiqgzanie liniowego uktadu rownan
Definicja

Rozwigzaniem ukfadu réwnan liniowych nazywamy ciag (1, %y, ..., x,,) liczb
rzeczywistych spetniajacych ten ukfad.
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Rozwigzalnosé liniowego uktadu réwnan

Uktad réwnan liniowych moze

P miec doktadnie jedno rozwigzanie (ukfad oznaczony, uktad réwnan
niezaleznych),

P mie¢ nieskoriczenie wiele rozwigzan (ukfad nieoznaczony, uktad réwnarn
zaleznych),

P nie mieé rozwigzan (ukfad sprzeczny).
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Twierdzenie Cramera

37
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Kwadratowe uktady rownan

Niech macierz gtéwna A liniowego uktadu réwnan bedzie macierzg kwadratowa.

Twierdzenie
(Twierdzenie Cramera) Uktad réwnari ma doktadnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko
wtedy, gdy macierz A jest nieosobliwa, tzn. detA # 0.
Rozwigzanie to dane jest nastepujacymi wzorami Cramera:

detA, detA, detA,,

T =——F+, Tyg=———, ... T,, = ,

detA detA detA
gdzie macierz A; otrzymujemy z macierzy A przez zastapienie i-tej kolumny kolumng o4
wyrazéw wolnych.

A e A A A . Fundusze Europejskie Rzeczpospolita  Dofinansowane przez
o ne technologie” FERS.01.05-IP.08-03 o dla Rozwoju Spotecznego - Palska Unig Europejska
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Przyktad 1
Dla jakiej wartosci parametru a € R uktad réwnan
2 — 3y + 2z 4+ 3t =3
3 — ay + z — t =1
x + 5z + t =2
-z + y — 2z 4+ 3t =5

ma doktadnie jedno rozwigzanie?
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Przyktad 1

P Obliczamy wyznacznik macierzy gtéwnej uktadu réwnan:
2 -3 2 3|men|2 3 -8 1

_ 1| k,—k _ _ _
detd_ |3 —a 1 k|3 —a —14 —4 _

1 0 5 1 o 1 0 0 (N
-1 1 -2 3 -1 1 3 4
-3 -8 1
(—1)*-1-|—a —14 —4| =178 — 35a.
1 3 4
P Ukfad rownan ma dokfadnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
detA # 0« 178 — 35a 75 0<a 7& 178 11741

Fundusze Evropejskia Rzeczpospaolita Dofinansowane przez
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Przyktad 2
Z uktadu réwnan:
r + y + z + t =0
y + 2z + t =1
x + 2y + 3z =2
y + 2z + 3t =-2
wyznaczy¢ niewiadoma y.
1111 1 0 11
0111 0 1 11
> A= 1 2 30 4, = 1 2 30
012 3 0 -2 2 3 12/41
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Przyktad 2 - cd.

1 1 1 1 1 1 1 11 1
oot 1 tfwewfo 11 1|, N
PdetA=] 5 5 ol = [0 1 2 /=D 1 % g 31_4.
01 2 3 01 2 3
1 0 11 1 1 1 1 1 1 1
o1 1 tfeeo 11 1| N
D detAd, =l 5 3 ol = |0 2 2 q|=CD*1 _22 g 31_12.
0o —2 2 3 0o -2 2 3
detA
P Zatemy = 2 _ 3
y detAd 13/ 41
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Jednorodne uktady réwnan
Definicja
Uktad réwnan nazywamy jednorodnym, gdy kolumna wyrazéw wolnych jest macierza
zerowa.
Uwaga

Jednorodny ukfad réwnan ma zawsze rozwigzanie. Jest to rozwiazanie zerowe.
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Jednorodne uktady réwnan

Whiosek

(Whiosek z twierdzenia Cramera) Kwadratowy jednorodny ukfad réwnan ma
rozwigzanie niezerowe wtedy i tylko wtedy, gdy macierz gtéwna tego uktadu jest
osobliwa.
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Metoda eliminacji Gaussa
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Metoda eliminacji Gaussa dla ukftadow Cramera

P Zatozmy najpierw, ze dany jest ukfad rownan liniowych w postaci
macierzowej AX = B, gdzie A jest kwadratowg macierzg nieosobliwa.
P> Z twierdzenia Cramera wynika, ze ma on doktadnie jedno rozwigzanie.

P> Zamiast rozwigzywad uktad réwnan w klasycznej postaci, bedziemy
przeksztatcaé macierz rozszerzong uktadu [A|B].

| etap etap

[A|B] — [A"|B'] — [I|R]

P A’ - macierz tréjkatna gorna z jedynkami na gféwnej przekatnej
17/ 41
P R - macierz rozwigzan uktadu
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Operacje na wierszach macierzy, ktdre nie zmieniajq
rozwigzan ukfadu réwnan

P zamiana dwdch wierszy macierzy (zamiana kolejnosci réwnan) w;, < w;

P pomnozenie wiersza przez statg rézng od 0 ([pomnozenie stronami
réwnania przez statg r6zng od 0) cw;

P dodanie do elementdw pewnego wiersza odpowiadajgcych im elementdw
innego wiersza pomnozonych przez dowolng liczbe rézng od 0 (dodawanie
rownan stronami) w; + cw;
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| etap metody eliminacji Gaussa

P Algorytm przeksztatcania macierzy [A|B] do postaci [A’| B’], gdzie macierz
A’ jest macierzg trojkatng gorng z jedynkami na gtéwnej przekatnej:
w/l = a—ilwl — ,ustawienie jedynki na gftéwnej przekatnej”
Wy = Wy — Ay W)
W5 = Wy — Az W] ~Wyzerowanie elementéw
.. pod otrzymang jedynkg”
Wy, = W, — anlwll
P Jezeli ay, = 0, to zamieniamy wiersze macierzy tak, aby w pierwszym

wierszu i pierwszej kolumnie znalazf sie element niezerowy. 0/4
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| etap metody eliminacji Gaussa

P> Nastepnie kontynuujemy to postepowanie dla podmacierzy stopnian — 1,
n—2,..,2orazl.

P W obliczeniach recznych na tym etapie poprzestajemy i rozwigzujemy
otrzymany réwnowazny ukfad réwnan, zaczynajgc od ostatniego réwnania.
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Il etap metody eliminacji Gaussa

Algorytm przeksztatcenia macierzy gérnie tréjkatnej [A’| B’] do macierzy [I| R,
gdzie I jest macierzg jednostkowa, za$ R macierza rozwigzan wyj$ciowego
uktadu réwnan:

UJ;} —Un / / ”
Wp—1 = Wp_1 — Ap1 Wy
oo / ” ”
Wy_g = Wy_o an—Z,n—lwn—l a’n—2,nwn
"o roon ’on / ”
Wy = Wy — AWy — A13W3 A1 Wy
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Zastosowanie metody eliminacji Gaussa do odwracania
macierzy

P Niech A bedzie nieosobliwg macierza kwadratowa, zas I macierza
jednostkowa tego samego stopnia, co macierz A.

P> Po zastosowaniu obu etapéw metody eliminacji Gaussa do macierzy [A|I]
otrzymujemy macierz [[|A™1].
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Metoda eliminacji Gaussa dla macierzy prostokgtnych
Stosujgc metode eliminacji Gaussa dla dowolnego liniowego uktadu réwnan
mozemy napotkac na nastepujace sytuacje:

1. wiersz samych zer (réwnanie tozsamosciowe 0 = 0),

2. dwa wiersze proporcjonalne [dwa réwnania zalezne),

3. brak elementu niezerowego w kolejnej kolumnie (brak mozliwosci
ustawienia elementu niezerowego na gtéwnej przekatnej).
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Metoda eliminacji Gaussa dla macierzy prostokgtnych
Stosujgc metode eliminacji Gaussa dla dowolnego uktadu réwnan liniowych
mozemy dodatkowo wykonywacé nastepujgce operacje:
1. skreslenie wiersza samych zer (stosujemy w sytuaciji 1),
2. skreslenie jednego z dwdch wierszy proporcjonalnych (stosujemy
w sytuacji 2),
3. zamiana miejscami dwoch kolumn przy jednoczesnej zamianie
niewiadomych (stosujemy w sytuacji 3).
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Rozwigzanie prostokgtnego uktadu rownan

Po zastosowaniu | etapu metody eliminacji Gaussa do macierzy [A|B]
otrzymujemy macierz nastepujgcej postaci:

“1
%2
’ .
M = A’I”X’I’ Prx(nf’r’) : ’
A

00 .. 0[]0 . 0|2z

gdzie A’ jest macierza tréjkatnag gérna, zas ostatni wiersz moze nie wystapic.
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Rozwigzanie prostokgtnego uktadu rownan

P Jezeliz, ., # 0, to uktad jest sprzeczny.
P Jezelin = r, to ukiad na doktadnie jedno rozwigzanie.

P> Jezeli ostatni wiersz w macierzy nie wystepuje oraz r < n, to ukfad ma
nieskoriczenie wiele rozwigzan, przy czym r niewiadomych wystepujgcych
w macierzy A’ zalezy od n — r pozostatych (parametréw) wystepujacych
w macierzy P.
W przypadku obliczen recznych poprzestajemy na tym etapie i wyznaczamy
rozwigzanie z powyzszej macierzy.
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Przyktad 3
Rozwigzac uktad réwnan:
200 — Ty — ®3 — 2xy =-—3
3z, + 4z — 10z, =-T7
-y + xy — 3x3 + 4z, =6
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Przyktad 3 - cd.

Zastosujemy metode eliminacji Gaussa.
Wo — 2W1
1 1 2  —5|—17 ws —3w1 1 1 2 —5|—1
wy — 2w
2 -1 -1 =-2|-3 w45+w11 0 -3 =5 8]|—1 wy-(—1)
1 -2 1 —-1(-6 — 0 -3 —1 4|-5| —
3 0 4 -—-101—7 0 -3 —2 5|4
-1 1 -3 416 0o 2 -1 —1| 5
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Przyktad 3 - cd.

11 2 5 -ljwstdwerl 12 51

wy + Sw 5 8 1
0 1 3 =55 |w-2w |01 5 =3 35wt
0 -3 <1 4|5 — |00 4 —4-4] —
0 -3 -2 5|4 00 3 —3-3

13 13 3

0 2 -1 —1[5 00 —3 FI3

wy — 3
01 g _g % ws + Bwy |01 % _g % US-Wa,Ws
00 1 —1f=1) "— 00 1 —1j-1| —
00 3 -—3l-3 000 0O

. > o 29 / 41
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Przyktad 3 - cd.

112 —5|-1

5 8| 1
013 —3]3
001 —1|-1

Po tych przeksztatceniach otrzymujemy nastepujgcy, rownowazny
wyjsciowemu, uktad réwnan:

5 8 _ 1
Ty + 3T3 — 3Ty = 3 3074
3 — x, = —L
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Przyktad 3 - cd.

P Traktujac x, = o jako parametr, obliczamy x5 z ostatniego réwnania:
Tg =a— L

P Nastepnie obliczamy To Wstawiajgc r3 = o — 1 do drugiego réwnania:
Ty =—32z3+3r,+1=—2(a-1)+3a+i=a+2

P Podobnie, podstawiajac x5, = o + 2 oraz T4 = a — 1 do pierwszego
rownania, obliczamy x; = 2a — 1.
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Przyktad 3 - cd.

T, =20—1

Ty =0+ 2
P Rozwigzanie omawianego ukfadu réwnan ma postac: ¢ x5 =a — 1

ZC4 =

a€R

P Oznacza to, ze ukfad ten ma nieskoriczenie wiele rozwigzan zaleznych od
jednego parametru,
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Rozwigzanie prostokgtnego uktadu rownan

W przypadku, gdy uktad jest rozwigzalny (nie wystepuje ostatni wiersz
w macierzy M), po zastosowaniu |l etapu eliminacji Gaussa do macierzy M
otrzymujemy macierz M’ postaci:
/ Zi
M/ = I’f’><7‘ Prx(n—r)

4

<
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Rozwigzanie prostokgtnego uktadu rownan

Wowczas rozwigzanie ukfadu przyjmuje postac:

Y1 Zi yT+1
Yaf — P2 _ pr. |Yr+2
Yr zy Yn
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Minor, rzad macierzy

Definicja
Minorem stopnia k € N | macierzy A nazywamy wyznacznik podmacierzy macierzy A

utworzonej z elementéw macierzy stojacych na przecieciu dowolnie wybranych k
kolumn i k wierszy.

Uwaga

Macierz wymiaru m x m ma dokfadnie (") (}) minoréw stopnia k, gdzie

1 < k < min{m,n}.
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Minor, rzad macierzy
Definicja
Rzedem macierzy nazywamy najwiekszy stopien jej niezerowego minora.

P Rzad macierzy A bedziemy oznaczac¢ symbolem r(A).
P Przyjmujemy, ze rzad macierzy zerowej jest rowny 0.
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Wtasnosci rzedu macierzy

P Rzad macierzy nieosobliwej jest réwny jej stopniowi.
P r(AT) =r(A)
P Rzad macierzy nie ulegnie zmianie, gdy:

1. przestawimy dwa wiersze (dwie kolumny),

2. wiersze (kolumny) pomnozymy przez liczby rézne od 0O,

3. do danego wiersza (kolumny) dodamy kombinacje liniowa wierszy (kolumn)
pozostatych.
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Twierdzenie

Kroneckera—-Capellego

L osecsia
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Definicja
Macierz rozszerzona uktadu réwnan jest to macierz powstata z macierzy gtéwnej
ukfadu réwnan poprzez dopisanie do niej kolumny wyrazéw wolnych.
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Twierdzenie

(Twierdzenie Kroneckera—Capellego) Uktad réwnari liniowych ma co najmniej jedno
rozwigzanie, jesli rzad r(A) macierzy tego uktadu A jest réwny rzedowi r([A|B])
macierzy rozszerzonej [A|B|, tzn. r(A) = r([A|B]).
P Jezelir(A) = r([A|B]) = r orazr = n, gdzie n jest liczba niewiadomych
uktadu, to ukfad ma doktadnie jedno rozwiazanie.

P Jezelir(A) = r([A|B]) = r oraz r < n, to uktad ma nieskoriczenie wiele
rozwigzan zaleznych od m — r parametréw.

P Jezeli r(A) #+ r([A|B]), to ukfad jest sprzeczny. “erd
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