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Plan prezentacji

* Rachunek wektorowy, elementy rachunku
rozniczkowego i catkowego, uktad jednostek
S

e Kinematyka punktu materialnego

 Dynamika punktu materialnego: ped, sita,
praca, energia kinetyczna i potencjalna,
zasady zachowania, moc

* Dynamika bryty sztywnej: moment pedu,
moment sity, moment bezwtadnosci

* Prawo powszechnego cigzenia, prawa
Keplera 2
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Plan prezentacji

Sprezystosc ciat statych

Drgania, oscylator harmoniczny

Wahadto matematyczne i fizyczne

Hydrostatyka i elementy dynamiki ptynow

* Termodynamika: rownanie stanu gazu
doskonatego, przemiany gazowe, zasady

termodynamiki, sprawnosc silnika Carno,
przejscia fazowe

Elektrostatyka, elektrycznos¢, magnetyzm,
fale elektromagnetyczne
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Plan prezentacji
* Optyka geometryczna i falowa

* Fizyka wspoifczesna: fizyka atomowa |
jadrowa, fizyka ciata statego

* Elementy mechaniki kwantowej
* Pomiar i analiza danych pomiarowych
* Rola symulacji komputerowych w fizyce
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Rachunek wektorowy, elementy rachunku

rozniczkowego i catkowego, uktad jednostek SI
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Wektory cz. |

/naczgca liczba wielkosci w fizyce opisywanych jest jako wektory.
Wektor to obiekt matematyczny posiadajacy cech:

1. Wartosc¢ lub inaczej dtugos¢. Czasami nazywana modutem.

2. Kierunek (np. kierunek pionowy, poziomy).

3. Zwrot, méwi nam w ktorg strone zwrocony jest wektor w
ramach danego kierunku (lewo, prawo, gora, dot, przod, tyt).

W notacji matematycznej wektor zapisujemy jako literke ze strzatka

u gory F, badz jako pogrubiong czcionka F.
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Wektory cz. li

Wektory charakteryzujg sie wspotrzednymi. Podstawowy zapis
wektora w przestrzeni 3-wymiarowej w uktadzie kartezjanskim
przedstawiony jest jako zestaw trzech liczb czyli wspotrzednych
wektora. Ponizej widzimy dwa rodzaje zapisu, jeden za pomoca

wspotrzednych punktow poczatku i konca wektora

> _ (k Dk Pk 1%
a—(ax—ax,ay—ay,az—az)

Oraz drugi jako wektor przesuniety tak by jego punktem zaczepienia
byt punkt poczatku uktadu wspotrzednych
a= (ax, ay, az) 7
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Wektory cz. Il

Wektor mozna zaprezentowac na rysunku jako strzatka, ktorej poczatek bedzie
punktem zaczepienia wektora, grot strzatki wskazuje koniec wektora, dtugosc strzatki
jest jego wartoscig (modutem) czesto oznaczanym z pomocg symbolu wartosci
bezwzglednej. Ponizej przedstawione sg wzory na obliczanie dtugosci wektora z jego
wspotrzednych (okreslonego jako punkt poczatkowy i koncowy oraz przesunietego do
poczatku uktadu wspotrzednych, gdzie punkt poczatkowy ma wspotrzedne

A, = (a,’z,ag), a punkt koricowy A4;, = (a,’ﬁ,a@

il = \/(a,"c" — afz)z + (af — ai)z + (ak - a§)2

— 2 2 2

Ql

Qy
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Wektory cz. IV

Na wektorach mozemy wykonywac nastepujgce dziatania:
* Dodawanie i odejmowanie wektorow,

* Mnozenie przez liczbe,

* Mnozenie dwoch wektorow skalarnie,

* Mnozenie dwoch wektorow wektorowo.
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Wektory cz. V

Dodawanie wektorow:

d+b=(ay+by,a,+b,)

Rys. 1. Dodawanie wektoréw

a—b

Odejmowanie wektorow:

b

a — E=(ax — by,a, — by)
10

Rys. 2. Odejmowanie wektorow
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Wektory cz. VI

Mnozenie przez skalar.

Kazdg wspotrzedng wektora mnozymy
przez liczbe (skalar).

ra = (rax, ray)

Rys. 3. Mnozenie wektora przez liczbe.
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Wektory cz. VII

lloczyn skalarny wektoréw — mnozymy przez siebie odpowiednie
wspotrzedne obydwu wektorow (wspotrzedna x wektora a razy

wspotrzedna x wektora b i tak dalej).

d-b=a.b, + ayb, + azb,
i-b= I&I|B| cos a
12

Wynikiem iloczynu skalarnego jest liczba!
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Wektory cz. VIII

Istota lloczynu Skalarnego

W praktyce wielkosc ta okresla stopien, w jakim oba wektory s3 ze sobg
zsynchronizowane w przestrzeni, czyli jak bardzo "skierowane sg w te samg strone".
Geometrycznie iloczyn skalarny reprezentuje dtugosc rzutu prostokatnego jednego
wektora na kierunek wyznaczony przez drugi wektor, przemnozong przez dtugosc tego
drugiego wektora. Jesli wyobrazimy sobie, ze jeden wektor rzuca cien na drugi pod
katem prostym, to iloczyn skalarny jest miarg dtugosci tego cienia skorygowang o

rozmiar samej osi, na ktorg ten cien pada.
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Wektory cz. IX

Istota lloczynu Skalarnego

Interpretacja wyniku iloczynu skalarnego opiera sie gtownie na analizie jego
znaku, co pozwala natychmiast oceni¢ wzajemne utozenie wektorow bez
koniecznosci doktadnego liczenia kata miedzy nimi. Dodatni wynik oznacza,

ze oba wektory wspotdziatajg, tworzgc kat ostry i wskazujgc podobny kierunek.
Wynik ujemny mowi nam, ze wektory w pewnym sensie przeciwdziatajg sobie,

tworzgc kat rozwarty i zwroty skierowane przeciwnie. 14
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Wektory cz. X

Istota lloczynu Skalarnego

Szczegolnym i niezwykle waznym w fizyce przypadkiem jest sytuacja, gdy iloczyn
skalarny wynosi doktadnie zero. Oznacza to, ze wektory sg wzgledem siebie
prostopadte (ortogonalne) — zaden z nich nie ma najmniejszego wktadu w
kierunku drugiego, przez co sg od siebie catkowicie niezalezne. Klasycznym
fizycznym przyktadem tak zdefiniowanej wielkosci jest praca mechaniczna,
gdzie ostateczna energia zalezy wytgcznie od tej sktadowej sity, ktora pokrywa

. . . . 15
sie z kierunkiem ruchu ciata.
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Wektory cz. X

Wersor, nazywany rowniez wektorem jednostkowym, to specyficzny
rodzaj wektora, ktorego dtugosc wynosi doktadnie jeden. Ze
wzgledu na te unikalng wtasciwos¢, wersory nie stuzg do okreslania
rozmiaru czy skali danej wielkosci fizycznej, lecz petnig funkcje
czysto kierunkowg — ich jedynym zadaniem jest wskazanie

16

konkretnego kierunku i zwrotu w przestrzeni.
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Wektory cz. XII

W fizyce i geometrii wersory stanowig fundament opisu uktadéw
wspotrzednych. Najpopularniejszym przyktadem sg wersory osi
kartezjanskich, oznaczane zazwyczaj jako 1, J, k (lub €x, €y, €z),

ktore wyznaczajg kierunki odpowiednio osi X, Y i Z. Dzieki nim dowolny,
skomplikowany wektor mozna zapisac jako sume jego sktadowych
przemnozonych przez te wtasnie jednostkowe drogowskazy, co ogromnie

17

upraszcza strukture matematyczna rownan ruchu czy pol fizycznych.
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Wektory cz. Xili

Dowolny wektor w trojwymiarowym uktadzie kartezjanskim
mozemy zapisac jako kombinacje liniowg wersorow:

d = a,l+ayj+ask

Gdzie wektory: T L] L k
1= (1,0,0), 7 =1(0,1,0), k =(0,0,1)

Zapis wersorowy wektorow bedzie potrzebny dalej do obliczania
iloczynu wektorowego. 18
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Wektory cz. XIV

lloczyn wektorowy

lloczyn wektorowy dwdch wektorow to
operacja, ktéra — w przeciwienstwie do
iloczynu skalarnego — nie redukuje
uktadu do pojedynczej liczby, lecz
generuje catkowicie nowy wektor.
Wynik ten posiada trzy scisle
zdefiniowane cechy: okreslong wartosc
(dtugosc), kierunek oraz zwrot w
przestrzeni, co czyni go idealnym
narzedziem do opisu zjawisk

trojwymiarowych, zwtaszcza tych Jezewski M., Fizyka, Wydawnictwo PWN 1970. =
Zwigzanych z obrotami.
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Wektory cz. XV

Pod wzgledem geometrycznym, wartosc
(dtugosc¢) nowego wektora jest rowna
polu powierzchni rownolegtoboku
rozpietego przez oba wektory
wyjsciowe. Oznacza to, ze iloczyn
wektorowy osigga swojg maksymalna
wartosc, gdy wektory sg wzgledem
siebie prostopadte. Z kolei dla
wektorow rownolegtych (lub
antyrownolegtych) iloczyn wektorowy
wynosi doktadnie zero, poniewaz nie da  josewski M., Fizyka, Wydawnictwo PWN 1970. 20
sie z nich rozpigC zadnej powierzchni.

Projekt wspotfinansowany ze Srodkéw Unii Europejskiej w ramach: Y. . .
FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) Fundusze FU"OPEJSk'e Rzeczpospolita Doﬁnanf.owane przez
"POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00 dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unig Europejska




nami
¢ nowocaesne ,

TECHNOLOQIE

- -
o reterEint Il [seiska

e

Wektory cz. XVI

Kierunek powstatego wektora jest zawsze
ortogonalny (prostopadty) do ptaszczyzny
wyznaczonej przez dwa wektory wejsciowe.
Oznacza to, ze wynikowa strzatka jednoznacznie
wskazuje o$ normalng tej ptaszczyzny.

Zwrot nowego wektora (czyli to, w ktdrg strone
osi jest zwrdcony) ustala sie za pomocg tzw.
reguty prawej dtoni (lub sruby prawoskretnej).
Jesli zginajgc palce prawej dtoni, wykonamy
ruch od pierwszego wektora do drugiego po
krotszym tuku, to odchylony kciuk wskaze zwrot
wektora wynikowego. Konsekwencjg tej
geometrii jest fakt, ze iloczyn wektorowy jest
antyprzemienny — zmiana kolejnosci mnozenia
wektorow nie zmienia wprawdzie wartosci ani
kierunku wyniku, ale odwraca jego zwrot w
przestrzeni na przeciwny.

Jezewski M., Fizyka, Wydawnictwo PWN 1970. #
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Wektory cz. XVII

lloczyn wektorowy

Przyktadowy przepis na obliczenie iloczynu wektorowego dwdoch wektoréw
a= (ax, ay, ax) b = (bx, by, bz) w uktadzie kartezjanskim. Jest to metoda
wyznacznikowa, pokazujgca zastosowanie w rachunkach wersorow.

T Tk
adxb=|a, a, a,|=
b, b, b,

X
= a,b,l + a,b,j + a,by,k — a,b.k — a,b,j — a,b,l
= (ayb, — azby )T+ (azby — ayb,)j + (axb, — a,by )k

22
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Wektory cz. XVIII

Pewne wtasnosci iloczynu wektorowego wektorow i wersorow
IxXk=1

S
N
1

23
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Wektory cz. XIX

lloczyn wektorowy - podsumowanie

W fizyce iloczyn wektorowy jest niezastgpiony wszedzie tam, gdzie
kierunek przyczyny rozni sie od kierunku skutku. Stanowi on

podstawe matematyczng do definiowania momentu sity, momentu

pedu (kretu) oraz opisu predkosci liniowej w ruchu obrotowym.

Jest rowniez kluczowy w elektrodynamice, gdzie za jego pomoca

definiuje sie site Lorentza dziatajacg na tadunek poruszajgcy sie w

polu magnetycznym. 2
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Elementy rachunku rozniczkowego — pochodna funkgcji cz. |
Y

Pochodna funkcji w punkcie to jedno z
najbardziej fundamentalnych pojec analizy
matematycznej, ktdre w prosty sposob mierzy
lokalng dynamike zmian. Mdéwigc najproscie;j,
informuje nas ona o tym, jak szybko i w jakim
kierunku zmieniajg sie wartosci funkcji w
konkretnym, wybranym miejscu, gdy
dokonujemy minimalnej zmiany jej
argumentu. Pozwala nam to porzuci¢ analize
globalng na rzecz precyzyjnego opisu
zachowania funkcji w skali mikro.
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Elementy rachunku rozniczkowego — pochodna funkgji cz. |l
Y

Pod wzgledem geometrycznym pochodna w punkcie okresla
doktadne nachylenie wykresu funkcji w tym konkretnym
- . . . . flzo + k)
miejscu. Jesli wyobrazimy sobie gtadka krzywg, to pochodna jest
rowna wspotczynnikowi kierunkowemu prostej stycznej do tej
krzywej w wybranym punkcie. Matematycznie proces ten polega
na badaniu linii fgczacej dwa bliskie punkty wykresu, czyli f(zo)

siecznej. Gdy odlegtos¢ miedzy tymi punktami zmniejsza sie do

zera, sieczna przeksztafca sie w styczng, ktdra idealnie

odzwierciedla nachylenie wykresu w tym jednym, konkretnym / ' 'J;u | '.ID _|_ 5 T

punkcie.

26
https://www.matemaks.pl/pochodne.html

Projekt wspotfinansowany ze Srodkéw Unii Europejskiej w ramach: .. . .
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
"POLLUB z nami howoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00

FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) £ ; J
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska




“=poLLub
.’nouacaesﬁ&i;m

TECHI‘IDLOQIE_\.

Pochodng funkcji w punkcie definiujemy

nastepujgco:
, . fxe+h)—fx)
f'(x0) = lim P

gdzie h — przyrost argumentu funkcji w
otoczeniu punktu Xx,,.

Na wykresie obok przedstawiona jest
interpretacja geometryczna pochodnej
w punkcie.
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Elementy rachunku rozniczkowego — pochodna funkgji cz. lll
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Elementy rachunku rozniczkowego — pochodna funkcji cz. IV

Wtasnosci pochodnej funkgji

(af)'(x) = af'(x)
(Fx) +g(®) = f'(x) + g'(x)

(F)g®) = f'(x)gx) + f(x)g'(x)

FEN _ fleg@)-fg' x) .
(g(x)) = 700 gdzie g(x) # 0

28

f'(x) = h'(g(x))g' (x) gdzie f(x) = h(g(x))
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Elementy rachunku rézniczkowego — pochodna funkcji cz. V

Mozliwe notacje pochodnych w matematyce i fizyce

(), d];ix) — pierwsza pochodna

I dzf(x)
f(x), = — druga pochodna

Pochodna po czasie funkcji potozenia x(t)

dx(t) S o |
o albo x — pierwsza pochodna potozenia po czasie

d?x () iy o |
112 albo X — druga pochodna potozenia po czasie 29
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Elementy rachunku rozniczkowego — pochodna funkgji cz. Vi

Postacie pierwszych pochodnych kilku wybranych funkgji

f(x)=a f'(x)=0

f(x) =a-x™ f'tx)=a-m-xm1
f(x) =sinx f'(x) =cosx
f(x) =cosx f'(x) =—sinx

1

fix) =tgx o) =77
fx) = e fr) = e
f(X) =lInx f’(X) =§ 30
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Elementy rachunku rézniczkowego — pochodna funkgcji cz. VII

W fizyce i praktyce inzynierskiej pochodna w punkcie reprezentuje chwilowe
tempo zmian danej wielkosci. Klasycznym i najbardziej intuicyjnym przyktadem
jest ruch: jesli funkcja opisuje potozenie ciata w zaleznosci od czasu, to jej
pochodna w konkretnej sekundzie nie jest sSrednig predkoscig z catej trasy, ale
doktadnie tg wartoscig, ktorg w tym konkretnym utamku sekundy wskazuje
idealnie skalibrowany predkosciomierz. Analogicznie, pochodna tadunku
elektrycznego po czasie w danym momencie da nam chwilowe natezenie pradu.
Zrozumienie pochodnej w punkcie pozwala nam zatem uwolnic sie od topornych
usrednien i precyzyjnie opisywac stany chwilowe w dynamicznie zmieniajagcym sie
swiecie.

31
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Elementy rachunku rozniczkowego — pochodna czgstkowa cz. |

Pochodna czgstkowa funkcji wielu zmiennych to miara chwilowego tempa zmian
wartosci tej funkcji wzgledem tylko jednej, wybranej zmiennej niezaleznej, przy
jednoczesnym zatozeniu, ze wszystkie pozostate zmienne pozostajg zamrozone (sg
traktowane jako state). Geometrycznie, jesli funkcja dwdch zmiennych definiuje
trojwymiarowg powierzchnie w przestrzeni, to jej pochodna czgstkowa w danym
punkcie okresla wspotczynnik kierunkowy prostej stycznej do linii wycietej z tej
powierzchni przez ptaszczyzne rownolegta do osi wybranej zmiennej. Operacja ta
sprowadza analize wielowymiarowg do klasycznego rozniczkowania funkcji jednej

zmiennej w okreslonym przekroju.
32

Funkcja, dla ktérej obliczamy pochodne czgstkowe jest postaci f(x,y,z).
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Elementy rachunku rézniczkowego — pochodna czastkowa cz. |l

Przyktad obliczania pochodnych czgstkowych funkcji wielu zmiennych

f(x,y) = 3x%y + 5y°
Dla powyzszej funkcji obliczamy dwie pochodne czgstkowe, dla kazdej zmiennej
niezaleznie.

aof 0 , 0 ;

a—a(Bx y)+a(5y)—6xy+0—6xy

of _ 9 2 0 3) — 22 2

ay—ay(Bx y)+ay(5y)—3x + 15y .

FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) £ ; J
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Elementy rachunku catkowego cz. |

Rozwazmy przyktad, mamy dang funkcje f(x), dla
ktorej chcemy obliczy¢ pole powierzchni
zawartej pod wykresem tej funkcji w przedziale
od a do b. Naturalnym rozwigzaniem tego
problemu jest podziat rozwazanego obszaru na
mate prostokatne fragmenty, dla ktorych tatwo
policzy¢ pole powierzchni. Suma pdl tych
prostokatow przybliza pole zawarte pod krzywa
f(x). Jezeli podzielimy obszar na coraz wezsze
prostokaty (zwiekszymy liczbe podziatu i
zmniejszymy dtugosc podstawy prostokatow) to
dokfadnos¢ oszacowania wartosci pola pod

L)L (UBeisia

krzywa f(x) bedzie szacowana z coraz wiekszg
dokfadnoscia.
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Elementy rachunku catkowego cz. Il

Operacje te mozemy zapisa¢ matematycznie w
postaci rownania y

N
S= ) f(x)Ax;
2

gdzie S — jest szukanym polem powierzchni, a
Ax; - jest dtugoscig podstawy rozwazanych
prostokatow. Kiedy w granicy bedziemy
zmierzac do coraz mniejszych wartosci Ax; idac NS

az do wartosci zero otrzymamy doktadng |
wartos¢ pola powierzchni pod krzywa, ktora
stanowi catke funkcji f(x) postaci

b N | | 1 | | | I
5 = f F)dx = limasg Y fG)AX | s
a i=1
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Elementy rachunku catkowego cz. llI

Ponizej kilka wybranych catek elementarnych
[0dx =C Jadx =ax+C

[ x™dx =L xn+l g %: In|x| + C

n+1

[eXdx=e*+C [sinxdx=—cosx+C

fcosxdxzsinx+C 36
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Elementy rachunku catkowego cz. IV

W fizyce i praktyce inzynierskiej catka jest niezastgpionym narzedziem do
akumulacji ciggtych zmiennych. Proces ten, bedacy odwréceniem
rozniczkowania, pozwala nam odtworzy¢ petna historie uktadu, jesli znamy
jedynie tempo jego zmian w kazdej chwili. Klasycznym przyktadem jest
wyznaczanie pozycji, jesli znamy chwilowg predkosc ciata w kazdym utamku
sekundy, ktora sama w sobie moze sie nieustannie zmieniac, to catkujac te
predkosc¢ po czasie, obliczymy catkowity dystans, jaki to ciato pokonato. W
analogiczny sposodb, catkujgc zmienne w czasie natezenie pradu, dowiemy sie,
jaki catkowity tadunek przeptynat przez obwod, a catkujgc zmienng site na
danym dystansie, wyznaczymy catkowitg prace wykonang nad uktadem. Catka
pozwala nam zatem zsumowac nieskonczenie wiele malenkich efektow w jeden 37
mierzalny, makroskopowy rezultat.
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Uktad jednostek SI cz. |

Miedzynarodowy Uktad Jednostek Miar (SlI) to znormalizowany,
spojny i wspotczesny system metryczny, ktéry stanowi absolutny,
globalny standard w nauce, inzynierii oraz codziennym zyciu. Zostat
oficjalnie zatwierdzony w 1960 roku jako ewolucja wczesniejszych
systemow i opiera sie na siedmiu scisle zdefiniowanych jednostkach
podstawowych: metrze, kilogramie, sekundzie, amperze, kelwinie,
molu oraz kandeli.

38
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Uktad jednostek SI cz. Il

/ tej fundamentalnej bazy, za pomocg prostych, liniowych relacji
matematycznych, wyprowadza sie wszystkie inne jednostki
pochodne niezbedne do opisu rzeczywistosci fizycznej, takie jak
dzule, niutony czy wolty. Najwiekszg zaletg uktadu Sl jest jego
uniwersalnosc oraz to, ze po gruntownej redefinicji z 2019 roku
wszystkie jego jednostki zostaty oparte wytgcznie na niezmiennych
statych fizycznych wszechswiata (takich jak predkosc swiatta w
prozni czy stata Plancka). Catkowicie wyeliminowato to koniecznos¢
stosowania nietrwatych wzorcow materialnych i zapewnito
naukowcom na catym sSwiecie precyzyjny, odporny na uptyw czasu
jezyk pomiarowy.

39
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Uktad jednostek SI cz. 1l

Uktad Sl opiera sie na siedmiu wzajemnie niezaleznych jednostkach podstawowych. Od czasu
historycznej redefinicji w 2019 roku, zadna z nich nie zalezy juz od fizycznych artefaktow (jak
dawny metalowy wzorzec kilograma z Sevres). Wszystkie sg zdefiniowane poprzez przypisanie

scistych, niezmiennych wartosci fundamentalnym statym fizycznym wszechswiata.

Sekunda (s) — Historycznie oparta na obrocie Ziemi wokoét wtasnej osi, obecnie definiowana
zjawiskami kwantowymi. Jest wyznaczana poprzez ustalenie doktadnej wartosci liczbowej
czestotliwosci promieniowania (przejscia miedzy dwoma poziomami energetycznymi) w atomie

cezu-133. To najbardziej precyzyjnie zdefiniowana jednostka w catym uktadzie. 40
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Uktad jednostek Sl cz. IV

Metr (m) — Zdefiniowany na podstawie definicji sekundy oraz predkosci swiatta
w prozni. Metr to po prostu odlegtosc, jakg Swiatto pokonuje w prozni w czasie

utamka sekundy, co wynika z doktadnej wartosci statej c.

Kilogram (kg) — Jednostka, ktora przeszta niedawno najwieksza rewolucje.
Przestata by¢ masg fizycznego walca, a stata sie wielkoscig Scisle powigzang ze

statg Plancka h. tgczy to mase z energig za pomocg fundamentalnych praw
41

fizyki kwantowej (wymaga to rowniez uzycia definicji metra i sekundy).
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Uktad jednostek Sl cz. VI

Amper (A) — natezenie pradu elektrycznego: Definiowany poprzez ustalenie doktadnej wartosci
tadunku elementarnego e (fadunku pojedynczego elektronu lub protonu). Zastgpito to dawng,
teoretyczng i niemozliwg do idealnego odtworzenia w laboratorium definicje opartg na sile

przyciggania dwoch nieskonczenie dtugich przewodnikow.

Kelwin (K) — temperatura termodynamiczna: Jej wielkos¢ okresla sie za pomocg statej
Boltzmanna k, ktora bezposrednio wigze makroskopowg temperature z energig kinetyczna
czasteczek na poziomie mikroskopowym. Skala Kelwina zaczyna sie od zera bezwzglednego,

czyli teoretycznego stanu, w ktérym ustaje ruch cieplny materii. 42
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Uktad jednostek Sl cz. Vi

Mol (mol) — licznosé materii (ilos¢ substancji): Definicja mola opiera sie na statej Avogadra N,.
Mol zawiera dokfadnie okreslong, gigantyczna liczbe obiektéw elementarnych (atomow,
czasteczek, jonéw lub elektrondw), co pozwala na precyzyjne przeliczanie masy substancji na

liczbe jej czastek.

Kandela (cd) — swiattos¢: Jedyna jednostka podstawowa zwigzana z ludzka percepcjg zmystowa.
Opisuje intensywnos¢ swiecenia zrodfa swiatta, ale z uwzglednieniem tego, jak czute jest ludzkie
oko na réozne barwy. Definiuje sie jg na podstawie fotometrycznej statej skutecznosci swietlnej

K.4 dla promieniowania o konkretnej czestotliwosci (najlepiej widzialne sSwiatfo zielono-zotte). 43
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Uktad jednostek SI — jednostki pochodne cz. |

Jednostki pochodne miedzynarodowego uktadu miar stanowig logiczne
rozwiniecie siedmiu jednostek podstawowych i stuzg do iloSciowego opisu
bardziej ztozonych wielkosci fizycznych. Powstajg one w wyniku czysto
algebraicznych operacji mnozenia i dzielenia poteg jednostek bazowych, co
bezposrednio odzwierciedla relacje i prawa rzgdzgce swiatem fizycznym. Wiele
z tych jednostek, ze wzgledu na ich powszechnos¢ w nauce i technice,
otrzymato wtasne, krotkie nazwy oraz symbole, ktore najczesciej upamietniaja

nazwiska wybitnych uczonych. “
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Uktad jednostek SI — jednostki pochodne cz. Il

W obszarze mechaniki klasycznej strukture jednostek pochodnych idealnie obrazuje ewolucja
pojec od prostej kinematyki do dynamiki. Punktem wyjscia s3g relacje przestrzenno-czasowe,
takie jak predkos¢ wyrazana w metrach na sekunde (m/s) oraz przyspieszenie mierzone w
metrach na sekunde do kwadratu (m/s?). Gdy potagczymy ruch z masg, druga zasada dynamiki
pozwala zdefiniowac¢ jednostke sity — niuton (N), ktéry w strukturze podstawowej odpowiada
kilogramowi pomnozonemu przez metr i podzielonemu przez sekunde do kwadratu (kg-m/s?).
Idgc dalej, praca i energia, czyli sita dziatajgca na okreslonej drodze, definiujg dzul (J), bedacy
niutonometrem, natomiast tempo przekazywania tej energii wprowadza wat (W) jako dzul na

sekunde, co w jednostkach bazowych redukuje sie do postaci kg-m?s3. 45
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Uktad jednostek SI — jednostki pochodne cz. il

Kilka przyktadow:

Cisnienie (Paskal — Pa): Wynika bezposrednio ze wzoru definicyjnego, gdzie cisnienie to sita dziatajgca na
powierzchnie (p = F/ S). Podstawiajgc jednostki, otrzymujemy niuton na metr kwadratowy (N/m?2). Jesli
chcemy rozpisac paskal wytacznie za pomoca jednostek podstawowych, rozbijamy niutona (kg-m/s?) i po

skréceniu metrow otrzymujemy kg / (m-s?).

tadunek elektryczny (Kulomb — C): Wyznacza sie go z definicji natezenia pradu, ktore jest iloscig tadunku
przeptywajacg w danym czasie (I = Q/ t, czyli Q = I-t). Poniewaz amper (A) jest jednostkg podstawowgy, a

czas mierzymy w sekundach (s), kulomb jest po prostu iloczynem tych dwéch wartosci: A-s. 16
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Uktad jednostek SI — jednostki pochodne cz. IV

Kilka przyktadow:

Napiecie elektryczne (Wolt — V): Mozna je zdefiniowaé poprzez prace potrzebng do przeniesienia tadunku
(U=W/Q). Prace wyrazamy w dzulach (J), a tadunek w kulombach (C), co daje dzul na kulomb (J/C).
Rozbijajac to dalej na jednostki bazowe: dzul to kg:-m?%s?, a kulomb to A-s, co po podstawieniu daje

ostateczng strukture wolta: kg-m? / (A-s3).

Opor elektryczny (Ohm): Wyprowadza sie go bezposrednio z prawa Ohma (R = U / I). Stosunek napiecia do
natezenia pradu daje wolt na amper (V/A). Wykorzystujgc wczesniejsze rozbicie wolta, otrzymujemy petny

zapis oma w jednostkach podstawowych: kg-m? / (A%-s3). 47
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Liczby w fizyce

W fizyce postugujemy sie liczbami do precyzyjnego opisu wielkosci przyrodniczych. Aby wynik pomiaru lub
obliczen miat sens fizyczny, musi zawsze sktadac sie z dwdch nierozerwalnych elementéw: wartosci
liczbowej oraz odpowiedniej jednostki. Przyktadowo, dtugosé mozemy zapisac jako | = 1,52 cm,

przyspieszenie ziemskie jako g = 9,81 m/s?, a tadunek elementarny elektronu jako e = 1,602 - 10-1° C.

Poniewaz fizyka bada zjawiska w skrajnie roznych skalach, liczby te moga przyjmowac wartosci niezwykle
mate (jak rozmiary atoméw rzedu 101° m) lub niewyobrazalnie duze (jak masa Ziemi wynoszgca okoto
6 - 1024 kg). Z tego wzgledu, aby zachowac czytelnosc i unikng¢ pomytek w zerach, w fizyce powszechnie

stosuje sie przedrostki uktadu Sl oraz zapis wyktadniczy.
48
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Zapis wyktadniczy (naukowy)

Notacja wykfadnicza pozwala na eleganckie i zwiezte przedstawienie kazdej liczby w postaci:
a-10™

W tym zapisie pierwsza czes¢, nazywana mantysg a musi by¢ liczbg z przedziatu 1 < a < 10.

Z kolei wyktadnik potegi n musi by¢ liczbg catkowitg n € Z i to on wprost okresla rzad wielkosSci analizowanego
zjawiska.

Postugiwanie sie zapisem naukowym niesie za sobg dodatkowg korzys¢ — drastycznie utatwia obliczenia
arytmetyczne. Dzieki niemu mnozenie i dzielenie skrajnie duzych lub matych liczb sprowadza sie do
zastosowania prostych regut dziatan na potegach o podstawie dziesiec:

10% - 10% = 10(a+b) 0 =106

Oraz podnoszenia potegi do potegi: 49
(1o™m)m = 10™™m
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Kinematyka punktu materialnego
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Kinematyka punktu materialnego cz. |

Kinematyka stanowi fundamentalny dziat mechaniki klasycznej,
ktory koncentruje sie na precyzyjnym, geometrycznym opisie ruchu
ciat w czasie i przestrzeni. W odroznieniu od dynamiki, kinematyka
nie analizuje przyczyn powstawania ruchu — nie zajmuje sie masg
obiektow ani sitami, ktore na nie dziatajg. Jej zadaniem jest
udzielenie odpowiedzi na pytanie ,,jak” ciato sie porusza, a nie
,dlaczego”. Stanowi ona czysty opis matematyczny zmian potfozenia,
bedac niezbednym pomostem miedzy abstrakcyjng geometrig a
rzeczywistymi procesami fizycznymi zachodzgcymi w naszym
otoczeniu.

51
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Kinematyka punktu materialnego cz. li

Gtownym celem badan kinematycznych jest wyznaczenie rownan
ruchu, ktore pozwalajg przewidziec potozenie badanego obiektu w
dowolnej chwili czasu. Analiza ta opiera sie na obserwacji zmian
wektorow w przestrzeni, co pozwala na definicje takich pojec jak
predkosc czy przyspieszenie. Zrozumienie kinematyki jest kluczowe,
gdyz tworzy ona jezyk, w ktorym formutowane sg niemal wszystkie
zaawansowane prawa fizyki, od mechaniki nieba po inzynierie
nowoczesnych maszyn.

52
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Model Punktu Materialnego cz. |

Model punktu materialnego to jedna z najwazniejszych i najczesciej
stosowanych idealizacji w fizyce klasycznej. Pozwala on na
drastyczne uproszczenie matematycznego opisu ruchu, zachowujgc
jednoczesnie wysoka precyzje przewidywan w okreslonych
warunkach.

W tym modelu rzeczywiste, tréjwymiarowe ciato zostaje
zredukowane do bezwymiarowego punktu geometrycznego,
ktoremu przypisujemy catg mase tego ciata.

53

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez * . K
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska Lt




- B
e Bk

TECHI‘IDLOQIE_\.

Model Punktu Materialnego cz. li

Oznacza to, ze punkt materialny:

* Posiada scisle okreslong mase (w dynamice) i potozenie (w
kinematyce).

* Nie posiada objetosci, ksztattu ani struktury wewnetrznej.

* Nie ma zdolnosci do obracania sie wokot wtasnej osi ani
odksztatcania.

54
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Model Punktu Materialnego cz. il

Kiedy ten model ma sens?

W fizyce rzadko zalezy nam na Sledzeniu kazdego atomu poruszajgcego sie
obiektu. Zastgpienie ciata punktem materialnym jest uzasadnione w dwoch

gtownych przypadkach:

* Rozmiar ciafa jest zaniedbywalnie maty w porownaniu do przebywanej
odlegtosci. Przyktad: Ziemia (o Srednicy ok. 12 700 km) moze byc traktowana
jako punkt materialny, gdy badamy jej ruch po orbicie wokdt Storica (odlegtosc
ok. 150 min km).

 Ciato porusza sie wytacznie ruchem postepowym. Jesli obiekt nie obraca sie
wokof wiasnej osi (ani nie zmienia ksztattu), kazdy jego fragment pokonuje
doktadnie takg samg droge. Wystarczy wtedy opisac ruch jednego, dowolnego
punktu tego ciata (najczesciej sSrodka masy), aby znac ruch catej bryty. e
Przyktfad: Klocek zsuwajacy sie po rowni pochytej bez tarcia i koziotkowania.
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Model Punktu Materialnego cz. IV

Ograniczenia modelu

* Model ten ma oczywiscie swoje granice. Traktujgc ciato jako punkt materialny,
nie jesteSmy w stanie opisac zjawisk takich jak:

Ruch obrotowy ciata wokot wtasnej osi (np. ruch bagka zabawkowego czy
wirowanie Ziemi powodujace cykl dnia i nocy).

Opor powietrza zalezny od aerodynamicznego ksztattu obiektu.
Zderzenia niecentralne, w ktorych ksztatt ciat odgrywa kluczowa role.
Deformacje, pekniecia czy wibracje wewnetrzne.

Zrozumienie punktu materialnego to fundament — dopiero po opanowaniu

zasad opisujgcych ruch takich punktow, w fizyce przechodzi sie do budowania z

nich bardziej ztozonych uktadow, a ostatecznie — modeli bryty sztywnej i 56
osrodkow ciggtych.
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Opis ruchu punktu materialnego

Aby opisac ruchu punktu materialnego nalezy podac:
* Tor ruchu (linia, po ktorej porusza sie punkt),
* Potozenia w czasie 7(t) YA
 Predkosci w czasie v(t) Y-
* Przyspieszenia w czasie a(t)

Y17
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Ruch jednostajny prostoliniowy cz. |

Ruch jednostajny prostoliniowy to najprostszy z mozliwych rodzajow
ruchu w fizyce. Mowimy o nim wtedy, gdy spetnione sg jednoczesnie
dwa warunki: ciato porusza sie po linii prostej (tor ruchu jest
prostoliniowy), a w rownych odstepach czasu pokonuje doktadnie
takie same odcinki drogi (ruch jest jednostajny).

Rownanie ruchu (czyli zaleznosc¢ potozenia od czasu) przyjmuje
postac funkgji liniowej:
x(t) =xo+v-t

Gdzie x, - potozenie poczagtkowe w chwili t,, v — predkosc (stata w
czasie), t—czas ruchu.
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Ruch jednostajny prostoliniowy cz. li

Wykresami zaleznosci predkosci i potozenia od czasu s3 linie proste. W przypadku predkosci jest
to linia pozioma (stata predkosc), a dla potozenia w zaleznosci od znaku predkosci jest to prosta
pochyta wznoszgca sie lub opadajgca (rysunki ponizej).
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Ruch jednostajnie zmienny prostoliniowy cz. |

Ruch jednostajnie zmienny prostoliniowy to taki, w ktdrym tor ruchu jest linig prostg, a
predkos¢ ciata zmienia sie o statg wartos¢ w kazdym rownym odstepie czasu. Oznacza to, ze
ciato przyspiesza lub hamuje w jednostajny (rdwnomierny) sposob.

W zaleznosci od tego, jak skierowane sg wektory predkosci i przyspieszenia, ruch ten dzielimy
na dwa podtypy:

* Ruch jednostajnie przyspieszony: Przyspieszenie ma ten sam zwrot (znak) co predkosc. Ciato
porusza sie coraz szybcie;.

* Ruch jednostajnie opdézniony (hamowanie): Przyspieszenie ma przeciwny zwrot (znak) do
predkosci. Ciato zwalnia, az do ewentualnego zatrzymania sie i zawrdcenia.
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Ruch jednostajnie zmienny prostoliniowy cz. Il

Mozna to sprowadzi¢ do trzech kluczowych cech fizycznych:

State przyspieszenie: Wektor przyspieszenia nie zmienia swojej wartosci ani kierunku
(a = const przy czym a # 0).

Liniowa zmiana predkosci: Wartos¢ predkosci rosnie lub maleje liniowo z uptywem czasu.
Rownanie predkosci wyglada nastepujaco:
v(it) =vy+a-t

Kwadratowy przyrost potozenia: Przebyta droga (i zmiana potozenia) nie rosnie juz
proporcjonalnie do czasu, ale do jego kwadratu. Wykresem zaleznosci potozenia od czasu jest

parabola. Rownanie ruchu ma postac:
at?
x(t) =x9+ vy t+—
2 61

gdzie v, - predkosc poczatkowa (pozostate oznaczenia takie jak wczesniej).
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Opis ruchu w ujeciu rachunku
rozniczkowego i catkowego cz. |

v(t) = da;it) x(t) = J v(t)dt
2
a(t) = dzsrt) = ddi(zt) v(t) = J a(t)dt
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Opis ruchu w ujeciu rachunku
rozniczkowego i catkowego cz. Il

Dla a = const mozemy wyznaczyc¢ zaleznosc predkosci od czasu:
v(t) = [adt =at +C
v(0) =v,=C

v(t) = at + v,
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Opis ruchu w ujeciu rachunku
rozniczkowego i catkowego cz. llI

Mozemy rowniez wyznaczyC zaleznos¢ potozenia od czasu:
2
x(t) = [v(t)dt = [(at + vo)dt = “=+ vyt + C

x(0) =x,=C

at? .

X(t) =T+v0t+x0
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Ruch jednostajny po okregu cz. |

Ruch jednostajny po okregu to szczegolny przypadek ruchu
krzywoliniowego. O ile w ruchu jednostajnym prostoliniowym nic sie nie

zmienia (ani wartos¢, ani kierunek predkosci), o tyle w ruchu po okregu
wartosc predkosci (szybkosc¢) pozostaje stata, ale jej kierunek zmienia sie
w kazdej utamku sekundy.

Tor ruchu: Jest okregiem (lub jego fragmentem) o promieniu r.

Predkosc liniowa (v): Jej wartosc jest stata. Wektor predkosci jest w
kazdym punkcie styczny do toru ruchu.
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Ruch jednostajny po okregu cz. li

Wprowadzmy podstawowe wielkosci opisujgce ten ruch. W kazdym kolejnym odcinku
czasu dt poruszajacy sie po okregu punkt przebywa odcinek drogi ds. Stosunek tych
dwdch wielkosci jest wartoscig predkosci liniowej punktu. Mozemy zdefiniowad inng s
wielkosc jaka jest predkosc katowa w okreslajgca przyrost kata obrotu punktu d¢ w do

czasie dt (patrz rysunek obok). Dla tak zdefiniowanych wielkosci mozemy zwigzac
predkos¢ liniowga z predkoscig kagtowg poprzez definicje miary tukowej kata. Relacje te
opisujg ponizsze rownania, w ktorych wielkos¢ r jest promieniem okregu, po ktérym

: d d d
porusza sie punkt: d¢ = TS V= d—i w = d—‘f 67
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Ruch jednostajny po okregu cz. Il

t3czac powyzsze rownania znajdujemy relacje pomiedzy predkoscia liniowg a predkoscia

katowg punktu w ruchu jednostajnym po okregu jak w ponizszych rownaniach:

ds do 1ds
dp = — — ===
CI) T dt rdt *
1%
w=-
r
V=1Tw
V=rXom Jezewski M., Fizyka, Wydawnictwo PWN 1970.
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Ruch jednostajny po okregu cz. IV

Przyspieszenie dosrodkowe a, - skoro wektor predkosci zmienia kierunek, to uktad musi posiadac
przyspieszenie. Jest ono zawsze prostopadte do wektora predkosci i skierowane do srodka okregu.
Odpowiada wytfgcznie za zakrzywianie toru (zmiane kierunku lotu), a nie za zmiane szybkosci. Jego
wartosc zalezy od predkosci liniowej i promienia toru, a rownanie wyprowadzane jest z podobienstwa

trojkatow utworzonych przez odpowiednie wektory (rysunek przesadzony w celu ilustracji).

~_ V 1dv 1ds
N vdt rdt

ds ds dv

\% —=v’ — =
io y‘ dt dt
V
v or
Y 2 69
Aq :7
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Ruch Jednostajny po okregu — okres |

czestotliwosé
Ruch ten powtarza sie w regularnych odstepach czasu, zatem mozemy

wprowadzi¢ pojecie okresu czyli czasu charakterystycznego
powtarzalnosci ruchu, oraz czestotliwosci. Obydwie wielkosci powigzane
sg z predkosciag katowa jak przedstawiajg to ponizsze rownania:
2
w == w = 2nf

T
1

n
f=%=7
gdzie T — okres (czas jednego petnego obiegu),
f — czestotliwosc (wielokrotnosc obiegdw n w czasie t)

70
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Ruch jednostajnie zmienny po okregu cz. |

Ruch jednostajnie zmienny po okregu to zjawisko, w ktorym ciato porusza sie po
zakrzywionym, kotowym torze, ale w przeciwienstwie do zwyktego ruchu po okregu,
jego predkosc liniowa (szybkos$¢) nie jest stata — rosnie lub maleje w sposdb
rownomierny. Wyobraz sobie karuzele, ktéra wtasnie rusza i powoli, ale jednostajnie,

nabiera predkosci.

W tym ruchu dynamika ukfadu staje sie bardziej ztozona, poniewaz pojawiajg sie

dwie prostopadte do siebie sktadowe przyspieszenia, ktore odpowiadajg za zupetnie N

inne efekty fizyczne.
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Ruch jednostajnie zmienny po okregu cz. Il

Przyspieszenie styczne a, - odpowiada wytgcznie za zmiane wartosci predkosci liniowej (szybkosci).
Jest skierowane wzdtuz linii stycznej do okregu (lezy na jednej prostej z wektorem predkosci).
Poniewaz predkosc¢ zmienia sie jednostajnie, wartos¢ tego przyspieszenia jest stata ag; = const.
Przyspieszenie dosrodkowe a,; odpowiada wytgcznie za zmiane kierunku wektora predkosci,
zmuszajac ciato do poruszania sie po tuku. Poniewaz szybkos¢ ciata w tym ruchu nieustannie rosnie

(lub maleje), wartos¢ przyspieszenia dosSrodkowego réwniez ulega ciggtej zmianie zgodnie ze wzorem

2
ag; = Z. W ruchu jednostajnie zmiennym wektor ten staje sie z kazdg utamkiem sekundy coraz
r

dtuzszy badz krotszy w zaleznosci czy poruszajgcy punkt przyspiesza czy spowalnia.
72
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Ruch jednostajnie zmienny po okregu cz. IlI

Przyspieszenie catkowite a jest to rzeczywiste, wypadkowe
przyspieszenie dziatajgce na ciato, bedace sumga wektorowa
przyspieszenia stycznego i dosrodkowego. Jego wartosc¢ obliczamy z

twierdzenia Pitagorasa

a = \/ Ag + a d 73
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Ruch jednostajnie zmienny po okregu cz. IV

Tak jak dla ruchu jednostajnego po okregu definiowalismy predkos¢ katowa, tak tutaj ze wzgledu na jej zmiane
mozemy wprowadzi¢ pojecie przyspieszenia kgtowego. W ruchu jednostajnie zmiennym po okregu jest
wielkoscig statg € = const i okresla, o ile radiandw na sekunde zmienia sie predkos¢ katowa w kazdej jednostce

czasu. Z przyspieszeniem stycznym wigze je prosty zwigzek przedstawiony réwnaniami jak nizej

_do _ d*¢ v dw
T odt  dt? a ' ar
a; =T€
C_l)d =7 XE€
gdzie € - przyspieszenie katowe, ag — przyspieszenie styczne/liniowe. 74
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Ruch jednostajnie zmienny po okregu cz. V

Przesledzmy sposob wyprowadzenia rownania ruchu jednostajnie zmiennego po okregu w ujeciu rozniczkowym
i catkowym. Predkos¢ katowa jest pochodng zaleznosci kata od czasu po czasie, przyspieszenie katowe jest drugg

hodna kata.
pochodng kata _dcl)(t)
w(t) = It

d d?
- 440-£40

Proces mozemy odwrocié¢ catkujgc odpowiednie wyrazenia.

w(t) = fedt = €t + wy

2 75

P(t) = [ w®)dt = [ (et + wy)dt = % + wot + Py
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Dynamika punktu materialnego
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Dynamika punktu materialnego cz. |

Dynamika punktu materialnego to fundamentalny dziat mechaniki
klasycznej, ktory stanowi logiczne rozwiniecie kinematyki. O ile
kinematyka odpowiadata jedynie na pytanie jak ciato sie porusza
(badajac tory, predkosci i przyspieszenia), o tyle dynamika siega do
fundamentow i odpowiada na pytanie dlaczego ten ruch w ogole
powstaje i ulega zmianom.

Zajmuje sie ona badaniem przyczyn ruchu, czyli analizg sit
dziatajacych na obiekt oraz wptywem masy na jego zachowanie w
przestrzeni. 77
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Dynamika punktu materialnego cz. Il

W dynamice wprowadzamy dwa zupetnie nowe, kluczowe pojecia,
ktore nie istniaty w czystej kinematyce:

Sita - Wektorowa miara oddziatywan fizycznych miedzy ciatami. To
wtasnie sity sg bezposrednig przyczyng zmiany stanu ruchu (czyli
powstawania przyspieszenia).

Masa - Skalarna miara bezwtadnosci ciata. Okresla ona, jak bardzo
dany obiekt opiera sie zmianom swojego ruchu. Im wieksza masa,
tym trudniej wytrgcic ciato ze spoczynku lub zmienic jego predkosc.

78
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Definicja Sity poprzez Zmiane Pedu

Aby zdefiniowac site w ten sposob, musimy najpierw oprzec sie na
pedzie (oznaczanym jako p). Ped to wektorowa wielkos¢ fizyczna,
ktora okresla ilos¢ ruchu zgromadzong w ciele, tgczac w sobie
informacje o jego masie m oraz predkosci v

p = mv

Punkt materialny pozostawiony sam sobie zachowuje swoj ped.
Jakakolwiek zmiana tego stanu wymaga zewnetrznej ingerencji. 79
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Sita jako pochodna pedu po czasie cz. |

W ujeciu fundamentalnym, sita jest miarg szybkosci zmiany pedu. Jesli
ped punktu materialnego ulega zmianie (rosnie wartos¢, maleje lub
zmienia sie jego kierunek w przestrzeni), oznacza to jednoznacznie, ze
dziata na niego niezrownowazona sita.

Site F definiujemy precyzyjnie jako pochodng wektora pedu wzgledem
czasu:

To rownanie jest sercem dynamiki. Mowi ono wprost: sita to tempo,
w jakim do uktadu dostarczany jest (lub odbierany z niego) ped.
Im gwattowniejsza zmiana pedu, tym wieksza sita za nig odpowiada.

80
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Sita jako pochodna pedu po czasie cz. |l

W ujeciu fundamentalnym, sita jest miarg szybkosci zmiany pedu. Jesli
ped punktu materialnego ulega zmianie (rosnie wartos¢, maleje lub
zmienia sie jego kierunek w przestrzeni), oznacza to jednoznacznie, ze
dziata na niego niezrownowazona sita.

Site F definiujemy precyzyjnie jako pochodng wektora pedu wzgledem
czasu:

To rownanie jest sercem dynamiki. Mowi ono wprost: sita to tempo,
w jakim do uktadu dostarczany jest (lub odbierany z niego) ped.
Im gwattowniejsza zmiana pedu, tym wieksza sita za nig odpowiada.

81
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Sita jako pochodna pedu po czasie cz. lli

Obliczajgc pochodng pedu po czasie dostajemy rownanie
7 d(mv) dv 3 dm
— = m - — v+ —
dt dt dt

Zaktadajac, ze poruszajace sie ciato (punkt materialny) nie zmienia
swojej masy w trakcie trwania ruchu otrzymujemy zaleznosc

2 dv R
=m-—=m-a
dt

gdzie pierwsza pochodna predkosci po czasie jest przyspieszeniem.

82
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Zasady dynamiki Newtona cz. |

| zasada dynamiki Newtona - prawo bezwtadnosci:

Jesli na punkt materialny nie dziatajg zadne sity (lub sity te sie rownowazg),
punkt ten pozostaje w spoczynku lub porusza sie ruchem jednostajnym
prostoliniowym. To prawo definiuje naturalny stan materii, w ktérym nie
zachodzg zadne zmiany.

Il zasada dynamiki Newtona:

Jesli na punkt materialny dziata niezrownowazona sita, to porusza sie on z
przyspieszeniem proporcjonalnym do tej sity i odwrotnie proporcjonalnym do
swojej masy. To tutaj mechanika zyskuje swoje najwazniejsze narzedzie
obliczeniowe, czyli rownanie ruchu_:) 83
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Zasady dynamiki Newtona cz. Ii

lll zasada dynamiki Newtona - prawo akgji i reakc;ji

Oddziatywania miedzy ciatami sg zawsze wzajemne. Jesli jedno ciato
dziata na drugie pewng sitg, to drugie dziata na pierwsze sitg o takiej
samej wartosci i kierunku, ale przeciwnym zwrocie.

_— —

FAB — _FBA

84
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Zasada zachowania pedu cz. |

Zasada zachowania pedu jest jednym z fundamentalnych praw natury,
wynikajgcym bezposrednio z Il zasady dynamiki Newtona oraz symetrii
praw fizyki wzgledem przesuniecia w przestrzeni (twierdzenie Noether).

W uktadzie odosobnionym — czyli takim, w ktorym wypadkowa sit
zewnetrznych jest rowna zeru — catkowity ped uktadu pozostaje staty w
czasie. Oznacza to, ze procesy wewnetrzne (takie jak oddziatywanie
sprezyny, wybuch czy zderzenie) mogg zmienia¢ pedy poszczegdlnych
elementow uktadu, ale ich suma wektorowa pozostaje niezmienna.

85
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Zasada zachowania pedu cz. Il

Punkt wyjscia (lll zasada dynamiki)

Zatdézmy, ze ciata A i B tworzg uktad izolowany — nie dziatajg na nie zadne sity
zewnetrzne, a jedyne obecne oddziatywania to sity wewnetrzne miedzy tymi
dwoma obiektami.

Zgodnie z trzecig zasadg dynamiki Newtona (zasadg akcji i reakcji), sita
F,p wywierana na ciato A przez ciato B jest rowna co do wartosci, ale
przeciwnie skierowana do sity Fz 4, wywieranej na ciato B przez ciato A

Fap = —Fpa
Przenoszac oba sktadniki na jedng strone, otrzymujemy warunek zerowania
sie wypadkowej sit wewnetrznych w uktadzie 86
FAB —+ FBA — O
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Zasada zachowania pedu cz. Illi

Rézniczkowa postac Il zasady dynamiki

Aby powigzac dziatajgce sity ze zmiang stanu ruchu ciat, musimy odwotac sie
do uogodlnionej definicji sity, czyli drugiej zasady dynamiki Newtona zapisane;
w jezyku pedu. Sita jest miarg szybkosci zmiany pedu w czasie
, dp
F=-r

dt
Stosujgc ten zapis do naszych ciat, mozemy jednoznacznie okreslic, jak sity
wewnetrzne modyfikujg pedy poszczegdlnych obiektéw p,

oraz pg

d d 87
FAB :% oraz FBA :ﬂ
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Zasada zachowania pedu cz. IV

Liniowos¢ operatora rozniczkowania

Podstawiamy uzyskane pochodne pedow do naszego rownania
wyjsciowego ; ;

Pa + PB —0

dt dt
Wykorzystujgc wtasnosc liniowosci operatora rozniczkowania (pochodna
sumy jest rowna sumie pochodnych), mozemy wyciggngc¢ operacje
rozniczkowania przed nawias

APa+Pe) _
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Zasada zachowania pedu cz. V

Catkowanie i wniosek koncowy

Z matematycznego punktu widzenia, jesli pochodna czasowa pewnej wielkosci
wektorowej jest tozsamosciowo rowna zeru, oznacza to, ze funkcja ta nie
Zmienia sie w czasie.

Catkujac powyzsze rownanie obustronnie wzgledem czasu t, otrzymujemy
ostateczny wynik
pag + P = const

Suma wektorow pedu obu ciat stanowi catke ruchu uktadu izolowanego, jej
wartosc¢ pozostaje stata, niezaleznie od charakteru i gwattownosci 89
wewnetrznych oddziatywan (np. zderzen sprezystych czy niesprezystych).
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Zasada zachowania pedu cz. Vi

Uogolnienie dla uktadu N ciat
Na mocy lll zasady dynamiki, wewngtrz dowolnego uktadu sity

oddziatywania miedzy ciatami zawsze wystepujg parami f;; = —Fj;, aich
suma wektorowa dla catego ull§fadu WYnosi zero
Yy -0
=1 i#]
Co w wyniku daje zasade zachowania pedu dla uktadu N ciat
dPcq dpi
dt”‘ = Z’ivzod—i =0 N . p; = const o0
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Zasada zachowania pedu cz. VII

Prawo to obowigzuje identycznie dla dwoch atomow, miliarda
czasteczek gazu w zamknietym zbiorniku, jak i dla catej galaktyki.
Ztozonos¢ wewnetrzna nie wptywa na ped catkowity.

Pozwala to badac globalne zachowanie skomplikowanych uktadéw (np.
zderzenia wielokrotne, eksplozje) bez koniecznosci Sledzenia
indywidualnych trajektorii i sit dziatajgcych na kazde ciato z osobna.
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Poped sity cz. |

Poped sity (czesto nazywany impulsem sity) to wektorowa wielkos¢
fizyczna, ktora stanowi miare dziatania sity w danym przedziale czasu.
Opisuje ona, jak przytozona sita wptywa na zmiane stanu ruchu ciata.

W rzeczywistych procesach (np. podczas uderzenia rakiety w pitke czy
zderzenia samochodow) sita gwattownie rosnie i maleje. W ujeciu

rozniczkowym i catkowym popedf zapisuje{nyjako

i = F)dt == [ F()ade

]
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Poped sity cz. li

Relacja z pedem - Twierdzenie o popedzie i pedzie

Poped sity wypadkowej dziatajgcej na ciato w danym przedziale czasu
jest doktadnie rowny zmianie pedu tego ciata.

] = Aﬁ — ﬁz — 131
f— wektor popedu sity. Jego jednostkg w uktadzie Sl jest

niutonosekunda N-s, co jest wymiarowo rownowazne kilogramometrowi

na sekunde kg-m/s. Wektorf ma zawsze ten sam kierunek i zwrot, co
dziatajgca sita (lub jej Srednia wartosc).
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Praca cz. |

W ujeciu fizycznym praca nie jest synonimem wysitku, lecz precyzyjng miarg
przekazywania energii do ukfadu (lub odbierania jej z niego). Formalnie, praca
nazywamy iloczyn skalarny wektora sity i wektora przesuniecia (przemieszczenia)
ciata, spowodowanego dziataniem tej sity.

Dla sity, ktora jest stata co do wartosci, kierunku i zwrotu, rownanie wyjsciowe
przyjmuje postac

W=F-s 7

W

¥
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Praca cz. ||

Zgodnie z definicjg iloczynu skalarnego, powyzsze rownanie mozemy zapisac
W uzyteczniejszej postaci trygonometrycznej

W = Fscosa

gdzie F — wektor sity, S — wektor przesuniecia powstatego pod dziataniem te;
sity, & — kat zawarty miedzy linig dziatania wektora sity a wektorem
przesuniecia.

Obecnosc funkcji cosinus w rownaniu ma fundamentalne znaczenie fizyczne.
Oznacza to, ze prace wykonuje wytgcznie ta sktadowa sity, ktora jest
rownolegta do kierunku ruchu (sktadowa styczna). Sktadowa prostopadta do
toru ruchu nie przyczynia sie do przemieszczania ciata, a zatem pracy nie
wykonuje.
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Praca cz. Il

Na podstawie tego rownania wyrozniamy trzy kluczowe przypadki:

a = 0°cos0° = 1 - Sita dziata w kierunku ruchu (np. pchanie wozka).
Praca jest maksymalna i dodatnia.

a = 90° cos90° = 0 - Sita dziata prostopadle do przesuniecia (np. sita
dosrodkowa w ruchu po okregu lub sita ciezkosci podczas ruchu wzdtuz
poziomego stotu). W sensie fizycznym sifa ta nie wykonuje zadnej pracy.

a = 180° cos 180° = —1 - Sita dziata przeciwnie do zwrotu ruchu (np.
sifa tarcia kinetycznego). Praca jest ujemna, co oznacza, ze energia jest o
z uktadu odbierana.
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Praca cz. IV

Jednostka pracy w uktadzie Sl jest dzul (J). Jeden dzul to praca wykonana
przez statfg site jednego niutona przy przesunieciu punktu przytozenia te;
sity o jeden metr w kierunku jej dziatania

1J=1N-1m
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Praca cz. V

Praca sity zmiennej (Ujecie uogolnione)

W rzeczywistych uktadach sita rzadko pozostaje idealnie stata na catej drodze.
Klasycznym przyktadem jest sita sprezystosci (rozcigganie sprezyny) lub sifa
grawitacji zmieniajgca sie wraz z odlegtoscig od planety.

Aby obliczy¢ prace w takim przypadku, cate przesuniecie dzielimy na i
elementarnych, nieskonczenie matych odcinkow As. Zaktadamy, ze na kazdym

z tych mikroskopijnych odcinkéw site F; mozna uznac za stata. Praca catkowita
jest wowczas sumg prac elementarnych:

~ 98
W = E F;As
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Praca cz. VI

Przechodzac do granicy, w ktorej dtugosc¢ elementarnych odcinkow dazy do
zera As = 0, nieskonnczona suma przeksztatca sie w catke. W ujeciu
jednowymiarowym ogolny wzor na prace sity zmiennej na drodze od punktu a
do punktu b przyjmuje postac

b
WZJFdS
a

Z tego zapisu wynika niezwykle przydatna wtasnos¢ geometryczna: wartosc
wykonanej pracy jest rowna polu powierzchni pod wykresem zaleznosci sity
od drogi na danym przedziale. Pozwala to na tatwe wyznaczanie pracy na
podstawie wykreséw (np. pole trojkata dla idealnej sprezyny w pozniejszych
wyktadach).
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Energia potencjalna cz. |

Aby zdefiniowac energie potencjalng w sposob ilosciowy, rozwazmy
klasyczny przypadek podnoszenia punktu materialnego o masie m w
poblizu powierzchni Ziemi. Zaktadamy, ze ruch odbywa sie na niewielkiej
wysokosci, gdzie pole grawitacyjne jest jednorodne, a przyspieszenie
ziemskie g = const

Zadajemy wiec pytanie, jakg prace musi wykonac sita zewnetrzna, aby
podnies¢ to ciato z poziomu odniesienia (wysokos¢ 0) na wysokos¢ h?
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Energia potencjalna cz. Il

Aby podnosic ciato ruchem jednostajnym (bez przyspieszania), musimy
przytozycC site zewnetrzna F, ktora doktadnie rownowazy site ciezkosci

F =mg
Kierunek wektora sity i przemieszczenia sg zgodne. Poniewaz rozwazamy

przypadek ogolny z wykorzystaniem rachunku catkowego, prace na
drodze s (od 0 do h) zapisujemy jako

H h
sz Fdszf mgds
0 0
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Energia potencjalna cz. lll

Poniewaz masa m i przyspieszenie g s3 w tym uktadzie state, wytgczamy je
przed znak cafki

h
W=mgj ds
0

Rozwigzujac catke oznaczong, otrzymujemy
W = mg[s]} = mgh—mg -0 =mgh

Praca wykonana przez site zewnetrzng przeciwko sitom pola nie znikneta,
zostata w petni zmagazynowana w uktfadzie pod postacig energii potencjalnej
Ep = mgh 102
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Wzgledno$é energii potencjalnej i poziom
odniesienia cz. |

Sama absolutna wartosc energii potencjalnej w danym uktadzie nie ma
fizycznego znaczenia bez wczesniejszego zdefiniowania uktadu
wspotrzednych.

Punkt odniesienia, dla ktérego wysokos¢ wynosi zero h = 0, a tym
samym energia potencjalna przyjmuje wartosc zerowq E, = 0, wybiera
sie w sposob catkowicie arbitralny. Moze to byc¢ podtoga laboratorium,
blat stotu pomiarowego czy poziom morza.
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Wzgledno$é energii potencjalnej i poziom
odniesienia cz. li

Obserwowalna i uzyteczna fizycznie jest wytgcznie zmiana energii
potencjalnej AE, zachodzgca podczas przemieszczania obiektu.

To wtasnie roznica energii miedzy stanem koncowym a poczgtkowym
jest bezposrednio rowna pracy wykonanej przeciwko sitom pola
zachowawczego

W=AEP= pZ_Epl
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Energia kinetyczna cz. |

Energia kinetyczna to energia E},, ktorg ciato posiada z racji swojego
ruchu. Zgodnie z fundamentalng definicjg, energia kinetyczna jest rowna
pracy, jakg nalezy wykonac¢, aby rozpedzi¢ ciato o masie m od spoczynku
do zadanej predkosci v (lub praca, jaka to ciato moze wykona,
zatrzymujac sie).

W przeciwienstwie do energii potencjalnej, ktora zalezy od wzajemnego
pofozenia ciat (i przyjetego uktadu odniesienia), energia kinetyczna

zalezy wytgcznie od masy ciata i predkosci, z jaka porusza sie ono w

danym uktadzie odniesienia. 105
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Energia kinetyczna cz. |l

Policzmy prace wykonang na drodze poziomej s w trakcie dziatania sity F

W=beds=f;m%dS ds = vdt

Yk mvi  muvé
W =m —vdt =m vdvy = —
) 2 2
0
mu?

E, =
k 2

Energia kinetyczna jest pracg potrzebng na zwiekszenie predkosci ciata. s
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Twierdzenie o pracy i energii

Powyzsze wyprowadzenie prowadzi do zdefiniowania energii kinetycznej dla
ciata 0 masie m poruszajgcego sie z predkos’.zcia v jako
muv

k:_

2

Mozemy zatem zapisacC uzyskany wynik w postaci tzw. twierdzenia o pracy
i energii kinetycznej
W —_ EkZ — Ekl —_ AEk

Praca wykonana przez wypadkowg site dziatajgcg na ciato jest doktadnie

rowna zmianie energii kinetycznej tego ciatfa. Jesli praca jest dodatnia (sita

dziata zgodnie z ruchem), energia kinetyczna i predkos¢ rosna. Jesli praca jest .
ujemna (np. sita tarcia), energia kinetyczna maleje, a ciato hamuije.
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Zasada zachowania energii cz. |

Zasada zachowania energii to jedno z najbardziej uniwersalnych i
fundamentalnych praw fizyki. W mechanice klasycznej odnosi sie ona do
uktadoéw odosobnionych (na ktore nie dziatajg sity zewnetrzne lub praca
tych sit jest zerowa), w ktorych wszystkie dziatajgce sity wewnetrzne
majg charakter zachowawczy.

Sita zachowawecza to taka sita, ktorej praca wykonana przy

przemieszczeniu ciata z jednego punktu do drugiego zalezy wytacznie od
pofozenia tych punktow (poczatkowego i kornicowego), a jest catkowicie
niezalezna od toru, po jakim poruszato sie ciato. 108
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Zasada zachowania energii cz. |l

Dla takiego uktadu catkowita energia mechaniczna E, bedaca suma
energii kinetycznej E}, i potencjalnej E.,, pozostaje niezmienna w czasie
E = Ey + E, = const

Oznacza to, ze energia wewnatrz uktadu moze swobodnie
transformowac z jednej postaci w drugg (np. z potencjalnej w kinetyczna
i odwrotnie), ale jej sumaryczna wartos¢ nigdy nie ulega zmianie.
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Moc cz. |

Moc P to wielkos¢ fizyczna bedgca miarg szybkosci wykonywania pracy.
Okresla ona, jak duzo pracy wykonano w danym przedziale czasu, lub ogdlniej
— z jakg szybkoscia energia jest przekazywana i przeksztatcana w uktfadzie.

Moc srednia - dla pracy wykonywanej rownomiernie w czasie t, podstawowy
wzOr przyjmuje postac
W

pP=—
L

Jednostka mocy - Wat (W). Uktad lub urzgdzenie ma moc jednego wata, jesli

w czasie jednej sekundy wykonuje prace rowng jednemu dzulowi
W — 1J 1IN-1m
1s  1s
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Moc cz. |

W rzeczywistych procesach fizycznych szybkos¢ wykonywania pracy
czesto ulega zmianom (np. rozkrecanie silnika, zmienny opo6r ruchu).
W takiej sytuacji definicja makroskopowa jest niewystarczajaca i nalezy
przejs¢ na ujecie rézniczkowe.

Moc chwilowa definiujemy jako pierwszg pochodng wykonanej pracy po

czasie
dw

p=——
dt
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Moc cz. 1|

/wigzek mocy z sitg i predkoscig
Wychodzac z definicji mocy chwilowej i przypominajac, ze elementarna praca

todW =F - ds, mozemy tatwo powigzaé moc z dynamika i kinematyka
poruszajgcego sie obiektu

b 4w _ F-ds
o dt dt
Poniewaz pochodna wektora przesuniecia po czasie to wektor predkosci
chwilowejv = % otrzymujemy nlezwykle praktyczne w inzynierii rownanie
P — F . v 112
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Moc cz. IV

Poniewaz praca W jest w fizyce miarg zmiany energii catego uktadu,
definicje mocy mozna sformutowac w sposob bardziej ogdliny,
uniezalezniajac jg od pojec czysto mechanicznych (takich jak sita i
przesuniecie).
Zapisujac to w postaci rozniczkowej, otrzymujemy uniwersalng definicje
mocy

b dE

dt

W najszerszym ujeciu moc to szybkosc przeptywu lub transformacji
energii.

113

Projekt wspétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: . .
Rzeczpospolita Dofinansowane przez

FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) Fundusze Europejskie S )
"POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-IP.08-0319/23-00 dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska




- B
Do W ke

e

Dynamika ruchu punktu materialnego po okregu cz. |

Moment peduf

Miara ilosci ruchu obrotowego danego ciata — obrotowy odpowiednik
pedu z ruchu postepowego.

Okresla, jak trudno jest zmienic stan ruchu obrotowego ciata. Im wiekszy
moment pedu, tym trudniej zmienic kierunek lub predkos¢ jego obrotu.

J=7Xp
gdzie: ¥ — wektor potozenia (wodzacy) wzgledem wybranego punktu
odniesienia, p — ped liniowy punktu materialnego. 114

FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) £ ; J
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

Projekt wspétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: .. . .
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
"POLLUB z nami nowoczesne tec hnologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00




2 m
e Bl

e

Dynamika ruchu punktu materialnego po okregu cz. Il

Moment sity M i zmiana momentu pedu
Obliczajgc pochodng momentu pedu po czasie, sprawdzamy, co wywotuje jego

Zmiane .
dj dr dp
= X X —
it~ ar P T
dr . dr

Poniewaz wektory predkosu il pedup = m-—-sq rownolegte, ich iloczyn

wektorowy zmka d— X p = 0. Rébwnanie upraszcza sie do

dj .
dt

—:FXF 115
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Dynamika ruchu punktu materialnego po okregu cz. lll

Prowadzi to do zdefiniowania momentu sity

M=rXF
jest to miara zdolnosci sity do wywotania obrotu ciata. Méwi o tym, jak
bardzo dana sita skreca lub obraca uktad wokot osi. Zatem

df -
— =M
dt
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Dynamika ruchu punktu materialnego po okregu cz. IV

Ruch po okregu i moment bezwtadnosci

Dla punktu materialnego poruszajacego sie po okregu (wektor 7 prostopadty
do p), mozemy przej$¢ na wartosci skalarne

J=r-p=r1-(mv)
Wiedzac, ze predkosc liniowa wigze sie z kagtowg wzorem v = rw,

otrzymujemy
J=m-1° w
Wyodrebniajgc state parametry ciata, zapisujemy ostatecznie
J=1-w

117

gdzie | = mr? to moment bezwtadnosci.
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Dynamika ruchu punktu materialnego po okregu cz. V

Znaczenie fizyczne momentu bezwtadnosci

Moment bezwtadnosci jest to miara oporu punktu materialnego wobec
zmiany jego ruchu obrotowego wokoét danej osi. Informuje, jak trudno
wprawi¢ uktad w obrot lub go zatrzymac (petni w ruchu obrotowym role
analogiczng do masy).
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Zasada zachowania momentu pedu cz. |

Jesli wypadkowy moment sit zewnetrznych dziatajgcych na uktad jest
rowny zeru, to catkowity moment pedu tego uktadu nie ulega zmianie
(pozostaje zachowany w czasie).

Wychodzac z drugiej zasady dynamiki dla ruchu obrotowego

df
i M
Jezeli wypadkowy moment sit zewnetrznych znika M = 0, to
df R
o = 0 = ] = const
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Zasada zachowania momentu pedu cz. |

Rozpisujgc moment pedu na moment bezwtadnosci I i predkos¢ katowa
w, otrzymujemy:

lywq = I,w, = const
Oznacza to, ze kazda zmiana rozktadu masy wokét osi obrotu, zmiana I,
musi wywotac¢ odwrotnie proporcjonalng zmiane predkosci
obrotowej w.
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Dynamika bryty sztywnej
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Dynamika bryty sztywnej cz. |

Dynamika bryty sztywnej to kolejny krok w poznawaniu mechaniki
klasycznej, ktory drastycznie przybliza nasz matematyczny opis do
rzeczywistego Swiata. Wkraczajgc w ten dziat, porzucamy
uproszczenie, jakim byt bezwymiarowy punkt materialny, i
zaczynamy analizowac ciata posiadajgce wtasne wymiary, konkretny
ksztatt oraz okreslong dystrybucje masy w przestrzeni. Kluczowym
zatozeniem tego modelu jest jego ,,sztywnos¢” — przyjmujemy, ze
odlegtosci miedzy dowolnymi punktami wewnatrz obiektu pozostajg
absolutnie niezmienne, co oznacza, ze ciato to nie wygina sie, nie
rozcigga ani nie ulega zadnym odksztatceniom pod wptywem
zewnetrznych oddziatywan.

122
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Dynamika bryty sztywnej cz. |l

To przejscie od punktu do przestrzennej bryty otwiera zupetnie
nowy, bogaty wymiar analizy fizycznej: ruch obrotowy. O ile punkt
materialny mogt sie jedynie przemieszczac€ z miejsca ha miejsce w
ruchu postepowym, o tyle bryta sztywna moze dodatkowo wirowac,
a kazdy jej fragment porusza sie wtedy z inng predkoscig liniowa.
Zrozumienie tego zjawiska wymaga rozszerzenia naszego jezyka
fizycznego.
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Dynamika bryty sztywnej cz. lli

W dynamice bryty sztywnej klasyczne pojecia zyskujg swoje potezne,
obrotowe odpowiedniki:

e Zamiast zwyktej sity analizujemy moment sity, ktory jest odpowiedzialny
Za wprawianie ciata w rotacje i zalezy nie tylko od wielkosci przytozonej
sity, ale tez od miejsca jej dziatania (ramienia).

e Zamiast samej masy wprowadzamy moment bezwtadnosci, ktory mowi
nam, jak trudno jest dany obiekt ,rozkrecic” lub zatrzymac. Parametr
ten zalezy nie tylko od tego, ile ciato wazy, ale przede wszystkim od
tego, jak jego masa jest roztozona wzgledem osi obrotu. .
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Dynamika bryty sztywnej cz. IV

Ten dziat mechaniki stanowi absolutny fundament wspotczesnej
inzynierii. To wtasnie zasady dynamiki bryty sztywnej pozwalajg nam
analizowac ruch toczacego sie kota, projektowac skomplikowane
przektadnie w silnikach, rozumie¢ zachowanie stabilizujgcych
zyroskopow na statkach kosmicznych oraz przewidywac precesje
Ziemi. Jest to matematyczny aparat, bez ktoérego opis

funkcjonowania jakiejkolwiek nowoczesnej maszyny bytby po prostu
niemozliwy.

125
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Dynamika bryty sztywnej cz. V

Potozenie srodka masy

Srodek masy (SM) to punkt geometryczny reprezentujacy $rednie
pofozenie catego uktadu. Masa poszczegdlnych elementdéw ciata (lub
punktow uktadu) stanowi tu statystyczng wage do obliczenia tej Srednie;j.

Dla uktadu ztozonego z dyskretnych elementow o masach m; i wektorach
potozenia Fj, potozenie srodka masy wyraza sie wzorem

R —ijjrj— 12171?
SM — — j'j

Gdzie M = },; m; to catkowita masa bryty (uktadu).
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Dynamika bryty sztywnej cz. VI

Predkos¢ srodka masy a ped catkowity

Analizujac ruch bryty sztywnej, rézniczkujemy wektor potozenia srodka masy po czasie, aby
wyznaczyc jego predkosé
) dRSM f, )
VUepy = 2 m] 2 m] Uj
J

Poniewaz iloczyn masy elementu i jego predkosu to ped ﬁj = mjﬁj, sumator w liczniku staje sie
catkowitym pedem uktadu

-

1_7)SM — Z p] Pca%k
M M
Co po przeksztatceniu daje kluczowe rownanle
Pca{k - MUSM
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Dynamika bryty sztywnej cz. VII

Predkos¢ srodka masy a ped catkowity

Analizujac ruch bryty sztywnej, rézniczkujemy wektor potozenia srodka masy po czasie, aby
wyznaczyc jego predkosé

S dRSM 7} S
VUepy = m] m] Uj
J

Poniewaz iloczyn masy elementu i jego predkosu to ped ﬁj = mjﬁj, sumator w liczniku staje sie
catkowitym pedem uktadu

-

1_7)SM — Z p] Pca%k
M M
Co po przeksztatceniu daje kluczowe rownanle
Pca{k - MUSM
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Dynamika bryty sztywnej cz. VIII

Moment pedu bryty sztywne;

W przeciwienstwie do punktu materialnego, bryta sztywna jest uktadem
wielu czgstek, w ktorym odlegtosci miedzy poszczegdlnymi elementami
pozostajg niezmienne. Podczas obrotu bryty wokot ustalonej osi, kazdy jej
punkt porusza sie z tg samg predkoscig katowa w.

Dla kazdego elementarnego fragmentu bryty i o masie m; i odlegtosci r;

od osi obrotu, mozemy przypisac lokalny moment pedu
Ji = liw

gdzie I; = m;r# jest momentem bezwtadnosci tego konkretnego 129
fragmentu.
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Dynamika bryty sztywnej cz. IX

Catkowity moment pedu i moment bezwtadnosci

Aby uzyskac catkowity moment pedu bryty J, sumujemy wktady od
wszystkich jej punktow sktadowych. Poniewaz predkos¢ katowa
w jest wspolna dla catego ciata, mozemy wytaczy€ jg przed nawias

]=Z]i=Z(1iw)=w°Zli

Definiujgc sume momentow bezwtadnosci jako catkowity moment

bezwtadnosci bryty |, otrzymujemy analogiczne rownanie do

przypadku punktu materialnego 130
] =lw
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Dynamika bryty sztywnej cz. X

Gdzie catkowity moment bezwtadnosci bryty sztywnej zapiszemy

jako
I = ZIl — Zmiriz
[ L

W przypadku bryty sztywnej, traktowanej jako obiekt ciggty,
sumowanie dyskretne (dla poszczegdlnych punktow materialnych)
zastepujemy catkowaniem po catej objetosci bryty. Moment
bezwtadnosci I wzgledem wybranej osi obrotu wyrazamy jako catke

I — Tzdm 131
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Il zasada dynamiki dla ruchu obrotowego bryty sztywnej cz. |

Zgodnie z ogdlnym prawem dynamiki obrotowej (analogicznie jak
dla punktu materialnego), szybkos¢ zmiany momentu pedu ukfadu
W czasie jest rowna dziatajgcemu na niego wypadkowemu

momentowi sity M

<!

df_
dt

gdzie

-

F 132

=

M =
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Il zasada dynamiki dla ruchu obrotowego bryty sztywnej cz. |l

Rownanie ruchu bryty sztywnej

Wiemy juz, ze moment pedu bryty sztywneJ wyraza sie wzorem
] =lw

Podstawmy to do rownania na moment sity
dllw)
=M
dt
Poniewaz dla danej bryty sztywnej, obracajgcej sie wokot ustalonej osi, moment

bezwtadnosci I jest wielkoscig statg, mozemy go wytgczyc¢ przed znak pochodnej

dw
I - M 133
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Il zasada dynamiki dla ruchu obrotowego bryty sztywnej cz. llI
Wielkos¢ C;—(: to z definicji przyspieszenie katowe &. Podstawiajac je,
otrzymujemy ostateczng, fundamentalng postac Il zasady dynamiki
dla ruchu obrotowego

~— -

M=1-¢
Powyzsze rownanie stanowi odpowiednik omawianego rownania na
site w ruchu postepowym

= -

F=m-a
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Il zasada dynamiki dla ruchu obrotowego bryty sztywnej cz. IV

Podoblenstwo jest uderzajace i kompletne W ruchu obrotowym

role sity F przejmuje moment Sity M ktory wymusza obrot.
Przyspieszenie liniowe a zostaje zastgpione przyspieszeniem
katowym &. Z kolei role masy m, czyli miary bezwtadnosci
postepowego oporu, przejmuje moment bezwtadnosci /.

To rodwnanie to swoisty most fgczgcy kinematyke i dynamike
obrotowa z intuicja, ktorg zbudowaliscie sobie wczesniej przy ruchu
postepowym.
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Energia kinetyczna bryty sztywnej cz. |

Ruch swobodnej bryty sztywnej to w ogoélnym przypadku ztozenie
ruchu postepowego i obrotowego. W zwigzku z tym catkowita
energia kinetyczna E};,, takiej bryty jest sumg dwdch czesci

Evin = EMU.S%M + Ekin,rot
Gdzie pierwszy czton rownania to energia kinetyczna ruchu
postepowego catej bryty (traktowanej jako punkt materialny o masie
M poruszajacy sig z predkoscig srodka masy vgy,), @ Egin rot jest

energia kinetyczna ruchu obrotowego bryty wokot jej srodka masy. 136
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Energia kinetyczna bryly sztywnej cz. Il

nergie zwigzang z obrotem bryty otrzymujemy, sumujgc energie
kinetyczne wszystkich jej nieskoﬁclzenie matych elementow
E = —mv?
2
Wiedzac, ze predkosc liniowa kazdego elementu to v; = 1w, po

zsumowaniu wyprowadzamy ostateczny wzor
_ 2
Ekin,rot — Elw

gdzie I- catkowity moment bezwtadnosci bryty, w — predkosc
katowa.
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Prawo powszechnego cigzenia,

JEVWERLGE
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Prawo powszechnego cigzenia, prawa Keplera cz. |

Zrozumienie mechaniki cia
wszechswiatem w skali ma

' niebieskich i sit rzgdzgcych
kroskopowej to jeden z najwiekszych

triumféw klasycznej fizyki,

Ktory ostatecznie zjednoczyt zjawiska

ziemskie i kosmiczne. Przez wieki uwazano, ze niebo i Ziemia
podlegajg zupetnie innym prawom natury. Przetom nastgpit dzieki
dwoém niezwyktym umystom: Johannesowi Keplerowi i Izaakowi

Newtonowi, ktorych prace
catosc.

utozyty sie w genialng, komplementarng
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Prawo powszechnego cigzenia, prawa Keplera cz. li

Johannes Kepler, opierajac sie na niezwykle precyzyjnych i
zmudnych obserwacjach astronomicznych, wykonat pierwszy krok —
sformutowat trzy empiryczne prawa opisujgce kinematyke Uktadu
Stonecznego. Zburzyt starozytny dogmat o idealnie kotowych
orbitach, udowadniajac, ze planety poruszajg sie po elipsach, a ich
predkos¢ zmienia sie w zaleznosci od odlegtosci od Stonca. Prawa
Keplera byty rewolucyjne, ale miaty charakter wytgcznie opisowy;
precyzyjnie wyjasniaty jak poruszajg sie planety, ale nie potrafity
odpowiedziec¢ na pytanie dlaczego tak sie dzieje.
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Prawo powszechnego cigzenia, prawa Keplera cz. Ill

Brakujgcy element uktadanki, czyli fundament dynamiki kosmicznej,
dostarczyt Izaak Newton. W swoim prawie powszechnego cigzenia
udowodnit, ze ta sama, niewidzialna sita, ktora sprawia, ze jabtko spada
na ziemie, jest odpowiedzialna za utrzymanie Ksiezyca na jego orbicie
wokot Ziemi oraz planet wokot Stonca. Newton zdefiniowat grawitacje
jako uniwersalne oddziatywanie przyciggajgce, wystepujace miedzy
dowolnymi ciatami posiadajgcymi mase. Prawdziwym triumfem jego
teorii byto jednak to, ze z matematycznego rownania grawitacji mozna
byto czysto analitycznie wyprowadzi¢ wszystkie trzy obserwacyjne prawa
Keplera. W ten sposob mechanika nieba stata sie dowodem na istnienie
jednolitych, powszechnych praw fizyki, ktére obowigzujg w catym .
wszechswiecie.
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Prawa Keplera cz. |

Zanim Newton sformutowat swoje prawo cigzenia, Johannes Kepler, na
podstawie zmudnych obserwacji astronomicznych, sformutowat trzy
empiryczne prawa opisujgce ruch planet wokot Stonca

| Prawo Keplera (Prawo orbit) Kazda planeta porusza sie po orbicie w
ksztatcie eIipS)/, przy czym Stonce znajduje sie w jednym z jej ognisk.
(Wniosek: Odlegtosc planety od Stonnca zmienia sie w czasie — od
najmniejszej w peryhelium do najwiekszej w aphelium).

Il Prawo Keplera (Prawo pol) Promien wodzacy planety (odcinek tgczgcy

srodek Stonca ze srodkiem planety) zakresla rowne pola w réwnych

odstepach czasu. Wniosek kinematyczny: Predkos¢ liniowa planety nie

jest stata — planeta porusza sie najszybciej, gdy jest najblizej Storica

(peryhelium), a najwolniej, gdy jest od niego najdale;j. 142
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Prawa Keplera cz. Il

Il Prawo Keplera (Prawo okresow) Stosunek kwadratu okresu
obiegu planety wokot Storica T do szescianu wielkiej potosi jej orbity
a jest staty dla wszystkich planet w danym uktadzie planetarnym

TZ

— = const

a
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Prawo powszechnego cigzenia cz. |

Kazde dwa punkty materialne we Wszechswiecie przyciggajg sie wzajemnie sitg,
ktorej wartosc jest wprost proporcjonalna do iloczynu ich mas i odwrotnie
proporcjonalna do kwadratu odlegtosci miedzy nimi.

F =G

2
gdzie
F — sita oddziatywania grawitacyjnego,
mq, m, —masy oddziatujgcych ciat,
r — odlegtos¢ miedzy srodkami tych ciat,
G- uniwersalna stafa grawitacji G =~ 6,674 - 1071 N - m? /kg?

Kierunek i zwrot: Sita grawitacji dziata zawsze wzdtuz prostej taczacej srodki obu 144
ciat i jest zawsze sﬂa przyciagajaca.
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Jak Newton doszedt do prawa powszechnego cigzenia cz. |

Rozumowanie Newtona opierato sie na przetomowym zatozeniu:
sifa, ktora powoduje spadanie przedmiotéw na powierzchnie
planety (nadajgca im przyspieszenie ziemskie g), to doktadnie ta
sama sita, ktora zmusza Ksiezyc do krazenia po orbicie, nadajgc mu
przyspieszenie dosrodkowe ay. Newton postanowit matematycznie
porownac te dwa przyspieszenia.
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Jak Newton doszedt do prawa powszechnego cigzenia cz. |

Wykorzystujgc wzor na przyspieszenie dosrodkowe, Newton uzaleznit je

od odlegtosci Ksiezyca od srodka Ziemi Tk oraz jego okresu obiegu T.

v (57 _antn

aK — — —
Tx Tx T?

Dzielgc otrzymane przyspieszenie Ksiezyca przez znane na powierzchni
Ziemi przyspieszenie grawitacyjne g ~ 9,81 m/s?, Newton zauwazyt
zaleznosc liczbowa

0% 1

g 3600
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Jak Newton doszedt do prawa powszechnego cigzenia cz. Ill

Owczesne dane astronomiczne wskazywaty, ze odlegtosc Ksigzyca od
Ziemir £est 60 razy wigksza niz promien Ziemi Rj.
Skoro é(b = 3600, mozna byto utozy¢ rownosc

aK 1\° Rz

g 60/ ~ \re
PowKzsza proporcja dowiodta, ze przy 60-krotnym oddaleniu sig od
srodka Ziemi, przyspieszenie graW|tachne (a tym samym sita cigzkosci)

maleje 3600 razy. Pozwolito to Newtonowi sformutowac postulat, ze sita

cigzenia maleje odwrotnie proporcjonalnie do kwadratu odleg’rosu
miedzy ciatami .
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Wektor natezenia pola grawitacyjnego

Natezenie pola grawitacyjnego to wektorowa wielkosc fizyczna, okreslajaca site

grawitacji I, dziatajacg na jednostkowg mase probng m umieszczong w danym
punkcie pola. )
,_F
4 m
/ prawa powszechnego cigzenia wynika, ze natezenie w odlegtosci r od zrodta
pola o masie M wynosi
M
y = Gr_z
Wektor ¥ jest zawsze dosrodkowy — jego kierunek pokrywa sie z promieniem, a
zwrot wskazuje dokfadnie na srodek masy wytwarzajgcej pole.
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Natezenie pola na powierzchni Ziemi

Dla punktu znajdujgcego sie doktadnie na powierzchni Ziemi,
odlegtosc r jest rowna promieniowi naszej planety R,. Wz6r
przyjmuje postac

Podstawia&ac state fizyczne i parametry Ziemi G =667 10711
N -m?/kg?, M, =5,97 -10%*kgiR, = 6,37 - 10° m
Otrzymujemy wartos¢ powszechnie znang jako przyspieszenie

ziemskie .
Yy ~981m/s? =g
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Przyblizenie pola jednorodnego

Aby okresli¢ natezenie pola na pewnej wysokosSci h nad powierzchnig planety,

zapisujemy y
h) =G 2
y(h) R, + )2

Jesli wysokos¢ h jest niewielka, mozemy rozwingé ten wzor w szereg Taylora.
Wyt3aczajagc R; w mianowniku i stosujgc przyblizenie dla matych wartosci, otrzymujemy

2h
y(h) =yo(1—m- -
Z

Dla wysokosci bliskich powierzchni Ziemi h << R,, czton Z—hjest pomijalnie maty.
Z

Otrzymujemy wtedy przyblizenie pola jednorodnego, w ktérym natezenie jest state 150
y(h) =yo=g
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Praca w polu grawitacyjnym

Praca W,5 wykonana przez site grawitacji przy przemieszczeniu ciata o masie m
z punktu A do B wyraza sie catka z sity po drodze

B 'B Mm
W= [ oar= [ (6"m)a
A T r

A
Po wykonaniu catkowania otrzymujemy prostg zaleznosc
1 1
Wig = GMmMm| — — —
AB e

Praca ta zalezy wytacznie od potozenia poczgtkowego 7, i koncowego 3,

a catkowicie nie zalezy od ksztattu toru ruchu ciata. -
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Potencjat pola grawitacyjnego

Potencjat pola grawitacyjnego to wielkosc skalarna opisujgca samo pole grawitacyjne.
Okresla prace, jaka sita grawitacji wykonataby przy przeniesieniu jednostkowej masy
probnej z nieskonczonosci do danego punktu pola

V=——
m

Podstawiajgc otrzymujemy rownanie

GM
V(T) = — T

Potencjat przyjmuje wartosci ujemne, poniewaz pole grawitacyjne jest zawsze

przyciggajace (ciato spada z nieskonnczonosci do zrddta, wiec sita pola wykonuje prace

dodatnig, zmniejszajgc energie uktadu wzgledem zera w nieskonczonosci). Jednostka 15
potencjatu jest J/kg
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Energia potencjalna grawitacji cz. |

Energia potencjalna grawitacji opisuje stan energetyczny konkretnego ciata o

masie m umieszczonego w polu grawitacyjnym masy M
Mm
Ur)=m-V(r) = —GT

Roznica energii pomiedzy punktami A i B determinuje prace wykonang przez

site grawitacji.
AU =U U, =—GM 1 2
= Up A= m S

153
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Energia potencjalna grawitacji cz. |l

ZaleznosS¢ miedzy pracg sit pola a zmiang energii potencjalnej wyraza sie
rownaniem

WAB — —AU
Oznacza to, ze pole grawitacyjne jest polem zachowawczym, z czego wynikajg
dwie kluczowe wtasnosci

Praca zalezy wytacznie od potozenia poczgtkowego i koncowego, a nie zalezy od
drogi (toru ruchu).

Praca wykonana podczas przemieszczania ciata po dowolnym torze zamknietym
(powrot do punktu wyjscia) jest zawsze rowna zero

Weatkowite = 0

154
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Drgania i fale, oscylator harmoniczny,

wahadfo matematyczne i fizyczne
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Drgania i fale, oscylator harmoniczny, wahadto
matematyczne i fizyczne cz. |

Ruch w przyrodzie rzadko sprowadza sie wytgcznie do jednokierunkowej
wedrowki w przestrzeni; rownie czesto materia zostaje uwieziona w
cyklicznym tancu wokot punktu rownowagi, co prowadzi nas do
fascynujacego zagadnienia drgan. Centralnym, uniwersalnym modelem
stuzgcym do opisu takich zjawisk jest oscylator harmoniczny. Opisuje on
uktad, w ktorym sita przywracajgca ciato do stanu rownowagi (tzw. sifa
kierujgca) jest wprost proporcjonalna do wielkosci jego wychylenia.
/naczenie tego modelu w fizyce jest wprost trudne do przecenienia —
choc poczatkowo stuzy do analizy prostego ciezarka na sprezynie, jego
matematyczny formalizm pozwala ostatecznie zrozumie¢ wszystko: od
drgan mostow pod wptywem wiatru, poprzez wibracje atomow w sieci .
krystalicznej, az po oscylacje pol kwantowych.

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita
dla Rozwoju Spotecznego - Polska




> -
s [ Fosesa ™

TECHI‘IDLDQIE

Drgania i fale, oscylator harmoniczny, wahadto

matematyczne i fizyczne cz. |l

Klasycznym, podrecznikowym przyktadem uktadu drgajgcego pod
wptywem ziemskiej grawitacji jest wahadto, ktore w mechanice
analizujemy na dwoch poziomach ztozonosci. Z jednej strony
wprowadzamy wahadto matematyczne, bedgce skrajng idealizacjg, w
ktorej catg mase skupiamy w jednym, bezwymiarowym punkcie
zawieszonym na niewazkiej, nierozciggliwej nici. Z drugiej strony, dgzac
do opisu rzeczywistych obiektow, definiujemy wahadto fizyczne, czyli
dowolng bryte sztywng zdolng do oscylacji wokot osi nieprzechodzacej
przez jej srodek masy. Porownanie tych dwoch uje¢ doskonale ilustruje, w
jaki sposob geometryczny rozktad masy (moment bezwtadnosci) wptywa
na dynamike ruchu okresowego i uczy nas, jak ptynnie przechodzi¢ od .
abstrakcyjnych modeli do inzynierskiej rzeczywistosci.

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita
dla Rozwoju Spotecznego - Polska




> -
s [ Fosesa ™

TECHI‘IDLDQIE

Drgania i fale, oscylator harmoniczny, wahadto
matematyczne i fizyczne cz. lli

/wienczeniem tego rozdziatu jest krok dalej: przejscie od zlokalizowanych
drgan pojedynczego obiektu do globalnego zjawiska falowego. Kiedy
oscylator nie znajduje sie w prozni, lecz stanowi element szerszego
osrodka sprezystego, jego drgania zaczynajg byc¢ systematycznie
przekazywane sgsiadujgcym czasteczkom. W ten sposoéb generowana jest
fala — fascynujacy, kinetyczny mechanizm, za pomoca ktorego natura
potrafi transportowac energie oraz ped na ogromne odlegtosci, nie
przemieszczajac przy tym makroskopowo samej materii. Zrozumienie
tego ptynnego przejscia od oscylacji do ruchu falowego to niezbedny
fundament do pozniejszego zgtebiania akustyki, optyki, a wreszcie 158
dualizmu korpuskularno-falowego w fizyce wspotczesnej.
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Oscylator harmoniczny
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Réwnanie ruchu oscylatora harmonicznego cz. |

Sita kierujgca (Prawo Hooke’a) - Ciato wprawione w drgania podlega
sile, ktora jest zawsze skierowana do potozenia rownowagi i

proporcjonalna do wychylenia x.
F=—kx

Rownanie rozniczkowe ruchu - podstawiajgc site do Il zasady
dynamiki Newtonam - a = F, otrzymujemy
d?x(t)

= —kx(t

m
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Réwnanie ruchu oscylatora harmonicznego cz. |l

Wprowadzajgc parametr czestosci kotowej drgan wtasnych

zapisujemy rownanie oscylatora w standardowej formie
d*x(t)

e + w?x(t) =0

161
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Kinematyka drgan cz. |

Rozwigzaniem powyzszego rownania jest funkcja harmoniczna
opisujgca wychylenie w czasie (gdzie A to amplituda, a ¢ to faza

poczatkowa)
x(t) = Acos(wt + ¢)

Predkosc i przyspieszenie wyznaczamy jako kolejne pochodne
potozenia po czasie

v(t) = dx(t) = —Aw sin(wt + ¢)
dza%t)
a(t) = 52 —Aw? cos(wt + @) N
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Kinematyka drgan cz. Il

Okres drgan T czyli czas petnego cyklu zalezy wytgcznie od masy
uktadu i statej sprezystosci

T_Zﬂ_z\/ﬁ
W & k

pozostaje catkowicie niezalezny od amplitudy poczgtkowego
wychylenia.
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Kinematyka drgan cz. llI

Przyjrzyjmy sie zaleznosci potozenia, 1.00 -
predkosci i przyspieszenia na wykresie 075
obok. 050-
Na wykresie widzimy trzy krzywe " —
harmoniczne o jednakowym okresie, »o —
przesuniete wzgledem siebie w fazie w e
taki sposob, ze predkosc v(t) Wyprzedza 0]
pofozenie x(t) o éwieré okresu — P ::

a przyspieszenie a(t) znajduje sie w I
catkowitej przeciwfazie m do wychylenia.
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Energia oscylatora harmonicznego cz. |

Energia potencjalna E,, jest rowna pracy potrzebnej na wychylenie
oscylatora z potozenia rownowagi

x 1 1
E, = f kxdx = El«cx2 = EkAZ cos?(wt + ¢)
0

Energia kinetyczna E}, : Podstawiajgc wzoér na predkosc i

wykorzystujac zaleznoé¢ mw? = k otrzymujemy
1 1 1
E, = Emvz = EmAza)Z sin®(wt + ¢) = EkAZ sin®(wt + ¢)
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Energia oscylatora harmonicznego cz. |l

Ca’rkowﬂa energieg mechaniczng E; ¢ otrzymujemy sumujac obie
energie i wyciggajgc wspolny czynnik przed naW|as korzystamy z
tozsamosci trygonometrycznej sin? a + cos? a = 1

1
Eior = Ex + Ep = EkAZ (sin®(wt + ¢) + cos?(wt + ¢p))
a stad
E.; = L kA?
tot — 2

Catkowita energia drgan niettumionych jest stata w czasie i zalezy
wytacznie od kwadratu amplitudy drgan oraz sztywnosci uktadu.
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Energia oscylatora harmonicznego cz. lli

Zwizualizujmy na wykresie obydwie formy energii oscylatora oraz ich
sume

1
Eior = Ex + Ep = EkAZ (sin®(wt + ¢) + cos*(wt + ¢))

1.0

0.8 1

0.6 1
— Ep(t)

— Ek(t)
— Etot
0.4

0.2 1
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Wahadto matematyczne i fizyczne

168

Projekt wspétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: d iski li fi
FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
"POLLUB z nami nowoczesne technologie” FERS.01.05-1P.08-0319/23-00 dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska




> b
e Bk

TECHI‘IDLOQIE_\.

Rownanie ruchu wahadta matematycznego cz. |

Wychylone z potozenia rownowagi wahadto porusza sie pod
wptywem momentu sity aezkosu Korzystamy z Il zasady

dynamiki dla ruchu obrotowego M=1I¢

p
dgbg ) _ = —mgL sin(¢(t)) N

Podstawiajagc moment bezwtadnosci dla punktu materialnego

I = mL? i dzielac obustronnie przez mL?, otrzymujemy petne,
nieliniowe rownanie ruchu wahadta

d? MgCcosy
dd)g) 2 sin(¢(t)) = 0 s g

mgsing

mg 169
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Rownanie ruchu wahadta matematycznego cz. li

Wprowadzajgc oznaczenie czestosci kotowej w? = %, rownanie przyjmuje

postac

2
dddzgt) + w? sin(dp(t)) =0

Dla katow wychylenia mniejszych niz 7° mozemy zastosowac przyblizenie
matych katéw, gdzie sinus kata jest w przyblizeniu rowny samemu katowi
wyrazonemu w radianach sin(¢) = ¢. Otrzymujemy wowczas rownanie
identyczne z rownaniem oscylatora harmonicznego

2
ddngt) + w?dp(t) =0
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Réwnanie ruchu wahadfa matematycznego cz. il

Rozwigzaniem tego rownania rézniczkowego sg znane nam z oscylatora

harmonicznego funkcje trygonometryczne
¢(t) = Acos(wt + 0)

Ruch wahadta jest ruchem okresowym. Oznacza to, ze po uptywie Scisle
okreslonego czasu, zwanego okresem T, wahadto powraca do tego samego
pofozenia z tg sama predkoscia. Z punktu widzenia matematyki stan uktadu

musi sie powtorzyc
¢t +T) = ¢(t)

Podstawmy czas t + T do argumentu funkcji kosinus (czyli do tzw. fazy drgan)
Acos(w(t+T)+ 60) =Acos(wt + wT + 0)) 171
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Réwnanie ruchu wahadta matematycznego cz. IV

Wiemy, ze funkcja kosinus powtarza swoje wartosci doktadnie co petny kat 2w radiandw. Aby
rownosc¢ byta prawdziwa, dodatkowy czton w argumencie, wynikajacy z uptywu czasu T, musi

by¢ réwny doktadnie jednemu pethemu cyklowi (2m). Uktadamy wiec rownanie
wl =271

Z tego miejsca tatwo wyznaczamy ogolny zwigzek miedzy okresem drgan a czestoscig kotowa

2T
T = —
w

A stad otrzymujemy réwnanie na okres drgan wahadta matematycznego
L

W= r=21 |2

L g
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Rownanie ruchu wahadta fizycznego cz. |

Wahadtem fizycznym jest dowolna bryta sztywna, ktéra moze wykonywad
wahania wokodt poziomej osi obrotu, nieprzechodzacej przez jej sSrodek masy.

Wychodzac z tych samych rozwazan co dla wahadta matematycznego
mozemy zapisac ogolniejsze rownanie uwzgledniajgce dowolny moment
bezwtadnosci uktadu w postaci

dZ
| dngt) = —mgL Sin(c/)(t))

A nastepnie wprowadzajgc nowg wielkos¢ do rownania

2_mgL
“ T

gdzie L jest odlegtoscig srodka masy od osi obrotu otrzymujemy rownanie

2
ddd;gt) + w? sin(d(t)) =0
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Rownanie ruchu wahadta fizycznego cz. li

Przy zatozeniu matych katow uzyskujemy takie samo rozwigzanie jak dla oscylatora

harmonicznego i dla wahadfa matematycznego postaci
¢(t) = Acos(wt + 60)

Tym razem rownanie na okres drgan wahadta fizycznego przyjmuje postac

T =2n |—
7T‘mgL

Widzimy, ze wyrazenie na okres jest bardziej ogdlne i wraz z dgzeniem momentu bezwtadnosci
do skupienia catej masy w matej kulce o momencie bezwtadnoéci I = mL? wzdr przeksztatca sie

do przypadku prostego wahadta matematycznego.
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Rownanie falowe
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Rownanie falowe cz. |

Rozwazamy jednowymiarowy tancuch n jednakowych mas m, oddalonych o dystans a i

potaczonych sprezynami o statej sprezystosci k. Badamy wychylenie z potozenia réwnowagi
j-tej masy, oznaczane jako u;(t).

Z 1l zasady dynamiki Newtona, sita dziatajgca na j-tg mase pochodzi od dwéch s3gsiednich
sprezyn

m dtzl = k(u]+1 2uj +uj 1)

Przejscie do osrodka ciggtego: Zaktadamy granice, w ktorej odlegtos¢ a = 0 orazm — 0, przy

zachowaniu statej gestosci liniowej p = m/a. Dyskretne wychylenia zastepujemy funkcjg ciggta
u(x,t).
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Rownanie falowe cz. Il

Wyrazenie w nawiasie staje sie drugg pochodng przestrzenna

, 0%u
Uiy —2Uj + U1 = a FP%)
Po podstawieniu i uporzgdkowaniu otrzymujemy fundamentalne réwnanie rézniczkowe
czgstkowe
0’u  ,0%u
—_— = —
dt? dx?

Gdzie c = a\/% = \/gto predkosc propagacji fali.
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Rozwigzania rownania falowego

Fala ptaska biegnaca

Rozwigzaniem opisujacym fale propagujgca w przestrzeni (np. w prawo) jest funkcja
harmoniczna
u(x, t) = Asin(kx — wt + ¢)

Gdzie A — amplituda, k — liczba falowa, w — czestos¢ kotowa,
¢ — faza poczatkowa. Predkos¢ fazowa fali to ¢ = %

Fala stojaca

Powstaje w ograniczonym osrodku (np. struna o dtugosci L zamocowana na koricach

u(0,t) = u(L,t) = 0. Rozwigzanie to iloczyn czesci przestrzennej i czasowej
nmwx

u,(x,t) = B, sin (T) cos(w,t + ¢,) 178

gdzie: w,, = % dlan=1,2,3,..
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Wtasnosci i propagacja fal

Zasada superpozycji
W osrodkach liniowych, jezeli w danym punkcie spotykajg sie dwie (lub wiecej) fale, catkowite
wychylenie jest algebraiczng sumg wychylen sktadowych
x(t) = x,(t) + x2(t)
Interferencja
Bezposredni skutek superpozycji spojnych fal.

Konstruktywna (wzmocnienie) - Fale zgodne w fazie (A¢ = 0,2m, ...). Amplituda wypadkowa
A — Al ~+ AZ

Destruktywna (wygaszenie) - fale w przeciwfazie (A¢ = m, 3m, ...). Amplituda wypadkowa 4 =
|41 — 4|
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Fale dzwiekowe (Akustyka) cz. |

Fale dzwiekowe to mechaniczne fale podtuzne. Rozchodzg sie w osrodkach
sprezystych (gazach, cieczach, ciatach statych) w postaci przemieszczajgcych sie,
cyklicznych zageszczen i rozrzedzen czasteczek. W przeciwienstwie do fal
elektromagnetycznych, dzwiek nie rozchodzi sie w prozni.

Zjawisko to idealnie wpisuje sie w wyprowadzone wczesniej rownanie falowe.
Funkcja falowa u(x, t) moze w tym przypadku opisywac nie tylko fizyczne
przemieszczenie czgsteczek z potozenia rownowagi, ale takze — co jest czesto
wygodniejsze — lokalng zmiane cisnienia akustycznego Ap(x, t).
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Fale dzwiekowe (Akustyka) cz. li

Predkosc¢ fali dzwiekowej zalezy od wtasciwosci sprezystych i gestosci (p)
osrodka. W ciatach statych kluczowy jest modut Younga (E'), natomiast w
ptynach — modut objetosciowy (B)

E B
v = |—(ciata state) |—(ptyny)
\ p \ P

W powietrzu (w temperaturze 20°C) predkosé ta wynosi okoto 343 m/s.
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Efekt Dopplera cz. |

Zjawisko polegajgce na pozornej zmianie czestotliwosci (i dtugosci) fali
rejestrowanej przez obserwatora. Wynika ono z fizycznego ruchu zrodta fali,
obserwatora lub obu tych elementow wzgledem osrodka, w ktorym fala sie

rozchodzi.
v i vobs

f'=fo—=

U+ Vzrod

Gdzie f' — czestotliwos¢ odbierana (styszana) przez obserwatora,

fo — czestotliwos¢ emitowana przez zrédto, v — predkos¢ propagacji fali w
danym osrodku (np. predkos¢ dzwieku), v, — predkos¢ obserwatora
wzgledem osrodka, v,,.,4 — predkosc zrodta wzgledem osrodka.
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Efekt Dopplera cz. Il

Kiedy obiekt zblizanie sie uzywamy znakow dajgcych wiekszy wynik utamka
(gérne znaki: + w liczniku, - w mianowniku). Obserwator rejestruje fale o
wyzszej czestotliwosci (dzwiek wyzszy/piskliwy).

Kiedy obiekt oddala sie uzywamy znakow dajgcych mniejszy wynik utamka
(dolne znaki: - w liczniku, + w mianowniku). Obserwator rejestruje fale o nizsze;
czestotliwosci (dZzwiek nizszy/basowy).

Zjawisko Dopplera to jeden z tych efektow, ktore kazdy z nas zna intuicyjnie —
wystarczy przypomniec sobie zmieniajgcy sie dzwiek syreny pedzacej karetki

pogotowia.
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Sprezystosc ciat statych
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Podstawy teorii sprezystosci cz. |

Teoria sprezystosci to dziat mechaniki opisujacy, jak ciatfa
odksztatcaja sie pod wptywem obcigzen (sit, momentow, cisnien) i
jak wracajg do pierwotnego ksztattu po ich usunieciu.

Ciato sprezyste: Powraca do pierwotnego ksztattu i wymiarow
catkowicie po ustaniu dziatania sit zewnetrznych.

Ciato plastyczne: Ciato, w ktorym po usunieciu obcigzenia pozostaja
odksztatcenia trwate.

Odksztatcenie: Zmiana ksztattu lub wymiardow ciata pod wptywem

obcigzenia. Klasyczna teoria sprezystosci zaktada analize wytacznie
matych odksztatcen.
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Podstawy teorii sprezystosci cz. Il

Aby oderwac sie od konkretnych wymiarow probki i mowic o
uniwersalnych wtasnosciach materiatu, wprowadzamy dwie kluczowe
wielkosci.

Naprezenie osiowe (o)

Jest to miara sit wewnetrznych przenoszonych przez materiat na
jednostke powierzchni.

_F
°T 4
gdzie: 0 — naprezenie [Pa = N/m?] ], F — sita dziatajaca prostopadle do 186

powierzchni przekroju [N], A — pole przekroju poprzecznego [m? ].
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Podstawy teorii sprezystosci cz. lli

Odksztatcenie wzgledne (€)

Stanowi bezwymiarowg miare zmiany dtugosci ciata w stosunku do

jego dtugosci poczatkowe;.
Al

L

gdzie: € — odksztatcenie wzgledne, Al — bezwzgledna zmiana
dtugosci, [y — dtugos¢ poczatkowa.

€
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Prawo Hooke'a i state materiatowe cz. |

W granicach sprezystosci (dla matych odksztatcen) zaleznos¢ miedzy
naprezeniem a odksztatceniem jest wprost proporcjonalna (liniowa).
Zaleznosc te opisuje Prawo Hooke’a

o=F-¢€

Modut Younga (E) jest to modut sprezystosci podtuznej, wyrazany w
paskalach [Pa]. Jest to stata charakterystyczna dla danego materiatu

(np. stali, miedzi). Im wieksze E, tym materiat jest sztywniejszy

(wymaga wiekszego naprezenia do wywotania tego samego

odksztatcenia). 188
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Prawo Hooke'a i state materiatowe cz. Il

Wspotczynnik Poissona v

Kiedy rozciggamy pret, nie tylko sie on wydtuza, ale rowniez zweza.
Stosunek odksztatcenia poprzecznego do podtuznego okresla
bezwymiarowy wspotczynnik Poissona. Stanowi on obok modutu
Younga drugg fundamentalng statg opisujgca materiat izotropowy.
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Prawo Hooke'a i state materiatowe cz. Il

Zwigzek miedzy modutem Younga E a statg sprezystosci k
W fizyce szkolnej czesto uzywa sie makroskopowej wersji prawa Hooke'a
opisujgcej konkretng sprezyne

F = kAl
gdzie: k — wspodtczynnik sprezystosci [N/m].
Aby znalez¢ zwigzek miedzy makroskopowym k a materiatowym E,
wyznaczamy site z definicji naprezenia i podstawiamy wzor na
odksztatcenie

Al
F=0A= (EE)A =F (T)A 190
0

Projekt wspétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: - . . ** %
EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE -2027 (FERS) Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez |
"POLLUB z nami nowoczesne techno logie" FERS.01.05-IP.08-0319/23-00 dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unig Europejska




- B
Do W ke

e

Prawo Hooke'a i state materiatowe cz. IV

EA
F=(T)at
Lo

Poréwnujac z postacig F = kAl otrzymujemy

Porzadkujac to wyrazenie

= K
Sztywnosc¢ konkretnego elementu k jest wprost proporcjonalna do modutu

Younga jego materiatu E i pola przekroju A, a odwrotnie proporcjonalna do jego
dtugosci [.
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Hydrostatyka
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Hydrostatyka cz. |

Model cieczy i pojecie cisnienia

Ciecz w ujeciu fizycznym: Stan skupienia, ktory zachowuje stata
objetosc (jest praktycznie niescisliwy), ale nie ma wtasnego ksztattu
(przyjmuje ksztatt naczynia).

Ciecz idealna (model hydrostatyczny): Przyjmujemy, ze jest
catkowicie niescisliwa p = const oraz pozbawiona lepkosci (brak sit
tarcia wewnetrznego). W hydrostatyce analizujemy jg w stanie
spoczynku makroskopowego.

193
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Hydrostatyka cz. Il

Cisnienie p - Skalarna wielkosc fizyczna, definiowana jako stosunek
wartosci sity nacisku (tzw. sity parcia F ) dziatajgcej prostopadle do

powierzchni, do pola tej powierzchni S.

P="

Jednostka cisnienia w uktadzie Sl jest Pascal
1Pa = 1N /m?*
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Prawo Pascala

Cisnienie zewnetrzne wywarte na zamknieta, niescisliwg ciecz (lub gaz)
rozchodzi sie w niej jednakowo we wszystkich kierunkach i dociera do
kazdego punktu ptynu bez zmiany wartosci.

Prasa hydrauliczna (wzmacniacz sity): Uktad potgczonych naczyn z ttokami
o roznych polach przekroju. Zgodnie z Prawem Pascala cisnienie pod

oboma ttokami musi by¢ rowne p; = p,
R_F S,

===
51 52
Dziatajgc matg sitg na maty ttok, uzyskujemy zwielokrotniong site na
duzym ttoku. (Uwaga: Praca wykonana przez oba ttoki pozostaje taka 105
sama, zyskujemy site kosztem pokonanej drogi).
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Cisnienie hydrostatyczne i paradoks hydrostatyczny

Cisnienie wewnatrz ptynu rosnie wraz z gtebokoscig, co wynika z ciezaru warstw
lezgcych wyze;.

Rozwazmy stup cieczy o polu podstawy S i wysokosci h. Jego masa to
m = pV = pSh, a ciezar (sita parcia) to F = mg = pShg.
Dzielgc site przez pole S, otrzymujemy cisnienie stupa cieczy

Phyd = pgh

Petne cisnienie na gtebokosci h
Nalezy uwzglednic cisnienie zewnetrzne p, wywierane na swobodng
powierzchnie (np. atmosferyczne)

P =potpgh
Paradoks h%drostatyczny: Cisnienie na dnie naczynia zalezy wytacznie od
%’re,bpkps'ci i rodzaju cieczy p, a nie zalezy od ksztattu naczynia ani catkowitej 19
ilosci cieczy.
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Cisnienie atmosferyczne

Powietrze otaczajgce Ziemie rowniez wywiera cisnienie hydrostatyczne (cho¢
jego gestos¢ maleje z wysokoscig).

Barometr rteciowy - Szklana rurka dnem do gory, wypetniona rtecig i zanurzona
w otwartym naczyniu z rtecia. CisSnienie w rurce na poziomie powierzchni cieczy
W haczyniu otwartym musi by¢ rowne cisnieniu atmosferycznemu p, = pp

Otrzymujemy rownosc, cisnienie stupa rteci rownowazy cisnienie
atmosferyczne

Patm = pHg.gh

Dla normalnego cisnienia atmosferycznego v+, = 1013 hPa i gestosci rteci,
wysokos¢ ta wynosi ok. 760 mm. Stad historyczna jednostka cisnienia: milimetr
stupa rteci 1l mmHg = 1 Tor = 133 Pa.

197
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Prawo Archimedesa

Wynika bezposrednio z roznicy cisnien hydrostatycznych dziatajgcych na dno i gore
zanurzonego obiektu.

Rozwazmy prostopadfoscian o wysokosci [ i polu podstawy S, zanurzony catkowicie tak,
ze jego gorna podstawa jest na gtebokosci h.

Wypadkowa sita wyporu E,,
Ey =Fq4 —F; = pgS(h+1) — pgSh = pgSl

Poniewaz S - [ = V (objetos¢ wypartej cieczy), otrzymujemy
kv = pgV
Na kazde ciato zanurzone (czesciowo lub catkowicie) w ptynie (cieczy lub gazie) dziata

pionowa, skierowana ku gorze sita wyporu, ktorej wartos¢ jest rowna ciezarowi ptynu 198
wypartego przez to ciato.
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Elementy dynamiki ptynow
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Elementy dynamiki ptynow cz. |

Rownanie ciggtosci (Zasada zachowania masy)
Dla ptynu niescisliwego przeptywajacego przez przewod, objetosc ptynu
wptywajgca do rury musi by¢ rowna objetosci wyptywajacej. Oznacza to, ze
strumien objetosci jest staty

Slvl —_ 52172 = const

Jesli przekrdj rury S maleje, predko$é ptynu v musi wzrosnagé. To dlatego woda

z weza ogrodowego ptynie szybciej, gdy przytkniesz palec do wylotu,
zmniejszajac przekroj.

200
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Elementy dynamiki ptynow cz. Il

Rownanie Bernoulliego (Zasada zachowania energii)
ROwnanie to opisuje przeptyw jako proces wymiany energii. Suma energii cisnienia,
energii kinetycznej i energii potencjalnej dla jednostki objetosci ptynu jest stata

p + E'sz + pgh = const

p — energia cisnienia (potencjat cisnienia)
%pvz — gestosc energii kinetycznej
pgh — gestosc energii potencjalnej

Rownanie to pokazuje, ze w przeptywajacym ptynie wzrost predkosci (energii
kinetycznej) musi wigzac sie ze spadkiem cisnienia p. To fundamentalny mechanizm

dziatania m.in. przeptywomierzy czy skrzydet samolotow. o
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Termodynamika: rGwnanie stanu gazu doskonatego, przemia

gazowe, zasady termodynamiki, sprawnosc silnika Carnota,
przejscia fazowe
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Termodynamika cz. |

Przechodzac do termodynamiki, diametralnie zmieniamy naszg fizyczna
perspektywe. Zamiast sledzi¢ mechaniczny ruch pojedynczych punktow
czy sztywnych bryt, zaczynamy analizowac uktady sktadajgce sie z
niewyobrazalnej liczby czgsteczek. Naszym punktem wyijscia jest gaz
doskonaty — genialny w swej prostocie model idealizacyjny, ktoéry pomija
sity spojnosci i wtasng objetosc drobin. Pozwala to na sformutowanie
uniwersalnego réwnania stanu gazu (pV = nRT), ktoére w elegancki sposdb
wigze parametry makroskopowe: cisnienie, objetosc i temperature.

Na jego fundamencie opieramy analize klasycznych przemian gazowych,
obserwujac, w jaki sposob uktady fizyczne reagujg na zmiany warunkow 203
zewnetrznych.
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Termodynamika cz. |l

Prawdziwym sercem i filozoficznym trzonem tego dziatu sg zasady
termodynamiki. Pierwsza zasada stanowi potezne rozszerzenie prawa
zachowania energii, fgczagc mechaniczne pojecie pracy z przeptywem
ciepta i zmiang energii wewnetrznej uktadu. Z kolei druga zasada
wprowadza do fizyki zjawisko nieodwracalnosci procesoéw naturalnych.
Brutalnie uswiadamia nam ona, ze nie cata energia cieplna moze zostac
zamieniona na uzyteczng prace mechaniczng. Konsekwencjg tego prawa
jest istnienie teoretycznego limitu wydajnosci maszyn cieplnych.
Analizujgc wyidealizowany cykl silnika Carnota, udowadniamy, ze
maksymalna sprawnosc jakiejkolwiek elektrowni czy silnika zalezy
wytgcznie od skrajnych temperatur uktadu i nigdy nie osiggnie stu
procent.
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Termodynamika cz. IlI

/wienczeniem rozwazan w tym dziale sg przejscia fazowe, gdzie
porzucamy gazowaq idealizacje i mierzymy sie ze ztozonoscig
rzeczywistej materii. Badamy stany skupienia i zjawiska takie jak
topnienie czy parowanie, podczas ktorych substancje gwattownie
przebudowujg swojg strukture wewnetrzng, pochtaniajac lub
oddajgc ogromne ilosci ciepta utajonego, nie zmieniajgc przy tym
swojej temperatury. Zrozumienie tych zjawisk to klucz do
wspotczesnej inzynierii cieplnej, budowy systemow chtodniczych
oraz zrozumienia procesow ksztattujgcych klimat naszej planety.
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Stan gazu i Rownanie Clapeyrona

Stan gazu opisujg trzy makroskopowe parametry stanu: cisnienie p, objetos¢ IV oraz
temperatura T.

Mol substancji: llo$¢ materii zawierajaca dokfadnie 6,022 x 1023 czastek (atoméw lub
czgsteczek). Wartosc ta to liczba Avogadra Ny.

Prawo Avogadra: W tych samych warunkach cisnienia i temperatury, rowne objetosci
roznych gazow zawierajg takg samg liczbe czgsteczek.

Rownanie stanu gazu doskonatego (Rdwnanie Clapeyrona):

Z potaczenia praw gazowych i prawa Avogadra otrzymujemy uniwersalne rownanie
pV = nRT

gdzien = %— liczba moli, m — masa gazu, M — masa molowa, R = 8,31 J/(mol - K) — 200

uniwersalna stata gazowa.
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Przemiany gazowe cz. |

Wynikajg bezposrednio z réwnania stanu gazu pV /T = const dla statej masy
gazu.

Przemiana izotermiczna T = const: Prawo Boyle’a-Mariotte’a Przy statej
temperaturze cisnienie gazu jest odwrotnie proporcjonalne do jego objetosci.
Uktad musi powoli wymieniac ciepto z otoczeniem.

p1V1 = p2 V>
Przemiana izobaryczna p = const: Prawo Gay-Lussaca Przy statym cisnieniu
objetosc gazu jest wprost proporcjonalna do jego temperatury.
h W
T1 B T2 207
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Przemiany gazowe cz. |l

Przemiana izochoryczna I/ = const: Prawo Charlesa Przy statej objetosci

ciSnienie gazu rosnie proporcjonalnie do wzrostu temperatury.
P1 D2

T, T,
Gdzie dla wszystkich trzech przemian parametry p,,V;, T;0raz p,, V>, T5
Sg odpowiednio cisnieniem, objetoscig i temperaturg przed i po przemianie.
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Mikroskopowy obraz gazu doskonatego cz. |

Gaz doskonaty to model, w ktorym czasteczki traktujemy jako punkty
materialne, zderzajgce sie doskonale sprezyscie ze sobg i ze Sciankami naczynia.
Zderzenia te generujg makroskopowe cisnienie.

Cisnienie z perspektywy mechaniki Newtona

Zmiana pedu czasteczki odbijajgcej sie od scianki wynosi Ap,, = 2muv,,.
Usredniajgc site uderzen N czgsteczek na powierzchnie sciany, otrzymujemy
1 Nmv?

B § V 209

p

Projekt wspétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: d iski li fi
FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez

"POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-IP.08-0319/23-00 dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska




- B
e Bk

TECHI‘IDLOQIE_\.

Mikroskopowy obraz gazu doskonatego cz. Il

Mikroskopowa definicja temperatury: Porownujgc powyzszy wynik z

rownaniem
wigzemy temperature ze srednig energig kinetyczng ruchu postepowego
czasteczek o
mv? 3 T
2 2°°F

Temperatura to miara chaotycznego ruchu czgsteczek. Stata Boltzmanna
kg ~ 1,38 x 10723 J/K.
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Stopnie swobody i Energia Wewnetrzna U

Zasada ekwipartycji energii: W stanie rownowagi termodynamicznej, na kazdy niezalezny
stopien swobody f czgsteczki przypada srednio taka sama energia:

Eg = kB
Stopnie swobody f : Liczba niezaleznych wspo’rrzednych potrzebnych do opisu ruchu.
Gaz jednoatomowy (np. Hel): f = 3 (tylko ruch postepowy x, vy, z).
Gaz dwuatomowy (np. 0,): f = 5 (3 postepowe + 2 obrotowe).

Energia wewnetrzna U : Dla gazu doskonatego to suma energii kinetycznych wszystkich
czgsteczek (brak oddziatywan potencjalnych miedzy nimi). Zalezy wytgcznie od temperatury

U= NikBT = n]—CRT
2 2 211
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| Zasada Termodynamiki

Stanowi uogolnienie zasady zachowania energii. Zmiana energii wewnetrznej
uktadu AU jest sumg ciepta dostarczonego do uktadu Q i pracy wykonanej nad
uktadem W.

AU = Q + W
(Q > 0 uktad pobiera ciepto, Q < 0 uktad oddaje ciepto, W > 0 otoczenie
wykonuje prace nad gazem (sprezanie), W < 0 gaz wykonuje prace nad
otoczeniem (rozprezanie).

Praca objetosciowa gazu: W infinitezymalnym procesie praca wykonywana

przez gaz to pdV . Praca wykonana nad gazem wynosi zatem dIW = —pdV.

Postac rozniczkowa | zasady termodynamiki: 212
dU = dQ — pdV
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Ciepto wiasciwe i Wzor Mayera

Ciepto molowe C to ilos¢ ciepta potrzebna do ogrzania jednego mola gazu o 1 kelwin C = 140

n dT
Jego wartos$¢ zalezy od rodzaju prowadzonego procesu.
Ciepto molowe przy statej objetosci Cy:

Poniewaz dV = 0, gaz nie wykonuje pracy dW = 0. Cate ciepto idzie na zmiane energii wewnetrzne;j
dQ = dU:
f

C, ==R
)

Ciepto molowe przy statym cisnieniu C,;:

Gaz podgrzewany izobarycznie rozszerza sie, wykonujgc prace. Czesc¢ ciepta idzie na wzrost temperatury, a
czgSC na prace przeciwko otoczeniu, stad €, > Cy .

Rdzniczkujgc réwnanie Clapeyrona pdV = nRdT wstawiajgc do | zasady, otrzymujemy absolutnie
kluczowg zaleznos¢:

213

Cp_CV:R
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Praca w procesach przemiany (lzoterma i Adiabata)

Przemiana izotermiczna T = const - Skoro temperatura sie nie zmienia, to AU = 0. Cate dostarczone

ciepto zamienia sie w prace mechaniczng Q = -W.
2

V2
W = p dV =nRT In|—
v 4
Przemiana adiabatyczna Q = 0 - Proces, w ktorym nie ma wymiany ciepta z otoczeniem (np. proces
zachodzacy bardzo gwattownie). dU = —pdV - rozprezajacy sie gaz wykonuje prace kosztem wtasne;j

energii wewnetrznej, wiec drastycznie sie ochtadza!
pV?Y = const

Stosunek ciepet molowych (wyktadnik adiabaty)

YV = C_V
W zmiennych T,V 214
Tlvly—l — TZVZy—l
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Cykl Carnota

Zaproponowany przez S. Carnota (1824) — teoretyczny, idealny i odwracalny cykl termodynamiczny
wyznaczajgcy maksymalng mozliwg sprawnosc silnika cieplnego pracujgcego miedzy dwiema
temperaturami: goragcg T i zimng T5.

Sktada sie z 4 odwracalnych etapow:

* Rozprezanie izotermiczne: gaz pobiera ciepto Q;ze zroédta w temp. T; .
* Rozprezanie adiabatyczne: gaz ochtadza sie do T, wykonujgc prace.

e Sprezanie izotermiczne: gaz oddaje ciepto Q, do chtodnicy w temp. T5.
* Sprezanie adiabatyczne: gaz nagrzewa sie z powrotem do T .

Sprawnosci 1 to stosunek pracy uzytecznej do ciepta pobranego. W cyklu idealnym zalezy wytgcznie od

temperatur:

|4 |Q,| Carnot T,
77:—:]_— > 7 =1 —-— 215
Q: Q: max Ty
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Il Zasada Termodynamiki

| zasada to tylko bilans energii. Il zasada nadaje kierunek procesom zachodzgcym w
naturze — wprowadza strzatke czasu.

Rownowazne sformutowania historyczne:

* Clausiusa: Ciepto nie moze samorzutnie przeptywac od ciata chtodniejszego do
cieplejszego.

e Kelvina-Plancka: Nie mozna zbudowac silnika, ktory przeksztatcatby catkowicie
pobrane ciepto na prace (odrzucenie perpetuum mobile Il rodzaju).

* Carnota: Zaden rzeczywisty silnik cieplny pracujgcy miedzy temperaturami Ty i T, nie
moze miec sprawnosci wyzszej niz odwracalny silnik Carnota:

216
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Entropia S — Makro i Mikroswiat

Il zasada termodynamiki da sie sprowadzi¢ do jednego zdania: W uktadzie izolowanym entropia
nigdy nie maleje AS = 0.

Podejscie termodynamiczne (makroskopowe): Dla procesu odwracalnego zmiane entropii
definiuje skompensowane ciepto:
aq

dS = —
T

Jednostka entropii jest [S] = J/K. Entropia rosnie, gdy uktad pobiera ciepto.

Podejscie statystyczne (mikroskopowe) - Wzér Boltzmanna: Entropia jest miarg
nieuporzadkowania uktadu. Stan ukfadu o wyzszej entropii jest po prostu statystycznie bardziej
prawdopodobny.

S =kglnQ

Gdzie () to liczba mikrostanéw (sposobdw, na jakie mozna rozmiesci¢ czgsteczki i ich energie,
aby uzyskac ten sam makroskopowy stan p,V, T).
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Elektrostatyka, elektrycznos¢, magnetyzm,

fale elektromagnetyczne

218
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Elektrostatyka, elektrycznoéé, magnetyzm,

fale elektromagnetyczne cz. |

Wkraczajac w swiat elektromagnetyzmu, odkrywamy zupetnie
nowg, fundamentalng wtasciwos¢ materii —tadunek elektryczny.
Naszg podroz zaczynamy od elektrostatyki, gdzie badamy sity
potezniejsze od grawitacji, ukryte w uwiezionych, nieruchomych
tadunkach. Szybko jednak uwalniamy ten potencjat, wprawiajac
elektrony w uporzgdkowany ruch. W ten sposob przechodzimy do
elektrycznosci i pradu elektrycznego — zjawiska, ktore stanowi
dostowny krwiobieg wspotczesnej cywilizacji i fizyczng podstawe
dziatania absolutnie kazdego uktadu obliczeniowego.

219
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Elektrostatyka, elektrycznoéé, magnetyzm,

fale elektromagnetyczne cz. li

Kolejnym, niezwykle istotnym krokiem jest magnetyzm. Historycznie
traktowany jako odrebne zjawisko zwigzane z rudami zelaza, w
ujeciu fizyki okazuje sie nierozerwalnie zwigzany z ruchem tadunkow
elektrycznych. Odkrywamy tu jedng z najpiekniejszych symetrii w
naturze: ptynacy prad elektryczny wytwarza wokoét siebie pole
magnetyczne, a z kolei zmienne pole magnetyczne potrafi
indukowac napiecie i przeptyw pragdu w przewodnikach. Zjawisko
indukcji elektromagnetycznej to serce wspotczesnej energetyki, bez
ktorego nie mogtyby dziata¢ zadne generatory, silniki ani
transformatory.
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Elektrostatyka, elektrycznoéé, magnetyzm,
fale elektromagnetyczne cz. llI

Prawdziwym triumfem i zwienczeniem tego dziatu jest jednak genialna
synteza dokonana przez Jamesa Clerka Maxwella. t3czgc elektrycznosc i
magnetyzm w jeden spojny system rownan, fizyka udowodnita, ze
wzajemnie napedzajgce sie, oscylujgce pola elektryczne i magnetyczne
potrafig oderwac sie od swojego zrodta i podrozowac przez przestrzen.
Tak definiujemy fale elektromagnetyczne — od fal radiowych, przez
mikrofale, az po swiatto widzialne. Zrozumienie tego fenomenu to nie
tylko domkniecie klasycznej teorii pola; to przede wszystkim fizyczna
warstwa, na ktorej opiera sie cata dzisiejsza telekomunikacja,
bezprzewodowy transfer danych i sieci swiattowodowe, stanowigce 221
absolutny fundament dzisiejszej informatyki i cyberbezpieczenstwa.
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Elektrostatyka — tadunek i Prawo Coulomba

Elektrostatyka bada tadunki elektryczne w spoczynku i wytwarzane przez nie pola.

tadunek elektryczny g: Cecha materii warunkujgca oddziatywania elektromagnetyczne. Jednostka w SI:
kulomb C.

Kwantowanie i zasada zachowania: tadunek wystepuje jako wielokrotnos¢ tadunku elementarnego

e = 1,602 x 10719 C. W izolowanym uktadzie catkowity tadunek (suma algebraiczna) jest zawsze staty.

Prawo Coulomba - Sita wzajemnego oddziatywania dwéch punktowych tadunkéw jest wprost
proporcjonalna do ich iloczynu i odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegtosci miedzy nimi:
Fo—k 9192 ,
12 = K3 r

~ 8,99 X 10° N - m?/C? (e, to przenikalnoé¢

Gdzie: 7 to wektor jednostkowy kierunku, a k = py—
0

elektryczna proézni).
Zasada superpozycji - Wypadkowa sita dziatajgca na tadunek jest wektorowg sumg sit pochodzgcych od
poszczegoblnych tadunkow 222

ﬁ:ZE

Projekt wspétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: .. . .
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez

FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) ; S }
"POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-IP.08-0319/23-00 dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska




- B
e Bk

TECHI‘IDLOQIE_\.

Pole Elektryczne

Pole elektryczne to stan przestrzeni przenoszacy oddziatywanie tadunkow.

Natezenie pola elektrycznego E : Sita dziatajgca na jednostkowy, dodatni tadunek
prébny q,. Jednostka: N/C (lub V/m).

L, F
E=—
do
Pole fadunku punktowego Q :
1 Q,
—7

E =
ATTE T2

Linie pola elektrycznego: Umowne krzywe obrazujgce wektor E (styczny do linii w
kazdym punkcie). Wychodzg z tadunkéw dodatnich, wchodzg do ujemnych. Gestos¢ 223
linii obrazuje wartosc pola.
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Prawo Gaussa dla pola elektrycznego cz. |

Twierdzenie to pozwala w prosty sposob obliczac pola elektryczne dla uktadow
o wysokiej symetrii.

Strumien pola elektrycznego @5 Miara liczby linii pola przebijajgcych
powierzchnie S.

-

S

Prawo Gaussa: Strumien pola elektrycznego przez dowolng powierzchnie
zamknietg jest rowny catkowitemu tadunkowi wewnatrz niej podzielonemu

przez €,
fﬁds—::Qwew 224
S €o
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Prawo Gaussa dla pola elektrycznego cz. Il

Praktyczne zastosowania (z uzyciem odp. symetrii).

Uzywamy prawa Gaussa do analizy rozktadu pul elektrycznych wytwarzanych
przez przestrzenny rozktad tadunkow.

Nieskoriczona ni¢ (gestosé liniowa A):
E =

A
2TEQT

Nieskonczona ptaszczyzna (gestos¢ powierzchniowa o):

i o
2€g
225
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Praca, Potencjat i Energia

Pole elektrostatyczne jest polem zachowawczym — praca wykonana przy przesunieciu fadunku
po krzywej zamknietej wynosi zero
f E-dl=0

Energia potencjalna U : Praca, jaka trzeba wykona¢ przeciwko sitom pola, by przynies¢ fadunek
q z nieskonczonosci U = 0 do danego punktu. Dla dwdch tadunkow punktowych:
1 q0
U= —
4teg T

Potencjat elektryczny V : Energia potencjalna na jednostke tadunku (V = U/q).

Jednostka: wolt (V =J/C).
Zwigzek natezenia z potencjatem: Wektor natezenia pola wskazuje kierunek najszybszego
spadku potencjatu (jest jego ujemnym gradientem).
, (av oV av A> 22
E=—-gradV=—|—Il+—j+—k
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Pojemnosc i Kondensatory

Zdolnosc¢ uktadu przewodnikow do gromadzenia tadunku przy danym potencjale.

Pojemnos¢ C : Stosunek tadunku na przewodniku do jego potencjatu (lub réznicy potencjatéw U
dla kondensatoréw). Jednostka: farad (F = C/V).

0
C=y

Kondensator ptaski: Zalezy wytgcznie od geometrii i przenikalnosci dielektryka €,..
Wzér dla ptytek o polu S w odlegtosci d :
_ Eo€rS

- d

taczenie kondensatorow
Réwnolegte C, = C; + C, + -+ Cy,

227

1 11 1
Szeregowe — = — + — + - + —
Cz €1 ( Cn
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Prad Elektryczny i Opor
Uporzadkowany ruch tadunkéw wywotany obecnoscig pola elektrycznego.
Natezenie I i Gestos$¢ pradu J :

aq

I = 7 oraz ff dS(gdzieJ = pi,)
Model Drudego i Opdr: Elektrony poruszajg sie, zderzajac z siecig krystaliczng (fononami,
deflektami). Czestsze zderzenia (krotszy czas T) oznaczajg mniejszg predkosc¢ dryfu i wiekszy
gf)%rr. elektryczny R : Jednostka: om (). Zalezy od materiatu i geometrii:

R = Pw <

Py — rezystywnosc, opor wiasciwy.

Zalezno$¢ od temperatury (dla metali opér roénie, w pétprzewodnikach maleje): 228

R(T) = Ry[1 + a(T — Ty)]
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Prawo Ohma

Dla pradu ptyngcego w przewodniku o zadanej temperaturze mozemy zapisac
prawo Ohma:

Stosunek napiecia do natezenia w tym przewodniku jest staty

— = const
I

Tak sie sktada, ze stosunek ten dla zadanej temperatury rowny jest oporowi
elektrycznemu przewodnika, zatem mozemy zapisac

==
R

W tej postaci opor R traktujemy jako statg charakterystyczng dla danego
elementu, zalezng od jego geometrii (dtugosci, pola przekroju) oraz materiatu.
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Obwody i Prawa Kirchhoffa cz. |

Do analizy ztozonych obwodow wykorzystujemy pojecia Sity Elektromotorycznej
(SEM) i dwie podstawowe zasady zachowania.

e Sita Elektromotoryczna €: Praca sit nieelektrycznych (np.
chemicznych) przepychajacych tadunki wewnatrz zrédta (od '-' do
'+'). Wyrazana w woltach (V).

* | Prawo Kirchhoffa (Prawo Weztéw): Wynika z zasady zachowania
tadunku. Suma pradéw w wezle wynosi zero (ile wptywa, tyle

wyptywa).
z Ii =0 230
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Obwody i Prawa Kirchhoffa cz. Ii

Il Prawo Kirchhoffa (Prawo Oczek): Wynika z zasady zachowania energii. W
zamknietym oczku obwodu suma spadkow napie¢ rowna jest sumie sit

elektromotorycznych.
Y-

tgczenie Rezystorow

Szeregowe
RZ :R1+R2 ++RTL
Rownolegte
1 _ 1 N 1 . 1
Rz Ry R, Rn
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Magnetyzm i Sita Lorentza cz. |

Pola magnetyczne oddziatujg na tadunki wytacznie wtedy, gdy s3 one w ruchu.

Sita Lorentza: Wypadkowa sita elektromagnetyczna. Jej sktadowa magnetyczna jest zawsze
prostopadta do wektora predkosci. Zmienia tylko tor lotu, nie zmienia energii kinetycznej (nie
wykonuje pracy).
F =q(E + 7 xB)
Ruch w jednorodnym polu magnetycznym v 1 B
tadunek porusza sie po okregu (sita magnetyczna petni role sity dosrodkowej). Promien okregu
mv

r = —/—

qB

okres obiegu
_ 2mm

= —qB

232
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Magnetyzm i Sita Lorentza cz. li

Sita dziatajgca na przewodnik z pragdem

F =I(L x B)
Moment sity dziatajgcy na ramke z pradem: Zdefiniujmy moment magnetyczny
ramki o polu powierzchni S

i=1S

—

M=jixB
Zasada dziatania silnikow elektrycznych i galwanometrow.

233
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Zrodta Pola Magnetycznego

Zgodnie z odkryciem Oersteda, przeptywajacy prad generuje wokot siebie pole
magnetyczne (reguta prawej dfoni).

Prawo Biota-Savarta: Okresla wektor indukcji elementarnej dB od fragmentu
przewodu dl (wzér catkowany dla catych obwoddw):
N Idl xr
4B — Ho
At 12
to = 41 X 1077 T - m/A — przenikalno$¢ magnetyczna prézni.

Prawo Ampere'a: Magnetyczny odpowiednik Prawa Gaussa utatwiajgcy obliczenia dla
wysokich symetrii. Cyrkulacja pola wokdét zamknietej krzywej zalezy od pradu
przebijajgcego te powierzchnie

%ﬁ dl = Holwew -~
L
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Indukcja Elektromagnetyczna

Zjawisko generowania sity elektromotorycznej (SEM) w wyniku zmiany strumienia
magnetycznego przenikajgcego przez obwod.

Strumien pola magnetycznego definiujemy jako

Dy = f B dS
S
Prawo Faradaya:
_ N ddpg
€= dt

Wartos¢ SEM zalezy od szybkosSci zmiany strumienia (zmiany natezenia pola §, przekroju S, lub
kata pomiedzy wektorem indukcji magnetycznej i wektorem normalnym do powierzchni.

Znak minus (Reguta Lenza): Wzbudzony prad indukowany zawsze ptynie w takim kierunku, aby
wytworzone przez niego pole magnetyczne przeciwdziatato przyczynie, ktéra go wywotata
(zachowanie energii).

Projekt wspétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: .. . .
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez

FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) ; S }
"POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-IP.08-0319/23-00 dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

235




- B
e Bk

TECHI‘IDLOQIE_\.

Rownania Maxwella cz. |

Sg to cztery fundamentalne réwnania spinajgce elektrycznos¢ i magnetyzm w spdjng catosc.

fﬁ-ds*':g
S

€o

1. Prawo Gaussa dla pola elektrycznego

Zrédtem pdl E sg tadunki elektryczne

2. Prawo Gaussa dla pola magnetycznego

B-dS=0
S

Linie pola magnetycznego sg zamkniete — brak monopoli magnetycznych

236
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Rownania Maxwella cz. Il

3. Prawo Faradaya p
fﬁ-diz——]ﬁ-dS?
C dt Jg

Zmienne pole magnetyczne wytwarza wirowe pole elektryczne.

4. Prawo Ampere’a

-

- - d -
del=M0]+H0€O_JEdS
C dt S

Zrédtem pola magnetycznego sg ptynace prady lub zmienne pola elektryczne - prad

przesuniecia.
237
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Fale Elektromagnetyczne

Z rownan Maxwella w pustej przestrzeni (brak pradow i tadunkéw) otrzymujemy rownania falowe, co
dowodzi, ze pole elektromagnetyczne moze odrywac sie od zrodet i propagowac jako fala.
Rownanie falowe przybiera postac . .
V2E 7, V2B o8
— Up€p = = oraz — Ug€p = =
Ho€o 912 Ho€o n

Predkosc swiatta w prozni ¢ wynika bezposrednio z przenikalnosci prozni:

~ 3% 108 m/s
VHo€o

Cc =

Cechy fali ptaskiej E= E_0>cos(kx — wt)

Wektory EiB sg zawsze fazowo zgodne i prostopadte do siebie oraz do kierunku rozchodzenia sie fali (fala
poprzeczna).

Amplitudy sg scisle powigzane relacjg 238
EO = CBO
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Prad przemienny

Prad przemienny AC to taki prad, ktérego natezenie i kierunek zmieniajg sie w czasie w sposdb okresowy.
W inzynierii i fizyce obwoddw skupiamy sie przede wszystkim na przebiegach harmonicznych
(sinusoidalnych), poniewaz zgodnie z twierdzeniem Fouriera kazdy przebieg okresowy mozna roztozyé¢ na
sume fal sinusoidalnych.

Matematyczny opis natezenia pradu i napiecia chwilowego wyrazamy jako
i(t) = I, sin(wt + ¢;)
u(t) = U, sin(wt + ¢,)

Kluczowe parametry
1. Amplituda I, U, - Maksymalna wartosc¢ szczytowa, jakg osigga natezenie pradu lub napiecie.
2. Predkos¢ katowa w opisujgcego dany przebieg i wigze sie z czestotliwoscig f i okresem T rownaniem

2T
w = 2nf = T
3. Faza ¢ - Stan poczatkowy fali w chwilit = 0.
4. Przesuniecie fazowe Ap = ¢,, — @; jest to roznica w czasie miedzy maksimami napiecia i pradu. 239
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Prad przemienny — wartosci skuteczne

Gdy przez rezystor ptynie prad przemienny, wydzielana moc chwilowa p(t) = R - i%(t) pulsuje
i zmienia sie od zera do wartosci maksymalnej P,,,,, = RI5. W energetyce kluczowa jest jednak
Srednia moc wydzielana w jednym pe’mmi okresie fali:

1 I¢
P, = Tj R - I¢ sin?(wt) dt = R?
0

Dla wygody obliczen wprowadzamy pojecie wartosci skutecznej (RMS — Root Mean Square).
Wartos¢ skuteczna pradu przemiennego to taka wartos¢ hipotetycznego pradu statego, ktory
przeptywajgc przez opornik o rezystancji R, wydzieli w nim w tym samym czasie takg samg
Srednig moc, co dany prad przemienny.

Dla idealnej fali sinusoidalnej zachodzg Sciste relacje matematyczne

_Jo _ Yo _
I = 5~ 0,707l Usie = 72~ 0,707U, »
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Elementy R, L, Ci przesuniecie fazowe

W przeciwiennstwie do obwoddéw pradu statego (DC), gdzie opor stawiajg tylko rezystory, w
obwodach AC ciggte zmiany pradu i napiecia aktywujg zjawiska indukcji (cewki) oraz
gromadzenia tadunku (kondensatory). Wprowadzajg one opor bierny i wymuszajg przesuniecia
fazowe.

1. Rezystor R - Brak przesuniecia fazowego A@ = 0. Napiecie i natezenie sg w fazie (rosng i
malejg rownoczesnie). Obowigzuje klasyczne Prawo Ohma Uy, = R - I,,.

2. Cewka L - Zjawisko samoindukcji generuje site elektromotoryczng przeciwdziatajgcg zmianom
pradu. Skutek: napiecie wyprzedza prad o %

3. Kondensator C - Prad jest potrzebny do przemieszczenia tadunku na oktadki zanim powstanie
napiecie. Skutek: prad wyprzedza napiecie o %

241
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Obwodd RLC cz. |

Obwod RLC to fundamentalny uktad w elektrodynamice, sktadajacy
sie z opornika o rezystancji R, cewki o indukcyjnosci L oraz
kondensatora o pojemnosci C. Jego dynamika opiera sie na ciggtej
wymianie energii miedzy polem elektrycznym w kondensatorze a
polem magnetycznym w cewce, przy jednoczesnym rozpraszaniu
energii (w postaci ciepta) na oporniku.

Najczesciej analizowanym przypadkiem jest uktad szeregowy.

242
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Obwod RLC cz. |l

Dla szeregowego obwodu RLC podtgczonego do zrddta napiecia zmiennego u(t), z drugiego
prawa Kirchhoffa (suma spadkdw napiec na elementach jest réwna napieciu zrédta) wynika

nastepujace rownanie catkowo-réozniczkowe
Ldi(t) + Ri(t) + ! j'(t)dt (t)
— [ — | =u
dt C
Aby uproscic to rownanie do klasycznego rownania rézniczkowego drugiego rzedu, mozna je
zrozniczkowac wzgledem czasu lub zapisac dla tadunku zgromadzonego na kondensatorze

i(r) =240
d’q(t) =~ dqt) 1
L + R———+—=q(t) = u(t
To réwnanie jest matematycznie izomorficzne z rdwnaniem ttumionego oscylatora
harmonicznego w mechanice (gdzie L odpowiada masie, R — wspotczynnikowi tarcia 243

lepkosciowego, a 1/C — statej sprezystosci).
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Zawada obwodu (Impedancja)

W stanie ustalonym, przy zasilaniu napieciem sinusoidalnym u(t) = U, sin(wt), najwygodniej analizowac
uktad za pomocg metody symbolicznej (fazowej). Poniewaz przez wszystkie elementy ptynie ten sam prad
i(t), napiecia na poszczegodlnych elementach sg wzgledem niego przesuniete w fazie

Ug- jest w fazie z pragdem, U, - wyprzedza prad o g, Uc - opOiZnia sie wzgledem pradu o g

Wektorowa suma tych napiec daje napiecie catkowite. Na wykresie wskazowym widaé wyraznie, ze
catkowity opdr stawiany przez obwdd — zwany impedancjg (zawadg) Z — nie jest prostg sumag algebraiczng,
lecz suma geometryczng (wynikajgca z twierdzenia Pitagorasa)

2
1
Z=\R*+ (X, —Xc)>= |R*+ (wL——)
wC
gdzie catkowity kat przesuniecia fazowego ¢ miedzy pragdem a napieciem zasilajgcym wynosi
Xc
R 244

tangp =
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Optyka geometryczna i falowa

245
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Optyka geometryczna i falowa cz. |

Swiatto to prawdopodobnie najbardziej fascynujacy noénik informacji we
wszechswiecie, a petne zrozumienie jego natury wymaga zastosowania
dwoch komplementarnych podejs¢, ktore wspadlnie tworzg ten dziat. W
pierwszej kolejnosci wkraczamy w obszar optyki geometrycznej, gdzie
zachowanie Swiatfa upraszczamy do postaci nieskoniczenie cienkich
promieni rozchodzacych sie po liniach prostych. To klasyczne przyblizenie,
opierajgce sie na fundamentalnych prawach odbicia i zatamania
(opisanych m.in. rownaniem Snella), pozwala nam projektowac i
analizowac dziatanie soczewek, zwierciadet czy uktadéw pryzmatow.
Optyka geometryczna daje nam doskonate narzedzia inzynierskie do
Zrozumienia zasady powstawania obrazow, jednak milczy na temat samej, e
gtebokiej natury promieniowania swietlnego.
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Optyka geometryczna i falowa cz. Il

Ograniczenia tego pierwszego modelu ujawniajg sig, gdy Swiatto napotyka
przeszkody o rozmiarach porownywalnych z jego dtugosciag. Wowczas musimy
odrzuci¢ wyobrazenie prostoliniowego promienia i wkroczy¢ w sSwiat optyki
falowej. Traktujgc Swiatto wprost jako fale elektromagnetyczng, zyskujemy
zupetnie nowy jezyk pozwalajgcy opisac zjawiska dyfrakcji (ugiecia fali) oraz
interferencji (wzajemnego naktadania sie i wzmacniania lub wygaszania fal).

To wtasnie ujecie falowe wprowadza kluczowe pojecie czota fali, ktorego ksztatt
niesie ogromng ilos¢ informacji. Zrozumienie, w jaki sposéb front falowy ulega
deformacji podczas przejscia przez dany osrodek, otwiera nam drzwi do
zaawansowanej metrologii optycznej. To dzieki precyzyjnej analizie tych
znieksztatcen i badaniu prazkow interferencyjnych jestesmy dzis w stanie

z niesamowitg doktadnoscig mapowac aberracje, testowac jakosc
zaawansowanej optyki teleskopowe;j i weryfikowaé poprawnosc uktadow,

w ktorych geometria to juz zdecydowanie za mato. 247

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska




- -
o gretoreisit Il [seiska

¢ nowocaesne ,

TECHI'IDLDQIE_\.

Optyka geometryczna — zatozenia i granice

Przyblizenie eikonalne A — 0: Optyka geometryczna zaktada, ze dtugosc fali jest
znikomo mata w poréwnaniu z wymiarami uktadu optycznego.

Pojecie promienia: Swiatto rozchodzi sie wzdtuz linii prostych (promieni
swietlnych). Promien swietlny jest geometryczng krzywga prostopadta do
powierzchni statej fazy fali elektromagnetyczne,;.

Zjawiska takie jak odbicie i zatamanie mozna opisa¢ w petni analityczna
geometrig, z pominieciem dyfrakcji czy interferencji.

Zasada Fermata: Swiatfo porusza sie miedzy dwoma punktami po takiej drodze
optycznej, dla ktorej czas przebiegu jest ekstremalny (najkrotszy).
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Optyka geometryczna cz. |

Kiedy Swiatto napotyka granice dwdch
osrodkow, jego zachowanie determinujg dwa
podstawowe prawa: Ny

4 T
Q

Prawo odbicia: Kat padania jest rowny katowi
odbicia. Promien padajacy, promien odbity oraz
normalna do powierzchni w punkcie padania
lezg zawsze w jednej ptaszczyznie.
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Prawo zatamania (Snelliusa): Gdy swiatfo
przechodzi z osrodka 1 do osrodka 2, zachodzi
relacja

4 T
Q

N1

nysina = n,sinf

gdzie wspotfczynnik zatamanian = - to

stosunek predkosci Swiatta w prozm do
predkosci swiatta w danym osrodku.
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Uktady formujgce obraz — Model soczewki cienkiej cz. |

Soczewka cienka to idealizacja, w ktorej pomijamy grubos¢ samej soczewki przy
wyznhaczanhiu biegu promieni.

Rownanie soczewki cienkiej: Wigze odlegtos¢ przedmiotu od soczewki x,

odlegtos¢ obrazu y i jej ogniskowg f :
1 1 N 1
fox 'y

Wzor szlifierzy soczewek: Wigze parametry geometryczne (R{, R, — promienie
krzywizny) oraz materiatowe (n — wsp. zatamania soczewki, n,; — wsp.

zatamania otoczenia) z uzyskiwang ogniskowa:
1 n 1 1

_=—=1

+
f Not Rl RZ
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Uktady formujgce obraz — Model soczewki cienkiej cz. Il

O{ Bias

Dwuwypuklia Plasko- Wklesto- Plasko- Dwuwklesta
-wypukta-wypukia -wklesta

Rysunek 1. Rodzaje soczewek o powierzchniach sferycznych
i pfaskich. Zrédto: https://pl.wikipedia.org/wiki/Soczewka

Rysunek 2. a) Przyktadowy bieg promieni w soczewce skupiajgcej dwuwypuktej.
b) Przyktadowy bieg promieni w soczewce skupiajacej dwuwklestej. Zrédto:

https://pl.wikipedia.org/wiki/Soczewka

Projekt wspotfinansowany ze Srodkéw Unii Europejskiej w ramach:
FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU SPOtECZNEGO 2021-2027 (FERS)
"POLLUB z nami howoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska

e

) any
\ T
’I \ ~—_
f ~—
T~
3 T —
o Os optyczna ’ ] g
. -~ s
. \ " Ognisko
~ \ -
N \ / ////
™~ \ / ,/j/
~
N /L
R,

~ -
R\ g
2\

“a,

Soczewka skupiajqca

b) 1T —

Ogniska",-""'-' | i
= }_4________________795999*_0:2'3@_

. ‘*m‘__k |

252

Soczewka rozpraszajgca




“=poLLub
.’nouacaesﬁ&i;m

TECHI‘IDLOQIE_\.

A C)
a)
T o
{ T | 1
o Fa F o} l
Y
b) 4 d)
T .
5 K
Y

Rysunek. Zasady powstawania obrazu dla soczewki skupiajgcej w zaleznosci, gdzie
ustawiony jest przedmiot: a) odlegtos¢ x < 2fix>f b) x> 2f, c)x=1f d) x< f.
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Optyka falowa i zasada superpozycji

Przejscie na poziom falowy uwzglednia zjawiska opierajgce sie na fazie fali
elektromagnetyczne,;.

» Koherencja (spdjnosc): Fale muszg wykazywacd statg w czasie rdznice faz, aby
moc utworzy¢ stabilny, dajacy sie zaobserwowac obraz interferencyjny.

» Superpozycja fal: Gdy spdjne fale spotykajg sie w przestrzeni, ich amplitudy
sie dodaja:

* Interferencja konstruktywna (jasne prazki): Maksima fal sie pokrywajg, gdy
roznica faz wynosi 4¢ = 0,2m, 41 ...

* Interferencja destruktywna (ciemne prazki): Fale sg w przeciw fazie i sie
wygaszajg, gdy A¢ = m, 3m, 51 ...
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Optyka falowa - Doswiadczenie Younga

Eksperyment z dwiema szczelinami Thomasa Younga historycznie przesadzit o uznaniu swiatta za
fale. Dyfrakcja fali na szczelinach powoduje powstanie dwdch koherentnych zrodet wtdrnych.

Warunek wzmocnienia (potozenie jasnych prazkow): Roznica drég optycznych As fal biegnacych z
obu szczelin musi byc¢ catkowitg wielokrotnoscig dtugosci fali A:
As = dsinf = mA

gdzie: d — odlegto$é miedzy szczelinami, m — rzad interferencji 0,1,2 ...

Odlegtosc prazkdw na ekranie: Dla matych katow odlegtos¢ m -tego jasnego prazka od srodka

ekranu wynosi:
mAD

Ym:T

gdzie: D — odlegtos¢ ptaszczyzny szczelin od ekranu
255
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Fizyka wspotczesna: fizyka atomowa i

jadrowa oraz fizyka ciata statego
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Fizyka wspotczesna: fizyka atomowa i jadrowa
oraz fizyka ciata statego cz. |

Dziat ten obejmuje fundamentalne zagadnienia fizyki przetomu XIX i XX
wieku oraz okresu powojennego, ktore wykraczajg poza ramy mechaniki
klasycznej i elektrodynamiki Maxwella.

Fizyka atomowa skupia sie na strukturze elektronowej atomow oraz
oddziatywaniu Swiatta z materig na poziomie kwantowym. Kluczowe

zagadnienia obejmujg hipotezy kwantowe, w tym prace Plancka i efekt
fotoelektryczny, a takze modele budowy atomu, takie jak model Bohra.

Waznym elementem jest tutaj wprowadzenie podstaw mechaniki falowej

z rownaniem Schrodingera oraz liczbami kwantowymi, co pozwala

analizowac¢ widma emisyjne i absorpcyjne jako zrédto informaciji o

strukturze elektronowe;. 257
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Fizyka wspotczesna: fizyka atomowa i jadrowa

oraz fizyka ciata statego cz. Il

Fizyka jgdrowa analizuje strukture i wtasciwosci jader atomowych
oraz zachodzgce w nich procesy. Gtowne obszary zainteresowan to
sktad jgdra, w tym protony i neutrony oraz natura sit jgdrowych.
Dziat ten zajmuje sie rowniez zjawiskami promieniotworczosci,
takimi jak rozpady alfa, beta i gamma. Istotne znaczenie praktyczne
majg reakcje jgdrowe, czyli rozszczepienie bedgce podstawg
energetyki jgdrowej oraz synteza termojgdrowa stanowigca zrédto
energii gwiazd, przy czym kluczowa role w tych rozwazaniach
odgrywa pojecie deficytu masy i energii wigzania jadra.

258
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Fizyka wspotczesna: fizyka atomowa i jadrowa

oraz fizyka ciata statego cz. lli

Fizyka ciata statego opisuje wtasciwosci fizyczne materii w fazie
skondensowanej, wynikajgce z regularnego uktadu atomow w sieci
krystalicznej. Kluczowe zagadnienia dotyczg struktury krystalicznej i
sieci Bravais oraz teorii pasmowe;j ciat statych, ktora wprowadza
pojecia pasma przewodnictwa i przerwy energetycznej. Na tej
podstawie dokonuje sie klasyfikacji materiatow na metale, izolatory i
potprzewodniki. Istotnym elementem jest badanie wtasciwosci
potprzewodnikéw i zasada dziatania ztgczy p-n, bedgca podstawg
technologii elektronicznej, a takze analiza zjawisk transportu
tadunku i ciepta w sieciach krystalicznych.

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita
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Promieniowanie ciata doskonale czarnego

Ciato doskonale czarne to wyidealizowany model fizyczny, ktory:

» Catkowicie pochtania padajgce na nie promieniowanie elektromagnetyczne
(wspotczynnik absorpcji wynosi 1 — nic nie jest odbijane ani przepuszczane).

* W stanie rownowagi termodynamicznej emituje promieniowanie, ktorego
widmo zalezy wytgcznie od temperatury, a nie od rodzaju materiatu.

Realizacja praktyczna:

* Najlepszym przyblizeniem ciata doskonale czarnego jest wneka (komora) z
bardzo matym otworem.

* Promieniowanie wpadajgce do srodka ulega wielokrotnym odbiciom
wewnetrznym i ostatecznie zostaje pochtoniete. Otwor zachowuje sie 260
wowczas jak idealny emiter.
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Prawo Rayleigha-Jeansa (1900)

Wyprowadzone na gruncie klasycznej elektrodynamiki i fizyki statystyczne;j.

Zaktada, ze rozktad gestosci energii promieniowania (na jednostke objetosci i
przedziat dtugosci fali) opisany jest rownaniem:

8mkgT
uA4,T) = n/lf

gdzie kg to stata Boltzmanna, T — temperatura termodynamiczna.

Katastrofa w nadfiolecie: Zgodnie ze wzorem, dla krotkich fal A — 0
gestosc energii dazy do nieskonczonosci u = co. Wynik ten byt sprzeczny z

zasadg zachowania energii oraz wynikami eksperymentalnymi.
261
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Prawo rozktadu Wiena

Wilhelm Wien wyprowadzit potempiryczne rownanie rozktadu gestosci energii
dla wysokich czestotliwosci (krotkich fal swietlnych)

C1 _C2
u(4,T) =/1—;e 2T

gdzie ¢4 i ¢, to state wyznaczone doswiadczalnie

Zakres stosowalnosci:

Prawo Wiena znakomicie przewiduje widmo promieniowania dla matych
dtugoscifalA = 0

Daje jednak catkowicie btedne przewidywania dla fal dtugich (np.

podczerwieni), gdzie lepiej sprawdzato sie prawo Rayleigha-Jeansa. e

Projekt wspétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: Y. . .
FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) Fundusze _E‘-“'OPEJSk'e Rzeczpospolita Doﬁnanr_;owane przez
"POLLUB z nami nowoczesne technologie" FERS.01.05-1P.08-0319/23-00 dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unig Europejska




2 m
e Bl

e

Hipoteza kwantowa i rozktad Plancka (1900)

Max Planck zatozyt, ze atomy scianek wneki wymieniajg energie z polem
elektromagnetycznym tylko w dyskretnych porcjach — kwantach.

Energia pojedynczego kwantu zalezy od jego czestotliwosci:
F=nhv, n=1,2,3..

gdzie h = 6,626 X 10734 J - s to stata Plancka, v — czestotliwo$é fali.
Uniwersalny rozktad gestosci energii promieniowania ciata doskonale czarnego

8mhc 1
u(A,T) = —

eAkBT —1
W granicznych przypadkach funkcja Plancka redukuje sie do prawa Wiena (dla
ma’rych /1) oraz prawa Raylelgha -Jeansa (dla duzych A).
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Prawa wynikajace z rozktadu Plancka

Prawo Stefana-Boltzmanna
Catkujac rozktad Plancka po wszystkich dfugosciach fal, otrzymujemy catkowita
emitancje (strumien energii z jednostki powierzchni):

d =oT*

gdzie g =~ 5,67 X 1078 to stata Stefana-Boltzmanna.

m2.K4

Prawo przesunie¢ Wiena

Wyznaczajgc maksimum funkcji rozktadu Plancka, otrzymujemy dtugosc¢ fali, dla ktorej
zdolnos¢ emisyjna ciata doskonale czarnego jest najwyzsza:

Amax = =
max T

264

gdzie b =~ 2,898 x 1073 m - K to stata Wiena.
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Efekt fotoelektryczny cz. |

Zjawisko fotoelektryczne to proces wybijania elektronéw z powierzchni ciata
statego (zwykle metalu) pod wptywem padajgcego na nig promieniowania
elektromagnetycznego.

Rownanie Einsteina-Millikana (zasada zachowania energii):
hV:W+Ek—>Ek =hyv—W

vV — energia padajgcego fotonu.

W — praca wyjscia (minimalna energia potrzebna do uwolnienia elektronu z
sieci krystalicznej metalu).

1 o
E, = Emvﬁwx — maksymalna energia kinetyczna fotoelektronu. 265
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Efekt fotoelektryczny cz. Ii

Zjawisko fotoelektryczne to proces wybijania elektrondw z powierzchni ciata statego
(zwykle metalu) pod wptywem padajacego na nig promieniowania
elektromagnetycznego.

Rownanie Einsteina-Millikana (zasada zachowania energii):
hv=W+Ek—>Ek=hv—W

vV — energia padajgcego fotonu.

W — praca wyjscia (minimalna energia potrzebna do uwolnienia elektronu z sieci
krystalicznej metalu).

1 .
E, = Emv,%ax — maksymalna energia kinetyczna fotoelektronu.

266
Czestotliwos¢ graniczna vy — minimalna czestotliwos¢ wywotujgca efekt hvy = W
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Wyznaczanie statej Plancka

Energie najszybszych fotoelektrondw mozna zmierzyc, stosujgc przeciwne pole
elektryczne (tzw. napiecie hamowania Uy,), ktére zatrzymuje prad
fotoelektryczny

L,
eU, = E, = Emvmax
Podstawiajac do rownania zjawiska fotoelektrycznego otrzymujemy zaleznos¢
liniowg
h W
ethhv—W%thgv—?

Analizujgc nachylenie wykresu U, (v) wyznaczonego doswiadczalnie, mozemy
precyzyjnie wyznaczy¢ wartosc statej Plancka .

267
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Efekt Comptona

Zjawisko Comptona: Rozpraszanie wysokoenergetycznego promieniowania

elektromagnetycznego (np. promieniowania X) na swobodnych lub stabo zwigzanych
elektronach materii.

Foton zderza sie z elektronem, przekazujgc mu czes¢ swojej energii i pedu:
Po zderzeniu foton ma mniejszg energie dtugosc jego fali rosnie A" > A.
Elektron zostaje wybity (zjawisko odrzutu) z pewng energig kinetyczna.

Rownanie na przesuniecie komptonowskie:
Al=1—2A=2A:(1—cosB)

gdzie Ac = — to komptonowska dtugosc fali, 8 to kat rozproszenia fotonu.
e
. . . . . ;. . . 268
Zjawisko to jednoznacznie potwierdza korpuskularng nature sSwiatta — fotony posiadajg ped
p=~h/A
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Powstawanie promieniowania rentgenowskiego

Zasada dziatania lampy rentgenowskiej:

Katoda (zrodto elektronéw): Rozgrzane widkno wolframowe emituje elektrony na skutek emisji
termoelektronowe;j.

Przyspieszenie, miedzy katodg a anodg panuje wysokie napiecie U (od kilku do setek kV). Elektron zyskuje
energie E = elU

Oddziatywanie z anodg, szybki elektron uderza w tarcze anody (W, Mo, Cu), gwattownie hamujac.
Rodzaje emitowanego promieniowania X:

Ciggte (promieniowanie hamowania): Powstaje w wyniku utraty energii kinetycznej spowalnianych
elektronow.

Charakterystyczne: Powstaje przy wybijaniu przez padajace elektrony innych elektronéw z wewnetrznych
powtok atomoéw anody. 269

Sprawnos¢ ukfadu: Bardzo niska. Okoto 99% energii kinetycznej elektrondw zamienia sie w ciepto,
co wymaga intensywnego chtodzenia anody. 5
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Fale materii de Broglie'a (1924)

Louis de Broglie wysunat hipoteze dualizmu korpuskularno-falowego materii:
skoro fala elektromagnetyczna zachowuje sie w pewnych zjawiskach jak
strumien czgstek, to kazda poruszajgca sie czastka materialna wykazuje
wtasnosci falowe.

Dtugosc fali materii
h h

p  mv
gdzie p to ped czastki, h — stata Plancka.

Dowdd eksperymentalny (1927): Davisson i Germer zaobserwowali zjawisko
dyfrakcji (ugiecia) i interferencji elektrondw na sieci krystalicznej niklu —
zachowanie zarezerwowane w fizyce klasycznej wytacznie dla fal.
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Model atomu Bohra (1913) cz. |

Postulaty Bohra (model dla atomu wodoru):

1. Elektron krazy wokoét jadra wytgcznie po scisle okreslonych orbitach kotowych (stanach
stacjonarnych), nie emitujac fali elektromagnetycznej. Rbwnowaga sit na orbicie:
1 e? mv?

Amey T2 r

2. Kwantowanie momentu pedu: Dozwolone s3 tylko te orbity, dla ktorych moment pedu L
spefnia warunek:

L =mvr = ni = nh
2T
3. Emisja lub absorpcja fotonu nastepuje wytacznie podczas przeskoku elektronu miedzy
orbitami
hv = |E, — Ep| 7

Projekt wspotfinansowany ze Srodkéw Unii Europejskiej w ramach: .. . .
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez

FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) ; S }
"POLLUB z nami nowoczesne technologie” FERS.01.05-IP.08-0319/23-00 dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska




- -
o reteaEisat Il [seiska

¢ nowocaesne ,

TECHI‘IDLOQIE_\.

Model atomu Bohra (1913) cz. Il

Promien n-tej orbity i energia stanu stacjonarnego:

_ 4‘7TEO hz

n
me?

me* 1 13,6 eV
8eZh2n? n?

E, =
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Budowa jgdra atomowego

Jadro atomowe to centralna, niezwykle gesta czes¢ atomu, skupiajgca w sobie prawie catg jego
mase (>99,9%).

Rozmiar jadra jest rzedu 10~1° m, 1 fm — femtometr), podczas gdy caly atom ma rozmiar okoto
10719 m.

Jadro zbudowane jest z nukleonow, do ktorych zaliczamy:

Protony p: czastki o tadunku dodatnim +e i masie m;, = 1,0073 u

(ok. 938 MeV/c?).

Neutrony n: czastki obojetne elektrycznie o masie m,, = 1,0087 u (ok. 939 MeV/c?).

Standardowy zapis jgdra pierwiastka X:

A 238 273
ZX 92U
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Liczby opisujgce jagdro atomowe

Liczba atomowa Z:

Okresla liczbe protondw w jadrze (oraz tadunek jadra +Z - e).

Decyduje o przynaleznosci do konkretnego pierwiastka chemicznego.

W obojetnym elektrycznie atomie Z okresla réwniez liczbe elektrondw na powtokach.

Liczba masowa A:

Okresla catkowitg liczbe nukleondw (protonéw i neutronéw) w jadrze.

Liczba neutronéw N:

Wynika z roznicy: N=A-7

Przyktad: Dla atomu wegla '2C > A =12, Z = 6, stad N = 6. .
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Sity jadrowe (oddziatywania silne)

Za stabilnos¢ jadra odpowiadajg sity jadrowe, ktdre przezwyciezajg ogromne odpychanie
elektrostatyczne miedzy protonami (kulombowskie).

Kluczowe wtasciwosci sit jgdrowych:

Krotki zasieg: Dziatajg tylko na odlegtosciach rzedu 1 — 2 fm. Na wiekszych dystansach szybko
zanikaja.

Niezaleznos$¢ od tadunku: Oddziatywania p-p, n-n oraz p-n sg w przyblizeniu identyczne.

Wysycanie: Nukleon oddziatuje silnie tylko z najblizszymi sgsiadami (dzieki temu gestos¢
materii jgdrowej jest w przyblizeniu stata dla wszystkich jader).

Odpychanie rdzeniowe: Na bardzo matych odlegtosciach < 0,7 fm sity jadrowe staj3 sie silnie
odpychajace, co zapobiega zapadnieciu sie jgdra.

275
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Klasyfikacja jader cz. |

Nuklid: Ogdlna nazwa dla jgdra atomowego o konkretnym, zdefiniowanym skfadzie
ZiA.

Izotopy: Jadra tego samego pierwiastka (to samo Z), ale o réznej liczbie neutronéw N
(i roznym A). Majg identyczne wtasciwosci chemiczne, ale rézne fizyczne.

1H prot, 3H deuter, 3H tryt

Izobary: Jadra réznych pierwiastkéw (rézne Z), ktére majg te sama liczbe masowg A
(réznia sie sktadem, ale maja tyle samo nukleondw).

1%C oraz 13N
Izotony: Jadra roznych pierwiastkow, ktore majg identyczng liczbe neutrondéw N.
1%C (N = 8) oraz 13N (N = 8)

276
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Klasyfikacja jader cz. Il

Nuklid: Ogdlna nazwa dla jgdra atomowego o konkretnym, zdefiniowanym skfadzie
ZiA.

Izotopy: Jadra tego samego pierwiastka (to samo Z), ale o réznej liczbie neutronéw N
(i roznym A). Majg identyczne wtasciwosci chemiczne, ale rézne fizyczne.

1H prot, 3H deuter, 3H tryt

Izobary: Jadra réznych pierwiastkéw (rézne Z), ktére majg te sama liczbe masowg A
(réznia sie sktadem, ale maja tyle samo nukleondw).

1%C oraz 13N
Izotony: Jadra roznych pierwiastkow, ktore majg identyczng liczbe neutrondéw N.
1%C (N = 8) oraz 13N (N = 8)
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Stabilnos¢ jader atomowych

Stabilnos¢ jadra zalezy przede wszystkim od:
 Stosunku liczby neutrondéw do liczby protonéw N /Z.
* Energii wigzania przypadajacej na jeden nukleon.
Sciezka stabilnosci:

* Dla lekkich jgder Z < 20

* najbardziej stabilne sg te, w ktérych N = Z.

* W miare wzrostu liczby protonow, rosnie odpychanie kulombowskie. Dla ciezszych jgder
stabilnos¢ wymaga "nadmiaru” neutrondéw (dziatajgcych jak "klej" jadrowy). Dla najciezszych
stabilnych jgder stosunek ten wynosiN/Z = 1,5.

* Jadra lezgce poza Sciezkg stabilnosci ("przetadowane" protonami lub neutronami) ulegaja 278

spontanicznym rozpadom promieniotworczym.
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Defekt masy i jednostka masy atomowej

Precyzyjne pomiary wykazujg, ze masa jgdra atomowego jest zawsze mniejsza
od sumy mas swobodnych protonow i neutronow, z ktérych jest zbudowane.

Roznica ta nazywana jest defektem masy Am.

Zgodnie z rownaniem Einsteina, brakujgca masa odpowiada energii, ktora

zostata wydzielona podczas tworzenia jadra:
E=Am-c?

Jednostka masy atomowej u
Zdefiniowana jako 1/12 masy atomu wegla 1%C
1u =~ 1,6605 % 10727 kg

W fizyce jadrowej uzywa sie wygodnego przelicznika: 1u = 931,5 MeV/c?

279
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Energia wigzania jadra

To praca, jaka trzeba wykonac, aby rozdzieli¢ jadro na pojedyncze, swobodne nukleony.

Wz6r na catkowitg energie wigzania:
Ey=A0m-c?>=|Z-my,+(4—2) -m, — M;|c?

gdzie M; to masa jadra

Whtasciwa energia wigzania E,,, /A Okresla energie wigzania przypadajgca na jeden nukleon
(miara stabilnosci jadra).

Rosnie dla lekkich pierwiastkow, osiggajagc maksimum, ok. 8,8 MeV/nukleon,
w okolicach zelaza °°Fe.

Dla jader ciezszych stopniowo maleje.

Whniosek fizyczny: Z tego wykresu wynika, ze energie mozna pozyskac¢ na dwa sposoby: 280
rozszczepiajac jadra bardzo ciezkie (np. uran) lub syntezujac jadra najlzejsze (np. wodor).
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Charakter rozpadu promieniotwdrczego

Promieniotwdrczosé to samorzutna (spontaniczna) przemiana niestabilnych jader
atomowych z emisjg promieniowania a, 5,y

Prawdopodobienstwo rozpadu danego jadra w okreslonym czasie jest state i niezalezne
od jego "wieku" (proces bezpamieciowy). Oznacza to, ze zjawisko ma charakter czysto
statystyczny.

Ubytek liczby jader dNN w czasie dt jest wprost proporcjonalny do liczby jader, ktdre
jeszcze sie nie rozpadty N(t):
dN = —AN(t)dt

Znak minus oznacza, ze jgder ubywa.

Stata rozpadu A: prawdopodobieristwo rozpadu pojedynczego jadra w jednostce czasu 281
(jednostka: 1/s).
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Prawo zaniku promieniotworczego

Catkujgc rownanie rozniczkowe

iad = —Adt
=
otrzymujemy podstawowe prawo fizyki jgdrowej — wyktadnicze prawo zaniku
promieniotworczego
N(t) — Noe_)lt

Gdzie N(t) — liczba jader, ktére przetrwaty po czasie t,
N, — poczatkowa liczba jader t = 0,
A — stata rozpadu specyficzna dla danego izotopu. .
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Parametry rozpadu promieniotwadrczego

Czas potowicznego zaniku Ty s, to czas, po ktorym liczba jader radioaktywnych (oraz aktywnosc
probki) zmniejsza sie o potowe

N,
N(Ty2) = 70

Wyznaczenie Ty ; 1 In2 0693
n )

e_/lTl/2 = — >

Ty = ~
2 HMET O A
Sredni czas zycia jader T definiujemy jako

1
T=-—
A
Zwigzek miedzy parametrami
283

T1/2 =’L’-1n2
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Aktywnosc promieniotwadrcza cz. |

Aktywnosc¢ A to szybkosc rozpadu, czyli liczba jgder rozpadajgcych sie w
jednostce czasu.

A(t) = —d—N = AN(t)

dt
Podobnie jak liczba jader, aktywnos¢ maleje wyktadniczo z czasem
A(t) —_ Aoe_lt

Jednostki aktywnosci
Bekerel (Bq) [SI]: 1 Bg =1 rozpad na sekunde.

Kiur (Ci) uzywana w praktyce: 1 Ci = 3,7 x 10'°Bg. Odpowiada to aktywnosci
1 grama radu-226.
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Aktywnosc¢ promieniotworcza cz. |l

Aktywnosc¢ A to szybkosc rozpadu, czyli liczba jgder rozpadajgcych sie w
jednostce czasu.

A(t) = —d—N = AN(t)

dt
Podobnie jak liczba jader, aktywnos¢ maleje wyktadniczo z czasem
A(t) —_ Aoe_lt

Jednostki aktywnosci
Bekerel (Bq) [SI]: 1 Bg =1 rozpad na sekunde.

Kiur (Ci) uzywana w praktyce: 1 Ci = 3,7 x 10'°Bg. Odpowiada to aktywnosci
1 grama radu-226.
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Reakcje jadrowe

Definicja: Przemiana jadra prowadzgca do zmiany jego sktadu A, Z lub stanu
energetycznego.

Podziat:

Samorzutne (rozpady promieniotwodrcze).
Wymuszone (wywotane zderzeniem z inng czgstka).
Zasady zachowania:

Liczby nukleonow A i tadunku Z.
Pedu oraz catkowitej energii E = mc?

Liczby leptonowej (emisja elektrondw i neutrin). 286
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Rozpad «a (alfa)

Mechanizm: Emisja jadra helu 3He. Zjawisko ttumaczone kwantowym efektem

tunelowym.

Wystepowanie: Jadra bardzo ciezkie (liczba atomowa Z wieksza

niz 82).

Reguta przesunie¢: A - A — 4, Z - Z — 2, (nowy pierwiastek przesuniety o 2 miejsca
w lewo).

238U—> 234Th+4He

228Ra — %%iRn + SHe

Maty zasieg (kilka cm w powietrzu, zatrzymuje go kartka), ale potezna zdolno$¢ 27

jonizacyjna (niebezpieczny wewnetrznie).
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Rozpad ~ (beta minus)

Mechanizm: Rozpad neutronu w jadrze
n-op+e +v,
Wystepowanie: Nadmiar neutronow w jadrze.
Skutek: Liczba A bez zmian, Z = Z + 1 (przesuniecie o 1 miejsce w prawo).
Be-oYN+e +v,
Wiasciwosci: Srednia przenikliwoéé (zasieg do kilkudziesieciu cm, ostona: cienka
blacha aluminiowa lub pleksi).

288
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Rozpad 8 i Wychwyt Elektronu (EC)

Mechanizm: Rozpad protonu w jadrze
pon+et+v,

Wystepowanie: Nadmiar protonoéw w jadrze.

72Na »%2 Ne + et + v,
Wiasciwosci: Srednia przenikliwoé¢ (zasieg do kilkudziesieciu cm, ostona: cienka blacha
aluminiowa lub pleksi).

Wychwyt elektronu (EC - konkurencyjny dla $%): Pochtoniecie elektronu z najblizszej
powtoki:
p+e ->n+v,
10K+ e -8 Ar+ v,

Skutek: Liczba A bez zmian, Z — Z — 1 (przesuniecie o 1 miejsce w lewo).
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Promieniowanie y (gamma)

Wysokoenergetyczna fala elektromagnetyczna (brak masy i
tadunku).

Mechanizm: Przejscie jadra ze stanu wzbudzonego do
podstawowego

*ONi* —°9 Ni+y
Skutek: Sktad jadra (A, Z) nie ulega zmianie.

Wiasciwosci: Bardzo wysoka przenikliwos¢. Wymaga oston z otowiu
lub grubego betonu. .
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Rozszczepienie jader atomowych

Zjawisko: Podziat ciezkiego jadra na dwa lzejsze fragmenty z emisj3
2-3 neutronow i energii.

Wzbudzenie: Najczesciej poprzez wychwyt neutronu termicznego
(powolnego).

Klasyczny model:
233U +5n > [235U%] -5 Ba +32 Kr + 3n + AE
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Reakcja tancuchowa i bilans energii

Energetyka: Jedno rozszczepienie daje okoto 200 MeV (1 kg ?3°U =~
8-10%3))

Wspotczynnik powielania neutronow k:

K mniejsze od 1: podkrytyczny (reakcja wygasa).

< rowne 1: krytyczny (stabilna praca reaktora).

k wieksze od 1: nadkrytyczny (reakcja lawinowa / bomba).

Sterowanie w reaktorze: Moderator (spowalnia neutrony, np.
woda, grafit) i prety sterujgce (pochtaniacze, np. bor, kadm).
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Fuzja jadrowa (synteza)

Zjawisko: tgczenie lekkich jgder w ciezsze z wydzieleniem poteznej
energii.

Bariera kulombowska: Jadra sie odpychajg. Do ich zblizenia
wymagana jest wysoka temperatura (temperatury rzedu dziesigtek

miliondw Kelwinow, stan plazmy).
Reakcja Deuter-Tryt
“‘H+3 H >3 He +jn + 17,6 MeV
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Czym zajmuje sie fizyka ciata statego?
Definicja: Dziaf fizyki badajgcy wtasciwosci fizyczne (mechaniczne, elektryczne,
magnetyczne, optyczne) materii w stanie statym.

Gtéwne zatozenie: Wtasciwosci makroskopowe wynikajg z mikroskopowego
uktadu atomow oraz oddziatywan miedzy elektronami a siecig krystaliczna.

Kluczowe dziaty:
» Krystalografia (struktura).
* Elektronowa teoria metali i potprzewodnikow.

* Magnetyzm i nadprzewodnictwo.

Znaczenie: Fundament wspotczesnej elektroniki, informatyki, inzynierii .

materiatowej i | technologn kwantowych
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Ciata amorficzne a krystaliczne

Ciata krystaliczne:

* Atomy utozone w regularng, powtarzalng w przestrzeni strukture (daleki porzadek).
* Przyktady: metale, diament, krzem, chlorek sodu (NaCl).

* Ostra temperatura topnienia.

Ciata amorficzne (bezpostaciowe):

* Brak dalekiego porzadku, utozenie atomow przypomina zamrozong ciecz.

* Przykfady: szkto, polimery, wosk.

* Topnienie nastepuje stopniowo (miekng w przedziale temperatur).

Komodrka elementarna: Najmniejszy powtarzalny fragment sieci krystalicznej, ktory przez 505
translacje buduje caty krysztat.
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Drgania sieci — Fonony

Dynamika sieci: Atomy w krysztale nie sg nieruchome; drgajg wokét potozen
rownowagi.

Fonon: Kwant energii drgan sieci krystalicznej (quasiczastka). Podobnie jak
Swiatto sktada sie z fotondw, tak fale dzwiekowe/cieplne w krysztale sktadajg sie

z fononow.
Skutki fizyczne:
* Fonony odpowiadajg za przewodnictwo cieplne w izolatorach.

* Rozpraszanie elektrondw na fononach (drganiach sieci) jest gtébwng przyczyna
oporu elektrycznego w metalach (opor rosnie wraz z temperatura). o
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Gaz elektronowy w metalach

Model swobodnych elektronow: Elektrony walencyjne odrywajg sie
od atomow i poruszajg sie swobodnie w objetosci krysztatu ("gaz
elektronowy"), podczas gdy jadra tworzg dodatnio natadowany
rdzen.

Poziom Fermiego: Najwyzszy zajety przez elektrony poziom
energetyczny w temperaturze zera bezwzglednego T = 0 K.

Przewodnictwo: Zewnetrzne pole elektryczne tatwo przyspiesza
elektrony, ktére majg energie bliskg Er, generujgc prad elektryczny.
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Twierdzenie Blocha i Teoria pasmowa

Dlaczego nie wszystkie ciata przewodza prad? Wyjasnia to mechanika
kwantowa. W krysztale, ze wzgledu na periodyczny potencjat sieci (Twierdzenie
Blocha), dozwolone energie elektrondw grupujg sie w pasma.

Pasmo walencyjne: Najwyzsze pasmo catkowicie (lub prawie catkowicie)
wypetnione elektronami. Elektrony tutaj wigzg atomy, nie przewodz3 pradu.

Pasmo przewodnictwa: Pasmo lezgce wyzej, czesSciowo puste. Elektrony, ktore
sie tu dostang, mogg swobodnie przemieszczac sie i przewodzi¢ prad.

Przerwa energetyczna £ : Zakazane pasmo energii miedzy pasmem

walencyjnym a przewodnictwa.
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Przewodniki, izolatory, poétprzewodniki

Podziat materiatow opiera si¢ na szerokosci przerwy energetycznej E:

Przewodniki (Metale): Pasmo walencyjne i przewodnictwa naktadajg sie na
siebie E; = 0 eV. Elektrony swobodnie przeptywaja.

Izolatory (Dielektryki): Bardzo szeroka przerwa energetyczna E; > 4 eV.
Elektrony nie majg szans przeskoczy¢ do pasma przewodnictwa.

Potprzewodniki: Waska przerwa energetyczna E; = 1 eV, np.Si: 1,1eV.WT =
0 K sg izolatorami, ale w temperaturze pokojowej energia termiczna przerzuca
czesc elektronéw do pasma przewodnictwa.
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Pétprzewodniki — dziury i domieszkowanie

Potprzewodnik samoistny (czysty): Kazdy elektron, ktdry awansuje do pasma
przewodnictwa, zostawia w pasmie walencyjnym puste miejsce — dziure
(traktowang jak tadunek dodatni). Przewodnictwo zalezy od pary elektron-

dziura.

Domieszkowanie: Celowe wprowadzanie atomow innych pierwiastkow w celu
drastycznej zmiany przewodnictwa.

Typ N (Negative - np. fosfor w krzemie): Domieszka ma wiecej elektronéw
walencyjnych. Oddaje dodatkowy elektron do pasma przewodnictwa (Donor).
Gtowny nosnik: elektrony.

Typ P (Positive - np. bor w krzemie): Domieszka ma mniej elektrondw. Zabiera
elektron z krzemu, tworzgc wolng dziure (Akceptor). Gtowny nosnik: dziury.
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Ztacze p-n i Dioda

Zt3cze p-n: Fizyczne potgczenie potprzewodnika typu P i typu N.

Warstwa zaporowa (zubozona): Na granicy elektrony z N wpadaja w dziury z P.
Powstaje bariera potencjatu, ktora blokuje dalszy ruch tadunkow.

Dioda: Element elektroniczny przewodzacy prad tylko w jedng strone.

Kierunek przewodzenia: Plus zasilania do P, minus do N — niweluje bariere, prad
ptynie.

Kierunek zaporowy: Odwrotne podtgczenie — poszerza bariere, prad nie ptynie.

Zastosowanie: Prostowniki, diody swiecgce (LED).
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Tranzystor (Klucz do informatyki)

Tranzystor: Element sterujgcy przeptywem pradu — elektroniczny przetacznik
lub wzmacniacz.

Bipolarny: Trzy warstwy (np. N-P-N). Maty prad bazy (B) steruje duzym pradem
miedzy kolektorem (C) a emiterem (E).

MOSFET (Unipolarny): Podstawa dzisiejszych procesorow.
* Bramka (Gate) jest izolowana.

* Napiecie na bramce wytwarza pole elektryczne, ktore otwiera "kanat" dla
pradu miedzy Zzrédtem (Source) a drenem (Drain).

Logika binarna: Brak prgdu na bramce = stan 0. Napiecie na bramce = stan 1. 302
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Magnetyzm ciat statych

Witasciwosci magnetyczne wynikajg z momentow magnetycznych elektronow (spin).

Diamagnetyki: Wypychajg pole magnetyczne (np. woda, miedz, bizmut). Brak
niesparowanych elektronéw.

Paramagnetyki: Stabo przyciggane przez pole (np. aluminium). Niesparowane
elektrony, ale ich momenty sg utozone chaotycznie.

Ferromagnetyki: Bardzo silnie reagujg na pole i zachowujg namagnesowanie (np.
zelazo, kobalt, nikiel).

Domeny magnetyczne: Obszary, w ktorych momenty magnetyczne elektronow sg

spontanicznie utozone w jednym kierunku.

Temperatura Curie: Temperatura, powyzej ktorej ferromagnetyk staje sie 303

paramagnetykiem (rozpad domen przez drgania termiczne).
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Nadprzewodnictwo

Zjawisko: Catkowity zanik oporu elektrycznego R = 00 w materiale
schtodzonym ponizej tzw. temperatury krytycznej T,.

Pary Coopera (Teoria BCS): W niskich temperaturach elektrony nie odpychaja
sie, lecz za posrednictwem drgan sieci krystalicznej (fonondw) t3czg sie w pary.
Para taka przemieszcza sie bez strat energii.

Efekt Meissnera: Nadprzewodnik idealnie wypycha ze swego wnetrza pole
magnetyczne (lewitacja magnetyczna).

Zastosowania: Rezonans magnetyczny (MRI), Maglev (pociagi lewitujace),
komputery kwantowe (kubity nadprzewodzace).
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Struktury niskowymiarowe (Materiaty 2D)

Kwantowanie wymiarowe: Kiedy rozmiar krysztatu spada do rzedu
nanometrow, prawa fizyki klasycznej ustepujg mechanice kwantowe;j.

Kropki kwantowe (0D): "Sztuczne atomy". Zaleznie od ich rozmiaru emitujg
Swiatfo o réznej barwie (zastosowanie w ekranach QLED, medycynie).

Grafen (2D): Pojedyncza warstwa atomoéw wegla (heksagonalna sied).
Ekstremalna wytrzymatos¢ mechaniczna.
Praktycznie brak oporu dla elektronow w temperaturze pokojowe;j.

Elektrony zachowuija sie jak czastki bezmasowe (fermiony Diraca).
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Elementy mechaniki kwantowej
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Elementy mechaniki kwantowej cz. |

Elementy mechaniki kwantowej stanowig opis zjawisk zachodzacych
w skali atomowej i subatomowej, gdzie prawa fizyki klasycznej
przestajg bycC stuszne. Centralnym punktem jest dualizm
korpuskularno-falowy, zaktadajgcy, ze wszystkie obiekty kwantowe,
w tym elektrony i fotony, wykazujg zarowno cechy czastek, jak i fal.
Zjawisko to opisuje hipoteza de Broglie’a, wigzgca ped czastki z jej
dtugoscia fali.
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Elementy mechaniki kwantowej cz. Il

Kluczowym narzedziem matematycznym jest funkcja falowa, ktorej
kwadrat modutu okresla gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia czgstki
w danym punkcie przestrzeni, co odréznia mechanike kwantowa od
deterministycznej mechaniki klasycznej. Zasada nieoznaczonosci
Heisenberga stanowi kolejny fundament, wprowadzajac fundamentalne
ograniczenie doktadnosci jednoczesnego pomiaru potozenia i pedu
czystki. Ewolucje stanu uktadu kwantowego w czasie opisuje rownanie
Schrodingera, ktore prowadzi do zjawiska kwantowania poziomoéw
energetycznych w uktadach ograniczonych, takich jak atom wodoru.
Mechanika kwantowa nie tylko wyjasnia stabilnos¢ atomow, ale stanowi
podstawe dziatania nowoczesnych technologii, w tym laserow, -
tranzystorow oraz technologii kwantowych.

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska




-2 B
R it

TECHI'IDLDQIE_\.

Rys historyczny — Kryzys fizyki klasycznej

Na przetomie XIX i XX wieku fizyka klasyczna (Newtona i Maxwella) nie
potrafita wyjasnic zjawisk w skali mikro:

* Promieniowanie ciata doskonale czarnego (1900): Max Planck
rozwigzuje problem "katastrofy w nadfiolecie" zaktadajgc, ze energia
jest emitowana w porcjach (kwantach): E = hv

 Efekt fotoelektryczny (1905): Albert Einstein dowodzi, ze Swiatto
zachowuje sie jak strumien czastek (fotondéw) wybijajgcych elektrony z
metalu.

* Model atomu Bohra (1913): Elektrony kraza tylko po scisle okreslonych, 309
skwantowanych orbitach (nie promieniujgc tracg energii).
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Dualizm korpuskularno-falowy

Hipoteza de Broglie’a (1924): Skoro fale swietlne (fotony) maja
wtasciwosci czgstek, to czastki materialne (np. elektrony) musza
miec wtasciwosci falowe.

Fale materii: Z kazdg czastka o pedzie p zwigzana jest fala o dtugosci

A
B h B h
B D - mv
Whiosek: W mikroswiecie zacierajg sie granice miedzy falg a
czastka. Stan uktadu nie jest juz opisywany przez pozycje i predkosc, .

lecz przez fale prawdopodobiernstwa.
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Postulaty mechaniki kwantowej (I i Il)

Funkcja falowa: Stan uktadu opisuje zespolona funkcja falowa W(r, t).
Sama w sobie nie ma sensu fizycznego.

Interpretacja probabilistyczna (Born): Modut funkcji podniesiony do
kwadratu to gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia czastki:

¥ (r, t)|?

Zasada supergozycji: Jesli ¥, i W, to mozliwe stany uktadu, to ich
dowolna kombinacja liniowa rowniez jest prawidtowym stanem:

“IJ — C]_LIJ]_ + CZLIJZ + -+ CnLIJn
Suma prawdopodobienstw przebywania w tych stanach musi wynosic 1:

Z|Cn|2 =1 311
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Postulaty mechaniki kwantowej (Il i 1V)

Operatory: Kazdej wielkosci fizycznej (mierzalnej) odpowiada operator
matematyczny.

T
Operator pedu: p = —ih ™

R 2 A2
Operator energii (Hamiltonian): H = 07 V(x)

2m 0x2

Rownanie Schrodingera (Postulat dynamiki): Opisuje ewolucje stanu uktadu w
czasie (kwantowy odpowiednik Il zasady dynamiki Newtona):
oV
ih—=HY
dt
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Witasciwosci funkcji falowej

Aby rozwigzanie rownania miato sens fizyczny, ¥ musi spetniac rygorystyczne warunki:

Normalizacja: Prawdopodobienstwo znalezienia czastki gdziekolwiek w przestrzeni
wynosi 1:

+00
j |W(r, t)|2d3r = 1

— 00

Ciggtosc: Funkcja oraz jej pierwsza pochodna muszg byc ciggte i jednoznaczne.

Zanikanie: Gdy odlegtos¢ zmierza do nieskonczonosci r = oo, funkcja W — 0.

Wartos¢ oczekiwana: Srednia z wielu pomiaréw wielkoéci A wynosi:
4 0o

(A) = YrAW d3r

— 00
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Zasada nieoznaczonosci Heisenberga

Fundamentalne ograniczenie natury (nie wynika z niedoskonatosci
sprzetu pomiarowego!).

Nie mozna jednoczesnie, z absolutng doktadnoscig, wyznaczyc
potozenia x i pedu p czastki:

AA>h
xp_2

Konsekwencje: Brak klasycznych trajektorii lotu czastki (elektron nie
"krazy" wokot jadra jak planeta, jest raczej rozmytg "chmurg
prawdopodobienstwa"). 314
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Spin elektronu

Spin jest to wewnetrzny, scisle kwantowy moment pedu czgastki
elementarnej. Nie ma klasycznego odpowiednika (to nie jest fizyczny
obrot czastki wokot wtasnej osil).

Dla elektronu spin przyjmuje zawsze wartosc¢ potowkowa:
1
s=3 (w jednostkach h)

W polu magnetycznym spin elektronu moze przyjac tylko dwa stany
rzutu: w gore (+1/2) lub w dét (-1/2).

Czastki o spinie potowkowym (elektrony, protony, neutrony)
nazywamy, fgrmugnamgh ﬂ

315
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Zakaz Pauliego

Dwa fermiony w jednym uktadzie kwantowym (np. w jednym atomie) nie moga
znajdowac sie w identycznym stanie kwantowym.

W praktyce: elektrony muszg roznic sie przynajmniej jedng liczbg kwantowa
(najczesciej rdznig sie wiasnie rzutem spinu: jeden elektron "w goére", drugi "w
dot").

Konsekwencje:

* Odpowiada za rozbudowe powtok elektronowych i uktad okresowy
pierwiastkow (cata chemial).

* Gdyby nie zakaz Pauliego, wszystkie elektrony "spadtyby" na najnizszy poziom
energetyczny, a struktura materii, jakg znamy, by nie istniafa.

316
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Splatanie kwantowe i nielokalnos¢

Zjawisko: Dwie (lub wiecej) czastki mogg zostac ze sobg tak silnie powigzane, ze tracg swojg
indywidualnosé. Opisuje je jedna, wspodlna funkcja falowa, niezaleznie od tego, jak daleko od
siebie sie znajduja.

Stan Bella (przyktad matematyczny):

1
V) = \/_E(I TN) = [1T))

(Stan, w ktérym spiny dwoch elektronéw sg zawsze przeciwne, ale dopdki nie dokonamy
pomiaru, zaden z nich nie ma ustalonego kierunku).

Upiorne dziatanie na odlegtos¢ (Einstein): Pomiar stanu jednej czastki natychmiast i
deterministycznie okresla stan drugiej, famigc klasyczne wyobrazenie o lokalnosci fizyki.

Zastosowania w cyberbezpieczenstwie: Kwantowa dystrybucja klucza (QKD) — kazda préba 317
podstuchania transmisji bezpowrotnie niszczy splatanie, co natychmiast alarmuje komunikujgce
sie stron

L]
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Kubit — kwantowa jednostka informac;ji

Bit klasyczny a Kubit: Klasyczny bit w procesorze przyjmuje wartosc albo 0, albo 1.
Kubit (kwantowy bit) dzieki zasadzie superpozycji znajduje sie w obu tych stanach jednoczesnie.

Zapis matematyczny: Stan kubitu |1)) to kombinacja liniowa standw bazowych [0) i |1) :

) = al0) + B|1)

Gdzie a i f to liczby zespolone (amplitudy prawdopodobienistwa),
alal®+ B> =1

Sfera Blocha: Geometryczna reprezentacja kubitu. Stan klasyczny to tylko bieguny sfery
(potnocny i potudniowy). Stan kwantowy to dowolny punkt na powierzchni catej sfery.

Eksponencjalna moc: N klasycznych bitéw to jedna z 2V wartosci. Uktad N splatanych kubitéw

reprezentuje wszystkie 2V standw naraz, umozliwiajac potezne zréwnoleglenie obliczen.
318
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Pomiar i analiza danych pomiarowych

319
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Pomiar i analiza danych pomiarowych oraz rola
symulacji komputerowych w fizyce cz. |

Dziat ten dotyczy metodologii naukowej, stanowigcej fundament
doswiadczalnej fizyki. Pomiar jest procesem przypisania wartosci
liczbowej wielkosci fizycznej za pomocg okreslonego wzorca i przyrzadu.
Kazdy pomiar jest obarczony niepewnoscig, wynikajacg z niedoskonatosci
aparatury, metodologii oraz czynnikéw srodowiskowych. Analiza danych
pomiarowych polega na statystycznym opracowaniu wynikéw, w tym na
szacowaniu niepewnosci standardowej, stosowaniu regres;ji liniowej do
wyznaczania zaleznosci funkcyjnych oraz identyfikacji btedow
systematycznych i przypadkowych. Precyzyjna analiza statystyczna
pozwala na weryfikacje hipotez oraz ocene zgodnosci wynikow 320
eksperymentalnych z przewidywaniami teoretycznymi.
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Pomiar i analiza danych pomiarowych oraz rola
symulacji komputerowych w fizyce cz. Il

Rola symulacji komputerowych we wspotczesnej fizyce wykracza poza
tradycyjne obliczenia numeryczne, stajgc sie trzecim filarem badan obok
teorii i eksperymentu. Symulacje umozliwiajg badanie uktadow zbyt
ztozonych dla analitycznych rozwigzan matematycznych, takich jak
dynamika ptynow, ewolucja uktadow gwiazdowych czy zachowanie
ztozonych struktur molekularnych. Wykorzystanie metod numerycznych,
takich f'ak metody Monte Carlo czy metody elementow skonczonych,
pozwala na modelowanie procesow fizycznych w wirtualnych
srodowiskach, co znaczgco obniza koszty badan i pozwala na
przeprowadzanie eksperymentow w warunkach ekstremalnych,
niemozliwych do osiggniecia w laboratorium. Symulacje nie tylko
wspierajg interpretacje danych, ale takze pozwalajg na generowanie
nowych przewidywan, ktore mogg byc¢ nastepnie weryfikowane w 321
rzeczywistych eksperymentach.
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Istota pomiaru w fizyce

Teoria a rzeczywistos¢: W fizyce zadna teoria nie ma wartosci naukowe;j,
dopodki nie zostanie poparta pomiarem. Pomiar stanowi jedyny pomost
miedzy matematycznym modelem a obiektywng rzeczywistoscia fizyczna.

Definicja pomiaru: To zbior operacji majacych na celu wyznaczenie
wartosci wielkosci mierzonej i przypisanie jej liczby wraz ze stosowng
jednostkg miary (np. w uktadzie SI).

Aksjomat metrologii: Prawdziwa wartosc wielkosci mierzonej x,,0c

jest ze swej natury niepoznawalna. Wynik pomiaru jest jedynie jej
najlepszym matematycznym przyblizeniem (estymatg). Pomiar bez 322
okreslenia jego doktadnosci (niepewnosci) jest bezuzyteczny.
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Pomiary bezposrednie i posrednie

Pomiary bezposrednie:

* Wielkosc fizyczna odczytywana jest bezposrednio ze skali lub
wyswietlacza przyrzgdu pomiarowego (np. pomiar dtugosci suwmiarka,
natezenia pragdu amperomierzem, czasu stoperem).

Pomiary posrednie:

* Wartos¢ wielkosci fizycznej SyS wyznaczana jest na podstawie
pomiaréw bezposrednich innych wielkosci (x4, x5, ..., X), z ktérymi jest
powigzana znang funkcjg matematyczna:

y = f(xq1, %, cn, Xp)

Przyktady: wyznaczanie gestosci ze stosunku masy do objetosci, modutu
Youhn%a} z wydtuzenia drutu, czy przyspieszenia ziemskiego z okresu drgan 323
wahadta.
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Klasyfikacja btedow pomiarowych

Btedy grube (omytki): Wynikaja z nieuwagi eksperymentatora,
niewtasciwego uzycia przyrzadu lub nagtej zmiany warunkow
zewnetrznych. Nalezy je zidentyfikowac i bezwzglednie odrzucic z analizy
statystyczne.

Btedy systematyczne: Wprowadzajg przesuniecie wyniku w jedng strone
wzgledem wartosci prawdziwej. Ich zrodtem jest m.in. zta kalibracja
sprzetu, "btad zera" przyrzadu czy wptyw zjawisk nieuwzglednionych w
modelu (np. tarcie). Nie mozna ich wyeliminowac statystycznie.

Btedy przypadkowe (losowe): Powstajg wskutek dziatania ogromne;
liczby niezaleznych, drobnych i niekontrolowanych czynnikow (np.

fluktuacje termiczne). Maja charakter stochastyczny i podlegajg prawom
statystyki wielkich liczb (zazwyczaj rozktad normalny Gaussa%. 324
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Od btedu do niepewnosci pomiarowej

Nowoczesne podejscie (ISO GUM): Zgodnie ze standardem Guide to the
Expression of Uncertainty in Measurement, odchodzi sie od pojecia
"btedu prawdziwego" (ktorego nie znamy) na rzecz niepewnosci
pomiarowej (Uncertainty).

Niepewnos¢ standardowa: Miara rozrzutu wynikow wokot wartosci
oczekiwanej, odpowiadajgca matematycznie odchyleniu standardowemu.

Typy szacowania niepewnosci:
 Metoda Typu A: Oparta na analizie statystycznej serii pomiarowe;j.

* Metoda Typu B: Oparta na naukowym os3adzie eksperymentatora,
informacjach producenta sprzetuék asa przyrzadu, dziatka elementarna)
i zatozonym rozktadzie prawdopodobienstwa. 325

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez :* ) ';
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska X




- -
o gretoreisit Il [seiska

¢ nowocaesne ,

TECHI‘IDLDQIE_\.

Szacowanie niepewnosci - Metoda Typu A

Zastosowanie: Gdy wykonano serie N niezaleznych pomiarow (N = 2, im
wiecej, tym lepiej) w tych samych warunkach. Reprezentuje btedy
przypadkowe.

Najlepsza estymata: Srednia arytmetyczna z serii pomiarowej x

Ocena niepewnosci: Niepewnos$¢ standardowg typu A, oznaczang jako u,(x),
definiuje sie jako odchylenie standardowe Sredniej arytmetyczne;j:

N
1 _
uAG) = [T 1);@ — )2

\
Whiosek: Precyzje pomiaru (redukcje btedu losowego) mozna poprawiad
poprzez zwiekszenie liczby powtdrzen N.

326
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Szacowanie niepewnosci - Metoda Typu B

Zastosowanie: Pomiar pojedynczy (lub seria, w ktdrej rozrzut jest mniejszy niz
rozdzielczos¢ przyrzadu). Dotyczy mepewnosu systematycznej wnoszonej przez
aparature.

Zaiozenla Zaktadamy rownomierny rozktad prawdopodobienstwa btedu w przedziale
dzie A, to najmniejsza podziatka przyrzadu lub btgd okreslony przez jego klase

dokffa NOSCi.
Odchylenie standardowe dla rozktadu réwnomigrnego wyraza sie wzorem:
ug(x) = —=
7 V3

Catkowita niepewnos¢ pomiaru bezposredniego: Jesli wystepujg oba typy, obliczamy
niepewnosc standardowg ztozong

Uc = \/ule + ué 327
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Analiza zmiennych posrednich — wprowadzenie

Problem: Jezeli obliczamy wielkos¢ y = f (x4, x,), jak niepewnosci
pomiaréw bezposrednich Ax, i Ax, wptywajg na koncowy wynik?

Nieliniowos¢: Zwykte dodawanie btedow jest btedem
metodologicznym. Funkcja moze roznie reagowac na zmiany
poszczegolnych zmiennych (stromosc¢ funkcji).

Wrazliwos¢ (pochodne): Aby zbadac, jak "czuta" jest funkcja f na

btagd zmiennej x;, stosujemy pochodne czgstkowe %. Mamy dwa

klasyczne modele - rozniczke zupetng i Prawo Gaussa. 328
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Metoda Rozniczki Zupetnej

Szacowanie maksymalnego btedu bezwzglednego. Jest to podejscie
skrajnie pesymistyczne.

Btedy od poszczegdlnych zmiennych majg ten sam znak i "sumuja sie",
odsuwajgc wynik maksymalnie w jedng strone od wartosci prawdziwe;.

n of
vl
Y= Lilox,
i=1
Wspotczesnie zalecana gtownie wtedy, gdy dominujg btedy
systematyczne lub w bardzo restrykcyjnych projektach inzynierskich,

gdzie przekroczenie btedu skutkuje katastrofa. Zwykle mocno
przeszacowuje rzeczywistg niepewnosc.

Axl-

329

Projekt wspétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: .. . .
Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez

FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) ; S }
"POLLUB z nami nowoczesne tec hnologie" FERS.01.05-IP.08-0319/23-00 dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska




- B
R it

TECHI'IDLDQIE_\.

Analiza duzych serii danych — Statystyczny model Gaussa cz. |

Prawo wielkich liczb i rozktad normalny: Gdy liczba niezaleznych pomiarow
N jest odpowiednio duza (zwyczajowo N = 30), zmiennos¢ btedow
przypadkowych zaczyna podlegac statystyce rozktadu normalnego (krzywej
dzwonowej Gaussa). Funkcja gestosci prawdopodobienstwa jest w nim
symetryczna wzgledem wartosci oczekiwane;.

Estymata wartoéci prawdziwej: Srednia arytmetyczna z préby x.

Rozrzut pojedynczego pomiaru: Odchylenie standardowe préby S,,.
Mowi o tym, jak bardzo pojedynczy pomiar odchyla sie od sredniej:

1 N
Sx = mZ(’Ci — %)°
l:
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Analiza duzych serii danych — Statystyczny model Gaussa cz. Il

Btad wyniku kornicowego (Odchylenie standardowe sredniej): Z dydaktycznego punktu
widzenia kluczowe jest rozroznienie: niepewnoscig ostatecznego wyniku X nie jest S,
lecz odchylenie standardowe sredniej S, maISJace wraz ze wzrostem liczby pomiarow

Sf:\/_ﬁ

Dla duzych serii pomiarowych podlegajacych statystyce Gaussa mozemy precyzyjnie
okregllc rawdopodobienstwo, z jakim prawdziwa wartosc znajduje sie w danym
przedziale

- Przedziat [X — S;, X + Sg] (tzw. £10) obejmuje ~68,3% rozktadu.

- Przedziat [X — 254, X + 2S4] (tzw. rozszerzona niepewnos$¢ pomiarowa) daje pewnos¢
rzedu ~95,4%.

- Przedziat +30 to ~99,7% (wyniki poza nim traktuje sie w fizyce jako btedy grube

331
i odrzuca).
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Rola symulacji komputerowych w fizyce

332

Projekt wspétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach: d iski li fi
FUNDUSZE EUROPEJSKIE DLA ROZWOJU SPOLECZNEGO 2021-2027 (FERS) Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez

"POLLUB z nami nowoczesne technologie” FERS.01.05-1P.08-0319/23-00 dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unie Europejska




- B
R it

TECHI'IDLDQIE_\.

Symulacje komputerowe — Numeryczne rozwigzywanie praw natury

Istota symulacji: Prawa fizyki najczesciej przyjmujg postaé rownan rézniczkowych, ktérych nie
da sie rozwigzac analitycznie. Symulacja to proces przeksztatcenia ciggtego problemu fizycznego
na dyskretny problem algebraiczny zrozumiaty dla procesora.

Kiedy stosujemy symulacje?

* Zjawiska nieliniowe, zbyt skomplikowane matematycznie (np. uktad trzech ciat, turbulencje).
* Eksperymenty niebezpieczne lub skrajnie kosztowne (prototypowanie cyfrowe).

* Procesy w warunkach ekstremalnych (wnetrza gwiazd, plazma termojadrowa).

Podstawowe algorytmy catkowania réownan ruchu:

* Metoda Eulera: Najprostsza, oparta na aproksymaciji liniowej. Zbyt niska precyzja (btad rzedu
O(h?)) powoduje szybkie kumulowanie sie btedow numerycznchL

* Metoda Rungego-Kutty 4. rzedu (RK4): Absolutn?/ "wot roboczy" fizyki obliczgniowej. Oferuje
znakomity kompromis miedzy wydajnoscia a doktadnoscig (btad lokalny O (h*)), standard w

rozwigzywaniu rownan rézniczkowych zwyczajnych (ODE). 33
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Badania zjawisk skomplikowanych i dynamika ptynéw

Olbszar badan: Modelowanie pogody, propagacja fal, turbulencje w cieczach, dynamika
plazmy.

Wyzwanie: Rozwigzywanie sprzezonych rownan rozniczkowych czgstkowych (np
rownania Naviera-Stokesa), charakteryzujgcych sie silng nieliniowoscig (efekt motyla ",
uktadach chaotycznych).

Kluczowe algorytmy i metody:

* Metoda Ré6znic Skorczonych (FDM): Aproksymacja pochodnych na regularnej siatce
za pomocgy ilorazéw roznicowych.

 Metoda Ob(jetosa Skonczonych (FVM): Standard w mechanice ptynéw (CFD).
Przestrzen dzieli si¢ na komorki, a réwnania formutuje w oparciu o prawo
zachowania masy, pedu i energii przeptywajgcych przez ich sciany.

* Particle-in- CeIIéPIC) Metoda hnbrydowa niezastgpiona w fizyce plazmy (np. w
badaniach nad fuzjg). Sledzi ruch natadowanych czastek w ciagtym polu
elektromagnetycznym.

334
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Fizyka czgstek elementarnych i reakcje jadrowe

Obszar badan: Eksperymenty w akceleratorach (LHC), projektowanie oston
radiacyjnych, modelowanie syntezy termojgdrowej i rozszczepienia. Pozwalajg
przewidzie¢ produkty zderzen i zaplanowac czutosc¢ detektorow.

Wyzwanie: Natura procesow na poziomie subatomowym jest czysto
probabilistyczna (kwantowa). Deterministyczne algorytmy (jak RK4) s3 tu
bezuzyteczne.

Kluczowe algorytmy i metody:

 Metody Monte Carlo: Podstawa fizyki wysokich energii (m.in. potezny toolkit
Geant4 z CERN). Odtwarzaja trajektorie czastek wykorzystujgc generatory
liczb pseudolosowych i znane rozktady prawdopodobienstwa przekrojow
czynnych. Zliczenie milionow takich "losowych" sciezek daje ostateczny, 335
mierzalny rozktad zjawiska.
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Fizyka materii skondensowanej i nanostruktur

Obszar badan: Wtasciwosci mechaniczne, optyczne i magnetyczne ciat statych,
IFryszta’fc%w oraz nanostruktur (np. grafenu, nanorurek weglowych). Badanie przejsc
azowych.

Wyzwanie: Zrozumienie, jak makroskopowe wtasciwosci materiatu (np. wytrzymatosé)
wynikajg z oddziatywan kwantowych na poziomie sieci krystalicznej.

Kluczowe algorytmy i metody:

* Teoria Funkcjonatu Gestosci (DFT): Algorytm pozwalajgcy na obliczenie struktury
elektronowej uktadu wielu ciat. Zamiast liczy¢ skomplikowane funkcje falowe
wszystkich elektrondw, operuje na ich gestosci przestrzenne,;.

* Metoda Elementéw Skonczonych (MES / FEM): Dominujgca w projektowaniu
inzynierskim. Dzieli skomplikowang geometrie (np. nanorurke) na tysigce prostych
brY’f (elementdw skonczonych), sprowadzajac problem do rozwigzania ogromnych
uktadow réwnan liniowych. 336
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Fizyka sSrodowiskowa i energetyczna

Obszar badan: Symulowanie rdzeni reaktorow (przeptyw ciepta i dystrybucja
neutrondw), inzynieria klimatu, optymalizacja farm wiatrowych, paneli
solarnych i proceséw fadowania magazynow energii.

Wyzwanie: Modelowanie sprzezone (Multiphysics). Przyktadowo: reakci
jadrowa wydziela ciepto, ciepto zmienia gestosc chtodziwa, a gestos¢ chtodziwa
wptywa z powrotem na reakcje jagdrowa.

Kluczowe algorytmy i metody:

* Monte Carlo N-Particle (MCNP): Branzowy standard do precyzyjnego
sledzenia zachowania neutronow i promieniowania gamma w ztozonych
uktadach geometrycznych reaktora.

* Algorytmy sprzezone (np. termodynamika + mechanika ptynéw): Symulacje
iteracyjne, gdzie wynik numeryczny jednej dziedziny w danej klatce czasu 337
stanowi warunek brzegowy dla drugie;.
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Chemia kwantowa i Dynamika Molekularna (MD)

Obszar badan: Projektowanie lekéow (drug design), analiza konformacyjna biatek i
polimerow. Obliczanie energii, polarnosci i badanie oddziatywan, cisnienia i
temperatury bez fizycznego laboratorium.

Wyzwanie: Sledzenie ruchu milionéw pojedynczych atoméw w czasie, z zachowaniem
fundamentalnych praw termodynamiki uktadu.

Kluczowe algorytmy i metody:

* Integratory symplektyczne (Algorytm Verleta / Leapfrog): Standard w Dynamice
Molekularnej. W przeciwienstwie do Eulera czy RK4, te algorytmy zachowujg
catkowitg energie mechaniczng uktadu (nie "pompuja" ani nie "gubia" energii z
uptywem tysiecy krokdw czasowych).

 Metoda Hartree-Focka: Klasyczna metoda iteracyjna obliczania funkcji falowych i
energii uktadow kwantowych, stanowigca punkt wyjscia do bardziej
zaawansowanych algorytmoéw (np. post-Hartree-Fock w chemii obliczeniowej). 338
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   E  t o t =  E k +  E p =  1 2 k  A 2  (    sin 2 ⁡   ( 𝜔 t + 𝜙 ) +    cos 2 ⁡   ( 𝜔 t + 𝜙 ) )


   E  t o t =  1 2 k  A 2


   E  t o t =  E k +  E p =  1 2 k  A 2  (    sin 2 ⁡   ( 𝜔 t + 𝜙 ) +    cos 2 ⁡   ( 𝜔 t + 𝜙 ) )


   M → = I  𝜀 →


  I    d 2 𝜙  ( t )  d  t 2 = − m g L   s i n ⁡   ( 𝜙  ( t ) )


  I = m  L 2


  m  L 2


     d 2 ϕ  ( t )  d  t 2 +  g L   s i n ⁡   ( ϕ  ( t ) ) = 0


   𝜔 2 =  g L


     d 2 ϕ  ( t )  d  t 2 +  ω 2   s i n ⁡   ( ϕ  ( t ) ) = 0


   7 ∘


   sin ⁡   ( 𝜙 ) ≈ 𝜙


     d 2 ϕ  ( t )  d  t 2 +  ω 2 ϕ  ( t ) = 0


  𝜙  ( t ) = A   c o s ⁡   ( 𝜔 t + 𝜃 )


  T


  𝜙  ( t + T ) = 𝜙  ( t )


  t + T


  A  cos ⁡   ( 𝜔  ( t + T ) + 𝜃 ) = A  cos ⁡   ( 𝜔 t + 𝜔 T + 𝜃 ) )


  2 𝜋


  T


  2 𝜋


  𝜔 T = 2 𝜋


  T =   2 𝜋 𝜔


   𝜔 2 =  g L ⟹ T = 2 𝜋   L g


  I    d 2 𝜙  ( t )  d  t 2 = − m g L   s i n ⁡   ( 𝜙  ( t ) )


   𝜔 2 =   m g L I


  L


     d 2 ϕ  ( t )  d  t 2 +  ω 2   s i n ⁡   ( ϕ  ( t ) ) = 0


  𝜙  ( t ) = A   c o s ⁡   ( 𝜔 t + 𝜃 )


  T = 2 𝜋   I  m g L


  I = m  L 2


  n


  m


  a


  k


  j


   u j  ( t )


  j


  m    d 2  u j  d  t 2 = k  (  u  j + 1 − 2  u j +  u  j − 1 )


  a → 0


  m → 0


  𝜌 = m / a


  u  ( x , t )


   u  j + 1 − 2  u j +  u  j − 1 ≈  a 2    𝜕 2 u  𝜕  x 2


     𝜕 2 u  𝜕  t 2 =  c 2    𝜕 2 u  𝜕  x 2


  c = a   k m =   K 𝜌


  u  ( x , t ) = A  sin ⁡   ( k x − 𝜔 t + 𝜙 )


  A


  k


  𝜔


  𝜙


  c =  𝜔 k


  L


  u  ( 0 , t ) = u  ( L , t ) = 0 .


   u n  ( x , t ) =  B n  sin ⁡   (   n 𝜋 x L )  cos ⁡   (  𝜔 n t +  𝜙 n )


   𝜔 n =   n 𝜋 c L


  n = 1 , 2 , 3 , …


  x  ( t ) =  x 1  ( t ) +  x 2  ( t )


  Δ 𝜙 = 0 , 2 𝜋 , …


  A =  A 1 +  A 2


  Δ 𝜙 = 𝜋 , 3 𝜋 , …


  A = |  A 1 −  A 2 |


  u  ( x , t )


  Δ p  ( x , t )


  𝜌


  E


  B


  v =   E 𝜌 (ciała stałe)   B 𝜌 (płyny)


   20 ∘ C


  343  m/s


  f ′ =  f 0   v ±  v  o b s  v ∓  v  z r o d


  f ′


   f 0


  v


   v  o b s


   v  z r o d


  𝜎


  𝜎 =  F A


  𝜎


  Pa =   N/m 2


  F


  N


  A


   m 2


  𝜖


  𝜖 =   Δ l   l 0


  𝜖


  Δ l


   l 0


  𝜎 = E ⋅ 𝜖


  E


  Pa


  E


  𝜈


  E


  k


  F = k 𝛥 l


  k


  [ N/m]


  k


  E


  F = 𝜎 A =  ( E 𝜖 ) A = E  (   Δ l   l 0 ) A


  F =  (   E A   l 0 ) Δ l


  F = k Δ l


  k =   E A   l 0


  k


  E


  A


   l 0


  𝜌 = const


  p


   F ⊥


  S .


  p =    F ⊥ S


  1 P a = 1 N /  m 2


   p 1 =  p 2


     F 1   S 1 =    F 2   S 2 ⟹  F 2 =  F 1    S 2   S 1


  S


  h


  m = 𝜌 V = 𝜌 S h


  F = m g = 𝜌 S h g


  S


   p  h y d = 𝜌 g h


  h  


   p 0


  p =  p 0 + 𝜌 g h


  h


  𝜌


   p A =  p B


   p  a t m =  𝜌  H g g h


   p  a t m ≈ 1013  hPa


  760  mm


  1  mmHg = 1  Tor ≈ 133  Pa


  l


  S


  h


   F w


   F w =  F d −  F g = 𝜌 g S  ( h + l ) − 𝜌 g S h = 𝜌 g S l


  S ⋅ l = V


   F w = 𝜌 g V


   S 1  v 1 =  S 2  v 2 = const


  S


  v


  p +  1 2 𝜌  v 2 + 𝜌 g h = const


  p


   1 2 𝜌  v 2


  𝜌 g h


  p


  p


  V


  T


  6 , 022 ×  10 23


   N A


  p V = n R T


  n =  m M


  m


  M


  R ≈ 8 , 31  J/(mol ⋅ K)


  p V / T = const


  T = const


   p 1  V 1 =  p 2  V 2


  p = const


     V 1   T 1 =    V 2   T 2


  V = const


     p 1   T 1 =    p 2   T 2


   p 1 ,  V 1 ,  T 1


     p 2 ,  V 2 ,  T 2


  Δ  p x = 2 m  v x


  N


  p =  1 3   N m    v 2 ¯ V


  p V = N  k B T


    m    v 2 ¯ 2 =  3 2  k B T


   k B ≈ 1 , 38 ×  10  − 23  J/K


  𝑼


  f


   E  śr =  1 2  k B T


  f  


  f = 3


   O 2


  f = 5


  U  


  U = N  f 2  k B T = n  f 2 R T


  𝛥 U  


  Q


  W


  Δ U   =   Q   +   W


  Q   >   0


  Q   <   0


  W   >   0


  W   <   0


  p d V


  d W   =   − p d V


  d U   =   d Q   −   p d V


  C


  C =  1 n   d Q  d T


   𝑪 𝑽


  d V = 0


  d W = 0


  d Q = d U


   C V =  f 2 R


   𝑪 𝒑


   C p >  C V


  p d V   =   n R d T


   C p −  C V = R


  𝑻 = const


  Δ U   =   0


  Q   =   − W


  W =   ∫   V 1   V 2 p   d V = n R T  ln ⁡   (    V 2   V 1 )


  𝑸 = 𝟎


  d U =   − p d V   →


  p  V 𝛾 = const


  𝛾 =    C p   C V


  T ,   V


   T 1  V 1  𝛾 − 1 =  T 2  V 2  𝛾 − 1


   T 1


   T 2


   Q 1


   T 1


   T 2


   Q 2


   T 2


   T 1


  𝜂


  𝜂 =  W   Q 1 = 1 −   |  Q 2 |   Q 1  →    Carnot  𝜂  max = 1 −    T 2   T 1


   T 1


   T 2


  𝜂 ≤ 1 −    T 2   T 1


  𝑺


  Δ S   ≥ 0


  d S =   d Q T


   [ S ] = J/K


  S =  k B  ln ⁡ Ω


  Ω


  p ,   V ,   T


  q


  e = 1 , 602 ×  10  − 19  C


     F 12 → = k    q 1  q 2   r 2  r ^


   r ˆ


  k =  1  4 𝜋  𝜖 0 ≈ 8 , 99 ×  10 9  N ⋅  m 2 /  C 2  


   𝜖 0


   F → =  ∑     F → i


   E →  


   q 0


   E → =    F →   q 0


  Q  


   E → =  1  4 𝜋  𝜖 0  Q   r 2  r ^


   E →


   Φ E


  S


   Φ E =   ∫ S   E → ⋅ d  S →


   𝜖 0


    ∮ S   E → ⋅ d  S → =    Q  wew   𝜖 0


  𝜆


  E =  𝜆  2 𝜋  𝜖 0 r


  𝜎


  E =  𝜎  2  𝜖 0


   ∮   E → ⋅ d  l → = 0


  U  


  q


  U = 0


  U =  1  4 𝜋  𝜖 0   q Q r


  V  


   E → = − grad  V = −  (   𝜕 V  𝜕 x  i ^ +   𝜕 V  𝜕 y  j ^ +   𝜕 V  𝜕 z  k ^ )


  C  


  U


  C =  Q U


   𝜖 r


  S


  d  


  C =    𝜖 0  𝜖 r S d


   C Z =  C 1 +  C 2 + … +  C n


   1   C Z =  1   C 1 +  1   C 2 + … +  1   C n


  I


   j →  


  I =   d Q  d t oraz  ∫   j → ⋅ d  S →  ( gdzie   j → = 𝜌    v → d )


  𝜏


  R  


  Ω


  R =  𝜌 w  L S


   𝜌 w


  R  ( T ) =  R 0  [ 1 + 𝛼  ( T −  T 0 ) ]


   U I = const


  I =  U R


  R


  𝜖


   ∑   I i = 0


   ∑   U i =  ∑   𝜖 k


   R Z =  R 1 +  R 2 + … +  R n


   1   R Z =  1   R 1 +  1   R 2 + … +  1   R n


   F → = q  (  E → +  v → ×  B → )


   v → ⊥  B →


  r =   m v  q B


  T =   2 𝜋 m  q B


   F → = I  (  L → ×  B → )


   𝜇 → = I  S →


   M → =  𝜇 → ×  B →


  d  B →


  d  l →


  d  B → =    𝜇 0 I  4 𝜋   d  l → ×  r ^   r 2


   𝜇 0 = 4 𝜋 ×  10  − 7  T ⋅ m/A


    ∮ L   B → ⋅ d  l → =  𝜇 0  I  wew


   Φ B =   ∫ S   B → ⋅ d  S →


  𝜖 = − N   d  Φ B  d t


   B →


  S


    ∮ S   E → ⋅ d  S → =  Q   𝜖 0


    ∮ S   B → ⋅ d  S → = 0


    ∮ C   E → ⋅ d  l → = −  d  d t   ∫ S   B → ⋅ d  S →


    ∮ C   B → ⋅ d  l → =  𝜇 0 I +  𝜇 0  𝜖 0  d  d t   ∫ S   E → ⋅ d  S →


   ∇ 2  E → −  𝜇 0  𝜖 0    𝜕 2  E →  𝜕  t 2 = 0   oraz    ∇ 2  B → −  𝜇 0  𝜖 0    𝜕 2  B →  𝜕  t 2 = 0


  c


  c =  1    𝜇 0  𝜖 0 ≈ 3 ×  10 8  m/s


   E → =    E 0 →  cos ⁡   ( k x − 𝜔 t )


   E →


   B →  


   E 0 = c  B 0


  i  ( t ) =  I 0  sin ⁡   ( 𝜔 t +  𝜑 i )


  u  ( t ) =  U 0  sin ⁡   ( 𝜔 t +  𝜑 u )


   I 0


   U 0


  𝜔


  f


  T


  𝜔 = 2 𝜋 f =   2 𝜋 T


  𝜑


  t   =   0


  Δ 𝜑 =  𝜑 u −  𝜑 i


  p  ( t ) = R ⋅  i 2  ( t )


   P  m a x = R  I 0 2


   P  s r =  1 T   ∫ 0 T R ⋅  I 0 2    sin 2 ⁡   ( 𝜔 t ) d t = R    I 0 2 2


  R


   I  s k =    I 0   2 ≈ 0 , 707  I 0


   U  s k =    U 0   2 ≈ 0 , 707  U 0


  Δ 𝜑 =   0


   U 0 = R ⋅  I 0


   𝜋 2


   𝜋 2


  u  ( t )


  L   d i  ( t )  d t + R i  ( t ) +  1 C  ∫  i  ( t ) d t = u  ( t )


  i  ( t ) =   d q  ( t )  d t


  L    d 2 q  ( t )  d  t 2 + R   d q  ( t )  d t +  1 C q  ( t ) = u  ( t )


  L


  R


  1 / C


  u  ( t ) =  U 0  sin ⁡   ( 𝜔 t )


  i  ( t )


   U R


   U L


   𝜋 2


   U C


   𝜋 2


  Z


  Z =   R 2 +    (  X L −  X C ) 2 =   R 2 +    ( 𝜔 L −  1  𝜔 C ) 2


  𝜑


   tan ⁡ 𝜑 =    X L −  X C R


  𝜆 → 0


   n 1  sin ⁡ 𝛼 =  n 2  sin ⁡ 𝛽


  n =  c v


  x


  y


  f  


   1 f =  1 x +  1 y


   R 1


   R 2


  n


   n  o t


   1 f =  (  n   n  o t − 1 )  (  1   R 1 +  1   R 2 )


  𝛥 𝜙 = 0 , 2 𝜋 , 4 𝜋 …


  𝛥 𝜙 = 𝜋 , 3 𝜋 , 5 𝜋 …


  𝛥 s


  𝜆


  Δ s = d  sin ⁡ 𝜃 = m 𝜆


  d


  m


  0 , 1 , 2 …


  m  


   y m =   m 𝜆 D d


  D


  u  ( 𝜆 , T ) =   8 𝜋  k B T   𝜆 4


   k B


  T


  𝜆 → 0


  u → ∞


  u  ( 𝜆 , T ) =    c 1   𝜆 5  e  −    c 2  𝜆 T


   c 1


   c 2


  𝜆 → 0


  E   =   n   h   𝜈 ,     n = 1 ,   2 ,   3 …


  h = 6 , 626 ×  10  − 34   J ⋅ s


  𝜈


  u  ( 𝜆 , T ) =   8 𝜋 h c   𝜆 5  1   e    h c  𝜆  k B T − 1


  𝜆


  𝜆


  Φ = 𝜎  T 4


  𝜎 ≈ 5 , 67 ×  10  − 8    W   m 2 ⋅  K 4


   𝜆  m a x =  b T


  b ≈ 2 , 898 ×  10  − 3   m ⋅ K


  h 𝜈 = W +  E k →  E k = h 𝜈 − W


  𝜈


  W


   E k =  1 2 m  v  m a x 2


  h 𝜈 = W +  E k →  E k = h 𝜈 − W


  𝜈


  W


   E k =  1 2 m  v  m a x 2


   𝜈 0   −


  h  𝜈 0 = W


   U h


  e  U h =  E k =  1 2 m  v  m a x 2


  e  U h = h 𝜈 − W →  U h =  h e 𝜈 −  W e


   U h  ( 𝜈 )


  h


  𝜆 ′ > 𝜆


  Δ 𝜆 =  𝜆 ′ − 𝜆 =  𝜆 C  ( 1 −  cos ⁡ 𝜃 )


   λ C =  h   m e c


  θ


  p = h / 𝜆


  U


  E = e U


  𝜆 =  h p =  h  m v


  p


  h


   1  4 𝜋  𝜖 0    e 2   r 2 =   m  v 2 r


  L


  L = m v r = n  h  2 𝜋 = n ℏ


  h 𝜈 = |  E n −  E m |


  n


   r n =   4 𝜋  𝜖 0  ℏ 2  m  e 2  n 2


   E n = −   m  e 4  8  𝜖 0 2  h 2  1   n 2 ≈ −   13 , 6   eV   n 2


   10  − 15   m


  1   fm


   10  − 10   m


   m p ≈ 1 , 0073   u


  938   MeV /  c 2


   m n ≈ 1 , 0087   u


  939   MeV /  c 2


  X


   X  Z A


   U  92 238


  + Z ⋅ e


   C     6 12 → A = 12 ,   Z = 6


  N = 6


  1 − 2   fm


  < 0 , 7   fm


   H  1 1


    H    1 2


   H  1 3


   C     6 14


   N     7 14


   C     6 14


  N = 8


   N     7 15


  N = 8


   H  1 1


    H    1 2


   H  1 3


   C     6 14


   N     7 14


   C     6 14


  N = 8


   N     7 15


  N = 8


  N / Z


  Z < 20


  N ≈ Z


  N / Z ≈ 1 , 5


  𝛥 m


  E = Δ m ⋅  c 2


   C  ​ 12


  1   u ≈ 1 , 6605 ×  10  − 27   kg


  1   u → 931 , 5   MeV /  c 2


   E w = Δ m ⋅  c 2 =  [ Z ⋅  m p +  ( A − Z ) ⋅  m n −  M j ]  c 2


   M j


   E w / A


  8 , 8   MeV/nukleon


    Fe  ​ 56


  𝛼 , 𝛽 , 𝛾


  d N


  d t


  N  ( t )


  d N = − 𝜆 N  ( t ) d t


  𝜆


  1 / s


    d N N = − 𝜆 d t


  N  ( t ) =  N 0  e  − 𝜆 t


  N  ( t )


  t


   N 0


  t = 0


  𝜆


   T  1 / 2  


  N  (  T  1 / 2 ) =    N 0 2


   T  1 / 2


   e  − 𝜆  T  1 / 2 =  1 2 →  T  1 / 2 =    ln ⁡ 2 𝜆 ≈   0 , 693 𝜆


  𝜏  


  𝜏 =  1 𝜆


   T  1 / 2 = 𝜏 ⋅  ln ⁡ 2


  A  ( t ) = −   d N  d t = 𝜆 N  ( t )


  A  ( t ) =  A 0  e  − 𝜆 t


  3 , 7 ×  10 10


  1  grama


  A  ( t ) = −   d N  d t = 𝜆 N  ( t )


  A  ( t ) =  A 0  e  − 𝜆 t


  3 , 7 ×  10 10


  1  grama


  E = m  c 2


  𝜶


    He  2 4


  A → A − 4


  Z → Z − 2


   U  92 238 →   T h  90 234 +   H e  2 4


    R a  88 226 →   R n  86 222 +   H e  2 4


   𝜷 −


  n → p +  e − +    𝜈 e -


  Z → Z + 1


   C     6 14  →    7 14 N +  e − +    𝜈 - e


   𝜷 +


  p → n +  e + +  𝜈 e


    Na  11 22  → 10 22 Ne +  e + +  𝜈 e


   𝛽 +


  p +  e − → n +  𝜈 e


   K  19 40 +  e −  → 18 40 Ar +  𝜈 e


  Z → Z − 1


  𝜸


      Ni  ​ 60 ∗  → 60 Ni + 𝛾


   U     92 235  + 0 1 n →  [    U     92 236 ∗ ]  →    56 141 Ba  + 36 92 Kr + 3    0 1 n + Δ E


  ( 1    kg  235 U ≈ 8 ⋅  10 13  J


   H  1 2  + 1 3 H  → 2 4 He  + 0 1 n + 17 , 6   MeV


  T = 0  K


   E F


   E g


   E g


   E g = 0 eV


   E g > 4  eV


   E g ≈ 1  eV


  1 , 1  eV


  T = 0  K


  R = 0 Ω


   T c


  E = h 𝜈


  p


  𝜆  


  𝜆 =  h p =  h  m v


  Ψ  ( 𝐫 , t )


  | Ψ  ( 𝐫 , t ) |  ​ 2


   Ψ 1


   Ψ 2


  Ψ =  c 1  Ψ 1 +  c 2  Ψ 2 + … +  c n  Ψ n


   ∑ |  c n |  ​ 2 = 1


   p ^ = − i ℏ  𝜕  𝜕 x


   H ^ = −    ℏ 2  2 m    𝜕 2  𝜕  x 2 + V  ( x )


  i ℏ   𝜕 Ψ  𝜕 t =  H ^ Ψ


  Ψ


    ∫  − ∞  + ∞ | Ψ  ( 𝐫 , t ) |  ​ 2  d 3 r = 1


  r → ∞


  Ψ → 0


  A


   ⟨ A ⟩ =   ∫  − ∞  + ∞   Ψ ∗  A ^ Ψ    d 3 r


  x


  p


  Δ x ⋅ Δ p ≥  ℏ 2


  s =  1 2    ( w jednostkach  ℏ )


  | Ψ ⟩ =  1   2  ( | ↑ ↓ ⟩ − | ↓ ↑ ⟩ )


  | 𝜓 ⟩


  | 0 ⟩  


  | 1 ⟩  


   | 𝜓 ⟩ = 𝛼 | 0 ⟩ + 𝛽 | 1 ⟩


  𝛼


  𝛽


  | 𝛼 |  ​ 2 + | 𝛽 |  ​ 2 = 1


  N


   2 N


  N


   2 N


   x  r z e c z


   (  x 1 ,  x 2 , … ,  x n )


  y = f  (  x 1 ,  x 2 , … ,  x n )


  N


  N ≥ 2


   x -


   u A  ( x )


   u A  ( x ) =   1  N  ( N − 1 )   ∑  i = 1 N     (  x i −  x - ) 2


  N


  ±  Δ x


   Δ x


   u B  ( x ) =    Δ x   3


   u C =   u A 2 +  u B 2


  y = f  (  x 1 ,  x 2 )


  Δ  x 1


  Δ  x 2


  f


   x i


    𝜕 f  𝜕  x i


  Δ y =   ∑  i = 1 n   |   𝜕 f  𝜕  x i | Δ  x i


  N


  N ≥ 30


   x -


   S x


   S x =   1  N − 1   ∑  i = 1 N     (  x i −  x - ) 2


   x -


   S x


   S   x -


   S   x - =    S x   N


   [  x - −  S   x - ,  x - +  S   x - ]


  ± 1 𝜎


  ~ 68 , 3 %


   [  x - −   2 S   x - ,  x - +   2 S   x - ]


    ~ 95 , 4 %


  ± 3 𝜎


  ~ 99 , 7 %


  O  (  h 2 )


  O  (  h 5 )

